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El®zetes megjegyzések

Számolatlan olyan fogalom van, amire � sajnos vagy nem sajnos, de � a beszélt szakmai nyelvben

magyarul is egyszer¶en az angol kifejezést használjuk. Itt-ott megpróbálok megfelel®nek t¶n®

magyar kifejezést használni (vagy els®ként, vagy a már használatosak közül választva) a saját

ízlésem szerint; semmiképpen sem szeretnék olajat önteni a nyelvújítási viták tüzére.

A háromdimenziós vektorokat félkövér bet¶kkel, skalárszorzatukat egymás mellé írással, ab-

szolútértéküket a megfelel® d®lt, nem félkövér bet¶vel jelölöm. Négydimenziós vektorokat d®lt

bet¶kkel jelölök, Lorentz-szorzatukat pontszorzással vagy indexekkel (összegzési konvencióval) je-

lölöm ki. (Így néha egy nem félkövér bet¶ jelölhet egy négyesvektort is illetve egy megfelel®

hármasvektor-abszolútértéket is; a kontextusból mindig világos kell, hogy legyen, hogy melyikr®l

van szó. Az 1-t®l 3-ig futó háromdimenziós indexekre a k, l,m, p, . . . bet¶ket, a 0-tól 3-ig futó négy-

dimenziósakra a µ, ν, ρ, σ, . . . bet¶ket használom.) Csak Minkowski-térid®ben dolgozunk most, a

gµν metrikus tenzorra a +−−−, azaz a gµν = diag(1,−1,−1,−1) konvenciót használom.

A használt egységek alapja az SI rendszer, de az energia (és a c fénysebességet 1-nek véve a

tömeg és az impulzus) mértékegysége inkább elektronvolt és többszörösei (eV, MeV, GeV), vagy

például impulzus esetében a c-t kiírva MeV/c, GeV/c. Nem teljesen igaz, hogy c=1-et vennék

mindenhol, de ahonnan a mértékegységek alapján hiányzik a c, onnan valóban lehagytam. (Nem

egységes a �szokásjog� sem; például a 3. fejezetben felidézett, egy részecske útját, repülési idejét,

tömegét és impulzusát összekapcsoló (3.4) képletet sokszor úgy írják, ahogy ott írtam, noha az út

és az id® közötti átváltáshoz szerepel benne c, a tömeg és az impulzus közöttihez azonban nem.)

A ℏ redukált Planck-állandót is néha kiírom, de legtöbbször 1-nek veszem, azaz nem írom ki.

Például egy k hullámszám és a megfelel® p= ℏk impulzus jelölésben és elnevezésben is összemo-

sódhat; konkrét számok behelyettesítésekor persze nem lehet gond ebb®l. (A ℏ állandó értéke kb.

198 MeV fm
c

; így érdemes most megjegyezni, mert a magreakciók femtométeres (fm, 10−15 m) méret�

és ennek megfelel®en fm/c, azaz ∼ 10−23 s id®skálájúak, az energiákat pedig MeV vagy GeV egysé-

gekben mérjük. A c fénysebesség a kísérletekben 30 cm/ns alakban kerül el®.) A T h®mérsékletet

viszont energiaegységekben mérem, azaz a kB Boltzmann-állandót nem használom.

Ismert fajta részecskékre a szokásos jelöléseket alkalmazom. Néhány ezek közül: e± (elektron és

pozitron), µ± (müon), π± és π0 (töltött illetve semleges pion), K±, K0
S, K

0
L (töltött illetve rövid�

és hosszúélettartamú semleges kaon), p, p̄, n, n̄ (proton, antiproton, neutron, antineutron) stb.

Néhol el®kerülnek komplex számos m¶veletek; nagyon fontos a hatványozáshoz, hogy az arg z

fázis, így az Ln z≡ ln |z|+ i arg z komplex logaritmus és a zw ≡ ew Ln z hatványozás is egyérték¶

függvények, ami azon múlik, hogy az arg z fázis értéke határozottan a ]−π, π] intervallumba esik.
A dolgozatot nagyjából témák szerint osztottam fel fejezetekre. Mindegyikbe került �kitekintés�,

ahol az utolsó fejezetben felsorolt tézispontokban nem szerepl®, e dolgozat írása közben is m¶velt

kutatásokat villantok fel, mutatva, hogy friss és virágzó témákról van szó. Sok részletszámolást

kihagytam, ugyanakkor néhány témát (f®leg a bevezet®ben) alaposabban kifejtettem arra gondolva,

hogy a dolgozat esetleg referenciaként is használható lesz érdekl®d® diákok számára.
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1. Bevezetés

1.1. Nagyenergiás nehézion-�zika

1.1.1. Az er®s kölcsönhatás kísérleti tanulmányozása

A �zika célja az anyagi világ legalapvet®bb szint¶ megértése; matematikai nyelven, de kísérletileg

ellen®rizhet®en. Az egyik �frontovonal� mindig is az volt, hogy az egyre kisebb méretek és egyre

nagyobb energiakoncentrációk felé haladjunk: a molekulák atomokra, az atomok atommagra és

elektronhéjra, az atommagok nukleonokra (protonokra és neutronokra) bonthatók. A nukleonok

kölcsönhatásának leírására be kellett vezetni az elektromágneses kölcsönhatás mellett az er®s köl-

csönhatást, majd a béta-bomlásos részecskeátalakulásokéra a gyenge kölcsönhatást: a gravitációval

együtt így teljessé vált a természetben el®forduló kölcsönhatások ma is használt osztályozása.

Az 1960-as években világos lett, hogy az anyagszerkezet nem ér véget a nukleonok szintjén, de

másképp folytatódik, mint �fentebb�. A protonok és a neutronok (és a további, az er®s kölcsönha-

tásban résztvev® részecskék, a hadronok) még elemibbnek gondolt kvarkokból állnak : a szaporodó

számú felfedezett hadronfajtákat kvarkok kötött állapotaiként sikerült rendszerezni, emellett a

(mélyen rugalmatlan, azaz a néhány új részecske keltéséhez szükségesnél jóval nagyobb energia-

cseréj¶) hadronütközéseket elemibb összetev®k szórásaként lehetett értelmezni. Azt viszont csak

fenntartásokkal mondhatjuk, hogy a hadronok kvarkokra bonthatók : a kvarkbezárásnak elnevezett

kísérleti tapasztalat szerint kvarkok nem fordulnak el® a természetben szabad részecskékként, csak-

is hadronok (mezonok, azaz kvark-antikvark kötött állapotok, vagy barionok, azaz három kvarkból

álló kötött állapotok, mint a nukleonok is) alkotóiként. Közben megszületett az er®s kölcsönha-

tást a kvarkok (és a közvetít®részecskék, a gluonok) szintjén leíró nemábeli mértékelmélet, mely a

kvantumszíndinamika (Quantum Chromodynamics, QCD) nevet kapta (az SU(3) mértékcsoport

ábrázolási terét adó bels® szabadági fok, a szín után). A QCD alaptulajdonsága az aszimptotikus

szabadság, miszerint (mintegy a kis energiás folyamatokat uraló kvarkbezárás ellenpontjaként) nagy

impulzusátadású szórásfolyamatokban a kölcsönhatás csatolási állandója egyre kisebbé válik.1

Ez alapján azt lehetett gondolni, hogy igen nagy h®mérséklet¶ anyagban a kvarkok (mivel

a nagy átlagos mozgási energia miatt a kölcsönhatásuk gyengül) �kiszabadulhatnak�, és a had-

ronokból álló atommag-anyag �szétolvad�. Érdemes megjegyezni, hogy ez más szempontból is

kézenfekv®nek t¶nt [1]: magas h®mérsékleten új halmazállapot (fázis) létezése feloldja a Hagedorn-

paradoxont [2], melynek lényege, hogy a meg�gyelt hadron-állapotok száma alapján a kb. TH ≈ 150

MeV érték¶ Hagedorn-h®mérsékletet univerzális föls® határh®mérsékletnek kellett volna tekinteni.2

1A mélyen rugalmatlan hadronszórások leírására feltett elemibb összetev®ket, a partonokat a QCD keretein belül
ténylegesen kvarkokkal és gluonokkal lehetett azonosítani. Ehhez már-már eleve szükség is van az aszimptotikus
szabadságra: utóbbi gondolat tehát igényként merült fel még a QCD el®tt.

2A meg�gyelések szerint egy adott M föls® tömeghatárig bezárólag lehetséges hadron-állapotok száma M nö-
velésével ∼ eM/TH módon n®, így ha a T h®mérséklet TH -nál nagyobb, akkor az állapotok számának exponenciális
növekedése miatt nem létezhetne a termondinamikai

∑
n e

−En/T állapotösszeg.
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A mondott fajta új anyagnak az 1980-as években a kvark-gluon plazma (QGP) nevet adták [3].

A hadronok ilyen szétolvasztásához szükséges (a TH értéke alapján nagyjából 150 MeV, vagyis

nagyságrendileg billió fokos) h®mérséklet a természetben nagy léptékben �utoljára� 13,7 milliárd

évvel ezel®tt, az �srobbanás utáni mikromásodpercekben fordult el®: ekkor a mai, lényegében

protonokból, neutronokból és elektronokból álló anyag helyett kvark-gluon plazma töltötte ki az

Univerzumot. A kvark-gluon plazma tanulmányozása tehát az Univerzum korai szakaszának is-

meretéhez is közelebb visz. Földi körülmények között ilyen extrém h®mérsékletet (és nyomást)

nehéz atommagok (�nehézionok�) részecskegyorsítókban való ütköztetésével sikerülhet el®állítani.

Ha ilyen ütközésben létrejön kvark-gluon plazma, az rohamosan tágul és h¶l (mintegy kis méret-

skálán �megismételve� az �srobbanást), és végül a kiszabadult kvarkokból újra ismert hadronok

jönnek létre (hadronizáció). Ez a hadronikus közeg is tovább tágul: végül abbamaradnak a had-

ronszórások is; ennek neve kifagyás (�freeze-out�). Ezután a végs® keletkezett hadronok (vagy

bomlástermékeik) az ütközési pont körüli detektorokba érkeznek.

Az a kutatási irány, mely tehát az er®sen kölcsönható anyag fázisszerkezetének tanulmányozásá-

ra született, illetve vált ki a mag�zikából az anyagszerkezet-kutatás következ® �lépcs®jeként�, így a

(nagyenergiás) nehézion-�zika nevet kapta. Az említett energiájú atommag-ütközések vizsgálatát

célzó kísérletek sok helyen m¶ködtek és m¶ködnek ma is, kezdve a berkeley-i Bevalac gyorsítóval,

ahol
√
sNN =1GeV-es (nukleononként 1 GeV tömegközépponti energiájú) ütközéseket vizsgáltak.3

A BNL (Brookhaveni Nemzeti Laboratórium) AGS gyorsítójánál (Alternating Gradient Synchrot-

ron) ez a mennyiség 5 GeV, a CERN SPS-nél (Super Proton Synchrotron) 17 GeV, a brookhaveni

Relativisztikus Nehézion-Ütköztet®nél (Relativistic Heavy-Ion Collider, RHIC) 200 GeV, a CERN

Nagy Hadronütköztet®nél (Large Hadron Collider, LHC) 2760 GeV értéket ért el.

Az áttörést talán a brookhaveni RHIC gyorsító kísérletei (a STAR, a PHENIX, a PHOBOS

és a BRAHMS) hozták a 2000-es évekt®l kezd®d®en: itt vált világossá, hogy (
√
sNN =200GeV

energiájú mag-mag ütközésekben) valóban létrejön az er®sen kölcsönható anyag új halmazállapota,

ami azonban a várt gázszer¶ állapot helyett majdnem tökéletes folyadékként viselkedik. Erre a

következtetésre több (itt a bevezet®ben alább részletezett) kísérleti eredmény szintéziséb®l lehetett

jutni; 2005-ben mind a négy kísérlet összefoglaló cikket írt err®l, ld. a [4�7] hivatkozásokat. Az

új halmazállapotot ett®l kezdve sokszor sQGP-nek (�strongly coupled�, er®sen csatolt QGP-nek)

nevezik. A CERN LHC-nél végzett mérések meger®sítették ezt a következtetést egy nagyságrenddel

nagyobb ütközési energián is.

Az alapvet® felfedezések (a 2000-es évek eleje) után a nehézion-�zika átlépett abba az id®-

szakba, amelyet �precíziós nehézion-�zikának� nevezhetünk. Ez a gyorsítótechnika és a kísérleti

berendezések (és párhuzamosan a fenomenológiai modellek) fejl®désével vált lehet®vé: a mérhe-

t® mennyiségek statisztikai jelleg¶ek, így több ütközés meg�gyelése di�erenciáltabb információkat

ad. Néhány mostanában aktuális alapvet® kérdés: pontosan milyen ütközési energia és atommag-

méret kell a kvark-gluon plazma létrejöttéhez; hanyadrend¶ a fázisátmenet különböz® ütközési

3Az s a részecske-ütközések leírásában használt egyik Mandelstam-változó: a tömegközépponti rendszerben mért
össz-energia négyzete. Tehát

√
s az ütközési energia; az NN index jelentése pedig, hogy ez nukleonpáronként értend®.
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energiákon; létezik-e a fázistérképen kritikus pont (másodrend¶ fázisátalakulás); mit mondhatunk

kísérletileg a keletkezett anyag állapotegyenletér®l, kinetikus együtthatóiról (viszkozitás, vezet®-

képességek)?4 Úgy t¶nhet talán, hogy ezek vizsgálata nem kínál annyi izgalmat, mint az els®

felfedezések, de távolról sincs így: a részletes vizsgálatokat igényl® kérdések nem kevésbé fontosak

az er®s kölcsönhatás megértése szempontjából. Elméleti oldalról persze QCD is egyre pontosabb

válaszokat kínál, azonban mégiscsak a kísérleti ellen®rzés az, ami a �zikai kutatás lényege marad.

Ez az els® fejezet bevezet® jelleg¶: el®vesszük azokat a ma már nehézion-�zikai �alapm¶velt-

ségnek� számító, jórészt a RHIC gyorsító kísérleteib®l származó eredményeket, melyek szerint

nagyenergiás atommag-ütközésekben valóban létrejön az er®sen csatolt kvark-gluon plazma. Uta-

lunk a kés®bbi, új szempontokat adó mérésekre is. El®ször azonban összefoglalunk néhány mérhet®

mennyiséget; a bonyolultabb kérdésekre adható kísérleti válaszok is ezekre (és ezeknek a kérdésfel-

tevésekkel való, fenomenologikus megfontolásokból kapható kapcsolatára) épülnek.

1.1.2. Nehézion-�zikai mérhet® mennyiségek

A koordinátarendszer z tengelyét a atommagok gyorsításának irányában (nyalábirányban) szo-

kás felvenni, az x�y sík erre mer®leges. A felgyorsított (ultrarelativisztikus esetben a Lorentz-

kontrakció miatt mintegy lapos korong alakú) magok valamekkora b ütközési paraméterrel eltalál-

ják egymást, majd azon részük, amely így �átlapol�, reakcióba lép, az át nem fed® (�spektátor�)

rész pedig továbbhalad. Az ütközés centralitását, azaz hogy mennyire átfed® módon találták el

egymást az atommagok, százalékban adják meg (az összes eseményhez viszonyítva). Jobban átfe-

d® ütközéseket hívjuk centrális(abb)aknak, kevésbé átfed®eket periférikus(abb)aknak, és például a

20-40%-os centralitás-osztály azt jelenti, hogy az ilyen eseményeknél az ütközések 20%-a már cent-

rálisabb, de 40%-a legalább ilyen centrális. Centrálisabb ütközésekben nagyobb térfogatban zajlik

reakció, több részecske keletkezik: a centralitást az ütközés ilyen �globális� jellemz®jét (például a

keletkez® össz-részecskeszámot) mérve lehet kísérletileg meghatározni eseményenként.

Az ütközésb®l a detektorok felé tartó részecskék impulzusa és esetleg típusa mérhet® (kisebb-

nagyobb bizonytalansággal). A részecskék kinematikai jellemz®inek jelölései:

m : tömeg,

p : (hármas)impulzus,

E : energia, E2=m2+ p2,

ϑ : polárszög (a z tengelyt®l mérve),

φ : azimutszög (egy laborrendszer-
beli kijelölt irányhoz képest).

(1.1)

Az impulzust longitudinális és transzverz (nyalábirányú és arra mer®leges) komponensekre bontjuk:

pz := p cosϑ, pt := p sinϑ ⇒ p2= p2z+p
2
t . (1.2)

4Az anyagszerkezet ilyen eggyel magasabb szint¶ strukturális vizsgálata szinte már a kémia felségterülete. Ér-
dekes (és els®re elgondolkodtató) ezzel kapcsolatos tapasztalat volt számomra, hogy kiváló, nemzetközileg is ismert
nehézion-�zikai kutatócsoportok sok helyen (például a New York állambeli Stony Brook egyetemen is, ahol volt
szerencsém látogatóként némi id®t eltölteni) nemcsak a �zikai, hanem a kémiai intézet keretein belül is m¶ködnek.
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A felsoroltak mellett a következ® kinematikai jellemz®k is használatosak, melyekre megadunk né-

hány gyakran használt könnyen ellen®rizhet® összefüggést is:

mt :=
√
m2+ p2t (transzverz tömeg),

y :=
1

2
ln
E+ pz
E− pz

(rapiditás),

η :=
1

2
ln
p+ pz
p− pz

(pszeudorapiditás)

⇒

E2 = m2
t+p

2
z,

th η = cosϑ,

pz = pt sh η,

p = pt ch η,

pz = mt sh y,

E = mt ch y.

(1.3)

A kísérleti elrendezés lehet �x céltárgyas vagy ütköz®nyalábos. Az y rapiditás z irányú Lorentz-

boostokra additív (azaz egy Vz = thω sebesség¶ rendszerbe átülve y→ y−ω módon változik). A

nehézion-�zikában a tömegközépponti rendszerben (ütköz®nyalábos esetben ez a laborrendszer is) a

nyalábra mer®legesen, y≈ 0-val (azaz a központi rapiditástartományban) keletkez® részecskék talán

a legérdekesebbek. Az η pszeudorapiditás E≈ p (ultrarelativisztikus) esetben egybeesik y-nal, és

lényegében a ϑ polárszöget helyettesíti. Tömegközépponti rendszerben η=0 a midrapiditásnak

(ϑ=90◦) felel meg, η→±∞ pedig az el®re� vagy hátraszórásnak (ϑ→ 0◦ vagy ϑ→ 180◦).

Az alapvet® mérhet® mennyiség az N1(p) egyrészecske-eloszlás (vagy: spektrum, hozam), a ke-

letkez® részecskék invariáns impulzustérfogatelemre vonatkoztatott várható száma ütközésenként:

N1(p) = E
dn

d3p
=
E

pt

dn

dpt dpz dφ
=
E

p

1

pt

dn

dpt dη dφ
=

1

pt

dn

dpt dy dφ
. (1.4)

Természetesen ez minden típusú részecskére (pionok, kaonok, protonok, fotonok stb.) külön-külön

értelmezhet®. Ellen®rizhet® az is, hogy a felírt további alakok valóban ekvivalensek az els®vel.

Érdemes a φ azimutszög szerinti Fourier-sorfejtést is használni; ennek szokásos felírása

N1(p) =
1

pt

dn

dpt dy dφ
=

1

2πpt

dn

dpt dy
·
[
1 + 2

∞∑
n=1

vn cos
[
n(φ−Ψn)

]]
. (1.5)

A vn-ek az azimutális anizotrópia-paraméterek (nem írtuk ki, de ezek is pt és y függvényei), a Ψn-ek

pedig a (különböz® rend¶) reakciósíkok. A 2010-es évek óta, az egyre több adat birtokában lehetsé-

gessé vált sorban a v3, v4, v5 stb. mérése, azonban sok esetben nincs ehhez (azaz lényegében a teljes

N1(p) eloszlás letapogatásához) elég adat. Ekkor a v2 a legfontosabb: ennek neve elliptikus folyás,

ezt már a nehézion-�zikai kutatások kezdete óta kiterjedten mérik és modellezik.5 Mint kiderül, a

v2 (és kisebb részben a v4, v6, stb. azaz a párosadrend¶ paraméterek) ténylegesen a részecskekelt®

forrás geometriai jellemz®ivel vannak kapcsolatban, a páratlan rend¶ vn-ek (különösen a v3) pedig

az ütközésben közvetlenül létrejött kezdeti állapot �uktuációival.

A szögre átlagolt 1
2πpt

dn
dpt dy

eloszlás leginkább az y≈ 0 midrapiditás környékén az érdekes (ahol

y függvényében általában széles maximum található). �Spektrum� alatt sokszor ezt a (pt-függ®)

mennyiséget értik; az 1.1 ábra illusztrációként ilyet mutat. A mért eloszlás értéke több nagy-

5Ha a vn-ek közül csak a v2-re koncentrálunk, akkor ennek reakciósíkjához rögzíthetjük az x�y koordinátarend-
szert; sokszor ezért nem jelenik meg Ψ2 a v2-t így bevezet® Fourier-sor alakú képletben.
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ságrendet átölel. Napjainkban sikereket érnek el azok a módszerek, melyek az egész spektrumot

egyszerre, egy függvényalakkal írják le.6 Nagyon hasznos mégiscsak, ha megkülönböztetjük a

�kis� és a �nagy� impulzusokat. A �nagy� impulzusú (pt ≳ 2�3 GeV) tartományt a �kemény� fo-

lyamatok, a QCD perturbatív megoldásával leírható partonszórások (és az ezek hadronizációjából

kialakuló �részecskezáporok�, jet-ek) határozzák meg; ebben a tartományban a spektrum csökke-

nése hatványfüggvény-szer¶. A részecskék nagy része viszont a �lágy� kinematikai tartományban,

�kis� impulzussal (pt ≈ 0,3 GeV) keletkezik; itt a spektrum csökkenése exponenciális. Kiderült,

hogy a részecskék átlagos impulzusa (melyet tehát a kis impulzusok tartománya dominál) alig

függ az ütközés energiájától, centralitásától. Az exponenciális csökkenés pedig azt sugallja (és a

részletesebb vizsgálatok messzemen®en alátámasztják), hogy a kis impulzusú részecskék keltése

statisztikus folyamat: a sok, egyedileg nem követhet® elemi ütközés nyomán kialakul egy termali-

zált közeg, amib®l megfelel® termikus eloszlással keletkeznek a meg�gyelt részecskék. A következ®

fejezetekben részletesebben lesz szó ilyen statisztikus leírásra alkalmas hidrodinamikai modellekr®l.
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1.1. ábra. Példa nagyenergiás ütközésekben mért részecskespektrumokra (a PHENIX kísérletben):
azonosítatlan töltött hadronok keletkezése különféle centralitású

√
sNN =200 GeV-es arany-arany

ütközésekben [8]. Látható a �kis� és a �nagy� impulzusok tartománya közötti különbség.

Egy további mérhet® mennyiség a kétrészecskés korrelációs függvény; ennek de�níciója

C2(p1,p2) =
N2(p1,p2)

N1(p1)N1(p2)
; (1.6)

persze itt is fontos megmondani, hogy milyen részecskefajták párosításáról van szó. A nevez®ben

két egyrészecske-eloszlás szorzata szerepel, a számlálóban pedig a kétrészecskés invariáns impul-

zuseloszlás: adott p1 és p2 körüli
d3p1

E1
és d3p2

E2
impulzustérfogat-elembe es® részecskepárok várható

száma. Ez a C2 1-gyel egyenl®, ha a részecskék korrelálatlanul keletkeznek; 1-t®l való eltérésének

számos oka lehet, például az azimutális anizotrópia nemelt¶n® volta, összetett részecskék bomlása,

vagy nagyenergiás kvarkok korrelált hadronizációja (jetek).

Rendkívül fontos az azonos bozonok (például egyforma töltés¶ pionok) esete, mert itt az azonos

részecskék kvantummechanikai megkülönböztethetetlensége kap szerepet. Az ilyen korrelációkat

6Úgynevezett Tsallis-Pareto-eloszlásokkal ; a dolgozatban ezzel a kérdéskörrel nem foglalkozunk.
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ezért Bose-Einstein-korrelációknak hívjuk. A 2. és a 3. fejezetekben részletesen lesz szó ezekr®l a

korrelációkról (és a velük kapcsolatos kutatási témáimról); most csak röviden megjegyezzük, hogy

ezek jelent®sége abban áll, hogy segítségükkel a részecskekelt® forrás geometriai mérete, id®beli

dinamikája �gyelhet® meg femtométeres pontossággal, kitágítva ezzel a nagyenergiás reakciókról

való képalkotás lehet®ségeit. Azok a(z alább röviden bemutatott) mérési eredmények, melyek a

kvark-gluon plazma felfedezése során a részecskekelt® forrás (tehát a keletkezett, táguló és h¶l®

anyag) méretével kapcsolatosak, nagyobbrészt ilyen korrelációs mérésekb®l származnak.

1.2. A kvark-gluon plazma felfedezése

1.2.1. Új anyag keletkezése

A RHIC részecskegyorsítónál állt rendelkezésre el®ször elég adat ahhoz, hogy a � ritkának számító

� nagyimpulzusú részecskék spektrumát is részletesen megmérjék nehézion-nehézion (A+A) üt-

közésekben; a RHIC-nél konkrétan arany-arany (Au+Au) ütközésekben. Az ebb®l származó els®

komoly felfedezés gerince az, hogy ezeket a spektrumokat összehasonlíthatjuk ugyanolyan energiájú

nukleon-nukleon (konkrétan: proton-proton, p+p) ütközésekben mért részecskespektrummal. Így

de�niálható az RAA, az úgynevezett nukleáris módosulási tényez® (�nuclear modi�cation factor�):

RAA :=

〈
spektrum A+A ütközésekben

〉〈
spektrum p+p ütközésekben

〉
×
〈
bináris ütközések A+A-ban

〉 . (1.7)

Ez a mennyiség is pt-függ® (mint a spektrum is), és érzékeny (lehet) arra, hogy milyen típusú

keletkezett részecskékr®l van szó. A felírt kifejezés nevez®jének második tényez®je az egy mag-mag

ütközésben történ® elemi nukleon-nukleon ütközések várható száma: ez (a mag-mag ütközés cent-

ralitását is �gyelembe véve) az úgynevezett Glauber-modellel határozható meg. Ha egy nehézion-

ütközés csupán a magokat alkotó nukleonok ütközéseinek inkoherens összege, akkor RAA =1.

Az 1.2. ábra két RAA-eredményt mutat a PHENIX kísérlet mérései közül. A 2001-es futási

id®szakból származón az akkor mért
√
sNN =130 GeV-es Au+Au ütközésekben egyértelm¶en lát-

szik az RAA érték 1-nél kisebb volta töltött hadronokra és semleges pionokra is [9]. Ez egy új,

korábban nem látott jelenség volt tehát. A másik ábra kés®bbi, nagyobb statisztikájú, RHIC-

standard
√
sNN =200 GeV energiájú Au+Au ütközésekben mért nukleáris módosulási tényez®ket

mutat (az ábrán jelölt hivatkozásokból vett adatokat a PHENIX együttm¶ködés által kedvelt mó-

don egy ábrán tömörítve): jól látszik, hogy centrális ütközésekben minden típusú részecskére nagy

impulzusnál RAA< 1, kivéve úgynevezett direkt fotonokra, melyekre RAA 1-gyel konzisztens (en-

nek jelent®ségét ld. lentebb). Kés®bb az LHC kísérletei is meger®sítették az RAA 1-nél kisebb

voltát hadronokra [10,11], valamint lehet®vé vált az egyedi keletkez® hadronok mellett egész jetek

rekonstrukciója: RAA< 1 fennáll mag-mag (ott Pb+Pb) ütközésekben keletkez® jetekre is [12].

A meg�gyelt jelenségre (a nagyimpulzusú hadronok �elnyomására�) az lett a magyarázat (vagy-

is: ezzel igazolódtak be az ilyen irányú, perturbatív QCD alapú jóslatok; ld. pl. [13, 14]), hogy

ilyen nehézion-ütközésekben új, er®sen kölcsönható anyag keletkezik, amiben a nagyenergiás szórt
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partonok (kvarkok és gluonok) energiát veszítenek, így adott impulzussal a vártnál kevesebben

keletkeznek. A jelenség közkelet¶ neve pedig jet quenching, � jet-elnyomás� lett.
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1.2. ábra. Bal oldalon: a PHENIX kísérlet els® mérése az RAA nukleáris módosulási tényez®r®l [9].
Jobb oldalon: RAA értékek különféle részecskékre kés®bbi részletesebb mérések alapján.

A kés®bbi, nagyobb statisztikájú (részletesség¶) mérésekb®l a következ®k derültek ki:

� d+Au (deutérium-arany) ütközésekben nem �gyelhet® meg elnyomás [15], így az Au+Au üt-

közésekben látott elnyomás nem az ütköz® magok kezdeti állapotának nagy mozgási energiánál

történ® megváltozása, hanem valóban a kialakult állapot (anyag) hatása miatt lép fel.

� Különféle végállapoti részecskék (π0, η, többi mezonok stb.) tömegükt®l függetlenül hasonló

mértékben nyomódnak el Au+Au ütközésekben (ld. az iménti 1.2. ábrán is). Ez is arra utal,

hogy a keletkezett részecskék energiavesztesége még parton-szinten, hadronizáció �el®tt� történik.

� Igen fontosak a direkt fotonok : ezek azok a fotonok, amelyek közvetlenül az ütközési zónában

keletkeznek.7 Az ilyen fotonok az úgynevezett áthatoló próbák körébe tartoznak, mert kelet-

kezésük után nem hatnak kölcsön a színtöltéssel, így azt gondolhatjuk, hogy ilyen értelemben

�adadálytalanul� áthaladnak a keletkez® er®sen kölcsönható anyagon. �Megnyugtató� tehát, hogy

a mérések szerint ®k elnyomás-mentesen �gyelhet®k meg, azaz RAA-juk 1-gyel konzisztens (ld.

az 1.2. ábrát). Vagyis: a más részecskékre meg�gyelt elnyomás valóban a színtöltéssel, azaz az

er®s kölcsönhatással kapcsolatos. A direkt fotonok elnyomásmentessége más szempontból nézve

arra érv, hogy az RAA (1.7) szerinti de�níciójában tényleg a bináris nukleon-ütközések számával

kell összenormálni a p+p és A+A ütközésekben mért spektrumokat. Ezt a gondolatot azóta a

centralitás fogalmának kis (d+A, p+A) ütköz® rendszerekben való validálására is használják [16].

� RAA< 1 a nehéz kvarkokat tartalmazó hadronokra is [17�19]: ez is azt bizonyítja (mivel ilyen

kvarkok nem a termalizált közegben, hanem csakis a kezdeti partonszórásokban keletkeznek),

7A kísérletileg meg�gyelhet® összes foton (az �inkluzív� fotonspektrum) jórészt a semleges pion (π0), kisebb
részben további hadronok (például az η-mezon) bomlásterméke; közepes pt-nél a direkt fotonok csak mintegy 10%
járulékot adnak. Nagy (≳ 20 GeV) impulzusnál várhatóan átbillen a mérleg a direkt fotonok javára.
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hogy valóban az er®sen kölcsönható közeg hatásáról van szó.8 Meg�gyelhet® továbbá, hogy (a

modellekkel összhangban) a b-kvarkok kevésbé nyomódnak el, mint a c-kvarkok.

1.2.2. Kvarkok tökéletes folyadéka

A kis impulzusú (pt ≲ 2�3 GeV) részecskék nehézion-ütközésekben e−E/Teff alakú Boltzmann-

eloszlással leírható spektrummal keletkeznek (itt E a részecske energiája). Az egyik legels® és

legalapvet®bb megállapítás az (volt), hogy az így bevezetett Te� paraméter (�e�ektív h®mérséklet�)

a részecsketípustól, konkrétan a vizsgált részecske m tömegét®l függ, mégpedig els® közelítésben

Te�=T0+m⟨u2⟩ (1.8)

módon. Itt az ⟨u2⟩ mennyiség kísérleti értéke kb. 0,5, míg a T0 értéke kb. 170 MeV. Ebb®l arra

lehet következetetni, hogy a hadronon egy termikus, T0 h®mérséklet¶ közegb®l keletkeznek. Ez

megfelel annak, hogy ilyen a közeg h®mérséklete akkor, amikor a kvark-gluon plazma �kifagy�, és

visszaalakul a meg�gyelt hadronokká; T0 mondott értéke összhangban van a rács-QCD számolások

szerinti kvarkanyag-hadronanyag fázisátmeneti h®mérséklettel is [20]. Az ⟨u2⟩ mennyiség pedig a

közeg tágulási sebességének feleltethet® meg: a mozgó közegben termalizált hadronok tömegükt®l

függ® impulzust szereznek a tágulás miatt. A kés®bbi 4. fejezetben egy konkrét példán látni fogjuk,

hogy hogyan adódik hidrodinamikai számításokból ilyen m-függés¶ Teff e�ektív h®mérséklet.

Nem teljesen centrális ütközésekben a spektrum mellett az egyik legfontosabb mérhet® mennyi-

ség a v2 elliptikus folyás. Az els® ilyen mérések a RHIC-nél azt mutatták, hogy a keletkez® hadronok

v2 paramétere egyáltalán nem elhanyagolható [21, 22], ami pedig lenne a helyzet, ha a keletkezett

közegben a részecskék szabad úthossza nagy volna (mint egy gáz-szer¶ halmazállapotban).

x z
y

1.3. ábra. Bal oldal: illusztráció nemcentrális ütközésr®l. A magok egy része továbbhalad; az
ütközésben létrejött anyagból keletkez® részecskék ellipikus folyása a kezdeti aszimmetria hatására
jelenik meg. Jobb oldalt: egy els® mérés a v2-r®l a transzverz impulzus függvényében (STAR, [21]).

Az elliptikus folyás meg�gyelése tehát kollektív, folyadékszer¶ mozgásra enged következtetni. Az

iménti 1.3. ábra az egyik els® v2-mérés eredményét mutatja, illetve egy szokásos illusztrációt arról,

8A PHENIX kísérletben ezen mezonok (D, B stb.) bomlástermékeit: elektronokat (és pozitronokat) lehetett
meg�gyelni; az iménti 1.2. ábrán ezek az adatok mint e±HF (mint HF=�heavy �avor�) szerepelnek.
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hogy a kezdeti geometriai aszimmetria a nagyobb nyomásgradiens (a kisebb geometriai méret)

irányában intenzívebb tágulást okoz, és ez vezet az impulzuseloszlás anizotrópiájához.

Az adatmennyiség növekedése a v2 (és a többi vn paraméterek) tekintetében is egyre �nomabb

részletekre érzékeny méréseket tett lehet®vé. Ezekb®l a következ®k derültek ki:

� A különféle típusú hadronokra mért v2 mennyiségek kvarkszám-skálázást mutatnak: a v2/nq

mennyiség az (mt−m)/nq függvényében ábrázolva a hadronfajtától függetlennek mutatkozik (itt

nq az adott hadronban lév® kvarkok száma, az mt−m mennyiség neve pedig néha �transzverz

kinetikus energia; KEt módon is jelölik). Ebb®l arra lehet következtetni, hogy a hidrodinamikai

viselkedés már kvark-szinten megjelenik ilyen ütközésekben [23].

� A v2 ilyen skálázást követ ritka (s) kvarkokat tartalmazó mezonokra is; például az ss̄ kötött

állapot ϕ-mezonra is, pedig tisztán hadronikus kölcsönhatások mellett ezek kevésbé �vennék át�

a közeg folyását [24]. Továbbá a nehéz kvarkok is részt kapnak a közeg folyásából [17].
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1.4. ábra. Bal oldalon: különféle hadronokra mért v2 értékek; a transzverz kinetikus energia
(KEt ≡mt−m) egy kvarkra es® értéke függvényében az egy kvarkra jutó v2/nq érték univerzális
függvény. Következtetés: a hadronok tényleg kvark-közegb®l jönnek létre. Jobb oldalon: ugyanez
a skálázás érvényes ϕ-mezonokra és deuteronokra is.

� A spektrum azimutális sorfejtésében a következ® páros rend¶ együttható, a v4 sem elhanyagol-

ható; a releváns v4/(v2)2 mennyiség 1-hez közeli [25]. Ez (illetve a v2 értékek részletes hidrodi-

namikai elemzése) arra utal, hogy a folyadékszer¶ tágulás szinte nulla súrlódással történik.9 A

releváns fajta kinematikai viszkozitás (η/σ, ahol η a dinamikai viszkozitás, σ a tömeg szerepét

játszó entrópias¶r¶ség) értéke 1
4π

körülinek adódik [26, 27], ami egyúttal egy általánosan elfo-

gadott sejtés szerint az η/s mennyiség univerzálisan lehetséges legkisebb értéke [28]. Az ilyen

ütközésekben létrejött kvarkanyag tehát szinte tökéletes folyadékként viselkedik.

� A v2 és v4 mellett a (csakis a kezdeti állapot �uktuációi miatt megjelen®) v3 illetve v5 is mérhet®vé

vált (a megfelel® Ψ3 illetve Ψ5 reakciósíkokhoz viszonyítva; ld. a korábbi (1.5) egyenletbeli de�-

níciót). Ezen anizotrópia-paraméterek viselkedése is a folyadék tökéletességét támasztja alá [29].

9Nem célunk itt az ilyen számolások részleteibe belemenni; azt azonban nagyon egyszer¶ intuitívan megérteni,
hogy mint szinte minden �zikai helyzetben, itt is a nagyobb súrlódás hamarabb �kimosná� a magasabb felharmoni-
kusokat; a v4 mennyiség jelent®s volta tehát η/σ kicsiségér®l árulkodik.
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� A direkt fotonok (azaz amelyek nem bomlástermékként keletkeznek; ld. fentebb is) elliptikus

folyása is jelent®s [30,31]. Ez egyfajta �rejtély�, melynek lényege, hogy a direkt fotonok áthatoló

próbák, azaz a meg�gyelt direkt fotonok nemcsak a kifagyáskor, hanem az egész folyamat során

keletkeznek, így jelent®s részük az id®fejl®désnek azon részéb®l kell származzon, amikor még

nem alakult ki az aszimmetrikus tágulás miatti anizotrópia. A direkt fotonok v2-jének leírása

ma is érdekes kérdésként áll a modellek el®tt (ld. például a [32] összefoglalót).

1.2.3. A fázisátalakulás jellege

Mint említettük, elméleti oldalról, rács-QCD számítások alapján tudvalev®, hogy kb. 170 MeV

h®mérsékleten történik meg a kvarkanyag-hadronanyag fázisátmenet (és ez hozzávet®legesen össz-

hangban van a bevezet®ben említett Hagedorn-h®mérséklettel is). A PHENIX kísérlet (mely kü-

lönösen is alkalmas ilyen mérésekre) meghatározta alacsonyabb impulzusú (pt≲ 3 GeV) direkt

fotonok spektrumát is [33]. A nagyobb impulzusú direkt fotonok jelent®ségét már fentebb, az RAA

nukleáris módosulási tényez® kapcsán láttuk; a kisebb impulzusú fotonok mérése pedig azt mutat-

ja, hogy ezek h®mérsékleti sugárzás spektrumával keletkeznek, és a spektrum T ≳ 300�600 MeV

kezdeti h®mérsékletre utal. Így tehát kísérleti oldalról is bizonyított, hogy a
√
sNN =200 GeV-es

ütközésekben létrejöv® termalizált közeg kezdeti h®mérséklete mindenképpen túllépi azt az értéket,

aminél hadronikus anyag még elképzelhet®.

Következ® kérdés a meg�gyelt kvarkanyag-hadronanyag fázisátmenet rendje (természete) lehet:

vajon els®rend¶, vagy másodrend¶ fázisátalakulásról, netán folytonos átmenetr®l (�crossover�) le-

het szó.10 Rácstérelméleti számolások szerint az átmenet folytonos [34].11 Kísérleti oldalról ez

a kérdés a részecskekeletkezésnek Bose-Einstein-korrelációkkal feltárt térid®beli szerkezete alap-

ján vizsgálható. Ennek alapja az, hogy a korrelációs függvényekb®l lesz¶rhet® a részecskekeltés

sugárparamétere a részecskepárok átlagos impulzusának irányában, valamint az erre mer®leges

transzverz síkbeli irányban, és a részecskekeltés hidrodinamikai leírásából kapható egybehangzó

eredmények szerint ezek különbsége a részecskekibocsátás ∆τ id®tartamáról árulkodik közelít®leg

R2
out−R2

side ∝ (∆τ)2 (1.9)

módon. Egy korai példa olvasható ilyen eredményre vezet® számolásra például a [35] hivatkozásban.

(Itt Rout a mondott átlagosimpulzus-irányú, Rside pedig az erre mer®leges irányú sugárparaméter;

ezen irányok neve szokásosan �out� illetve �side�.) Mármost els®rend¶ fázisátmenet esetén ∆τ nem

elhanyagolható nagy(obb) érték (a véges látensh® miatt; egy ezt alátámasztó számolást ld. pl. a [36]

cikkben), így ilyen esetben Rout mérhet®en nagyobb kellene, hogy legyen Rside-nál. A kísérleti

eredmények szerint azonban (ld. pl. [37])
√
sNN =200 GeV-es Au+Au ütközésekben Rout/Rside

értéke 1-gyel konzisztens, így az els®rend¶ fázisátalakulás kizárható.

10Els®rend¶ fázisátalakulás például a szokásos víz-g®z átmenet, másodrend¶ például a paramágneses-
ferromágneses átmenet; �crossover� a szuperkritikus víz-g®z átmenet, vagy a hidrogéngáz-ionizált plazma átmenet.

11Ez azt is jelenti, hogy nincs értelme egzakt módon de�niált fázisátmeneti h®mérsékletnek; különféle de�níciók
(pionkondenzátum várható értékének mediánja, in�exiós pontja stb.) kicsit más h®mérsékleteket adnak.
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1.3. További eredmények, jelenlegi kihívások

Az el®z® fejezetben leírtakat összefoglalva kijelenthetjük, hogy
√
sNN = 200 GeV-es arany-arany

ütközésekben új anyag jön létre, mely színtöltéseket hordoz, megjelennek benne a kvarkok mint

szabadsági fokok, szinte tökéletes folyadékként viselkedik, kezdeti h®mérséklete messze a gondolt

kvarkanyag-hadronanyag fázisátmeneti h®mérséklet felett van, és a tágulás és h¶lés után folytonos

átmenettel tér vissza a hadronikus fázisba. Ezek után kérdés lehet, hogy mi történik nagyobb vagy

kisebb ütközési energián. Nagyobb energiájú mag-mag (Pb+Pb,
√
sNN =2, 76 TeV) ütközéseket az

LHC-nál vizsgáltak, és (mint részben említettük) a jet-elnyomás [10,11], az elliptikus folyás [38,39],

illetve a direkt fotonok mérése [40,41] hasonló eredményeket hozott, hasonló tökéletes kvarkfolyadék

létrejöttére utalt ilyen nagyobb energiájú ütközésekben is.

Kisebb energiájú ütközésekben viszont talán meg�gyelhetjük, hogy pontosan milyen energia kell

a QGP létrejöttéhez, illetve hogy milyen érdekességeket rejt még az er®s kölcsönhatás fázisdiag-

ramja. Ezt a T�µB, azaz h®mérséklet-bariokémiai potenciál síkon szokták ábrázolni. A RHIC-nél

meg�gyelt maximális energiájú ütközések, illetve az LHC-nál meg�gyelt ütközések esetén a kez-

deti h®mérséklet magas (mint mondtuk, biztosan ≳ 300 MeV), azonban a bariokémiai potenciál

alacsony, és itt tudjuk, hogy folytonos az átmenet (�crossover�). Elméleti oldalról (az úgynevezett

el®jelprobléma miatt) igencsak nehéz rács-QCD számításokat végezni véges (nem kicsi) µB értékek-

nél; a QCD alapvonásait remélhet®leg tükröz® e�ektív modellekb®l úgy t¶nik, hogy a fázisátmeneti

görbén van egy kritikus pont, aminél nagyobb µB esetén az átmenet már els®rend¶. Másrészt na-

gyon nagy µB-nél, de kis h®mérsékleten (ilyen körülmények nem nehézion-ütközésekben, hanem

kompakt csillagokban várhatók) még újabb fázisok is megjelennek.

A nehézion-�zikai kutatások egyik f® célja ma az, hogy felderítsék ezt a fázistérképet, például

és els®sorban megtalálják a kritikus pontot, ha létezik. Ehhez nemcsak az LHC, de a maximális

RHIC energiánál is kisebb ütközési energia kell. Számos kísérlet vagy program indult/indul a kö-

zeljöv®ben ilyen ütközések vizsgálatára. A németországi GSI-ben a FAIR (Facility for Antiproton

and Ion Research) gyorsítót és ott a CBM (�Compressed Baryonic Matter�) nev¶ kísérletet, az

oroszországi dubnai Egyesített Atommagkutató Intézetben (JINR) a NICA (Nuclotron-based Ion

Collider fAcility) gyorsítót és itt az MPD (nemes egyszer¶séggel �Multi-Purpose Detector�) és a

BM@N (�Baryonic Matter at Nuclotron�) nev¶ kísérleteket, Japánban a JPARC-HI (Japan Proton

Accelerator Research Complex � Heavy Ions) komplexumot és a dedikált JHITS (�J-PARC Heavy-

Ion Toroidal Spectrometer�) kísérletet tervezik/építik. Jelenleg is rendelkezésre áll azonban az a

mérési program (amely adatfelvétel szempontjából lezárult, de az adatanalízist tekintve messze-

men®en folyamatban van), amely során a RHIC gyorsító energiáját szisztematikusan változtatva

különféle energiájú nehézion-ütközéseket vizsgáltak: ez a RHIC Beam Energy Scan (BES) prog-

ram, illetve ennek második fázisa, a BES-II; utóbbinak részeként a STAR kísérlet �x céltárgyas

ütközéseket is vizsgált (STAR FXT program) az
√
sNN további csökkentése kedvéért.12

12Ütköz®nyalábos esetben
√
sNN =2En, �x céltárgynál azonban

√
sNN =

√
2mnEn (ahol En az egy nukleonra

jutó nyalábenergia, mn a nukleontömeg). Így �x céltárggyal elérhet® olyan kicsi
√
sNN , amelynek ütköz®nyalábos

vizsgálatához már a gyorsítótechnika szempontjából kényelmetlenül le kellene csökkenteni a nyalábenergiát.
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1.5. ábra. Az er®s kölcsönhatás fázisdiagramja a T�µB síkon, a különféle kísérleteknél az anyag
által a h¶lés során bejárt részeket jelölve. A normál maganyag (T =0, µB =mn) esetén túl a µB ≈ 0
tartomány felderített kísérletileg. Hogy vannak-e új fázisok nagy µB-nél, vagy hogy létezik-e kri-
tikus pont (és �megtalálják-e� a jelölt ütközések), nyitott kérdés; az ábra jelenleg csak illusztráció.

Az sem magától értet®d®, hogy adott energiájú ütközések esetén milyen T és µB értékeknél vannak

a kifagyáskori végállapotok (melyeket az iménti 1.5. ábrán a nyilak végei jelölnek). A STAR kísérlet

a mért hadronspektrumok analíziséb®l statisztikus �zikai alapú modellekkel [42] meghatározta

ezeket [43]: az ütközési energia csökkenésével valóban n® a végs® µB. Az sem lezárt kérdés, hogy

�hol kezd®dnek a nyilak�, azaz milyen T és µB értéknél termalizálódik az ütközésben létrejött közeg.

Az is védhet® álláspont, hogy noha a termodinamikai limeszben egy els®� vagy másodrend¶

átalakulásnak félreérthetetlen jelei lennének, a nagyon is véges méret¶ atommag-ütközésekben ezek

nem jelennek meg élesen (mintha az 1.5. ábrán a nyilak egy �plusz dimenzióban� elkerülnék a fá-

zisátmenet vonalát). Ezt továbbgondolva (végesméret-skálázást használva) már több éve felmerült

(már akkor elérhet® mérési adatokra támaszkodva), hogy a ∆τ kifagyási id®tartam
√
sNN függvé-

nyében való nem-monoton viselkedése a kritikus pontra utalna [44]. (A ∆τ -t a mérhet® Rout és

Rside Bose-Einstein-korrelációs sugarakból az (1.9) egyenlet adná meg.) Ez azonban nem egysé-

gesen elfogadott; a kutatások fókuszában továbbra is az áll, hogy a kritikus pont helyzete egyéb

mérhet® mennyiségek segítségével is meghatározható legyen.

* * *

E rövid bevezet®ben számos kérdésr®l szó sem eshetett; egyik ilyet megemlítem: paradigmaváltást

jelent annak felismerése, hogy kis ütköz® rendszerekben (p+p, p+A, d+A) is kollektivitás, hid-

rodinamikailag táguló közegre utaló, statisztikus részecskeprodukció �gyelhet® meg (ld. pl. [45]).

Hangsúlyos kutatási irány tehát éppen az, hogy milyen tulajdonságú kvark-gluon plazma ala-

kul ki kis rendszerekben. A következ®kben kifejtett saját kutatások inkább a nehézion-ütközések

vizsgálatához kapcsolódnak: egyik f® fonál a hidrodinamikai leírás fejlesztése, a másik pedig Bose-

Einstein-korrelációk vizsgálata, mind az elméleti leírást, mind a kísérleti mérést fejlesztend®.
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2. Bose-Einstein-korrelációk vizsgálata

2.1. Bose-Einstein-korrelációk a nehézion-�zikában

Már a bevezet® fejezetben említettük, hogy az egyrészecskés impulzuseloszláson (és származékain,

például a v2 elliptikus folyáson és az azimutális Fourier-sorfejtés többi vn együtthatóján) túlmen®

fontos meg�gyelhet® mennyiség a kétrészecskés korrelációs függvény:

C2(p1,p2) =
N2(p1,p2)

N1(p1)N1(p2)
, (2.1)

ahol N1(p) az egyrészecskés, N2(p1,p2) pedig a kétrészecskés invariáns impulzuseloszlás: utóbbi

tehát a p1 és p2 impulzusú keletkezett részecskékb®l álló párok átlagos száma eseményenként.13

Említettük azt is, hogy a C2(p1,p2) korrelációs függvény 1-t®l eltér® voltának számos oka lehet,

úgy mint: jetek, a kollektív folyás, illetve gyorsan (és így kísérletileg a reakciózónától elkülönít-

hetetlen helyen) elbomló részecskék/rezonanciák bomlástermékei is korreláltak. Ezek a hatások

azonban a multiplicitással (a keletkez® részecskék átlagos számával) csak lineárisan skálázódnak,

úgy értve, hogy egy kétszeres multiplicitású eseményben N1(p) is kétszeres, azonban például a

jetek, valamint a részecskepárra bomló rezonanciák száma, így az ezen hatásokból származó ré-

szecskepárok száma is csak kétszeres. A most vizsgálandó, és a nehézion-�zikában kis impulzusú

részecskékre a legfontosabb típusú korreláció azonban azonos bozonok között lép fel, és nulladik

közelítésben nem csökken a multiplicitás növelésével: éppen ezért ez lesz a legfontosabb a nagy

multiplicitású nehézion-ütközésekben. Ennek a korrelációnak végs® soron az azonos bozonok meg-

különböztethetetlensége, így kvantummechanikai hullámfüggvényük szimmetrikus volta az �oka�.

Ezért az ilyen korrelációkat Bose-Einstein-korrelációknak hívjuk. (A napjainkban leginkább ¶zött

korrelációs mérések a nehézion-�zikában valóban bozonpárokat használnak; leginkább pionpárokat:

π+π+, π−π−, illetve még kisebb részben kaonpárokat: K+K+, K−K−, K0
SK

0
S.)
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Érdemes egy kis történeti kitér®vel bevezetni ezt a témakört; azonos bozonok intenzitáskorre-

lációját ugyanis el®ször nem a részecske�zikában, hanem a csillagászatban �gyelték meg. Az alap-

vet® felfedezések az 1950-es években történtek; kísérleti oldalról nagy részük leginkább R. Hanbury

Brown nevéhez köthet®. � el®ször rádiótávcsövekkel, majd (R. Q. Twiss-sel közösen) optikai táv-

csövekkel vizsgálta égi rádióforrások rádióhullámaiban illetve csillagok fényében a különböz® helye-

ken, különböz® detektorokkal észlelt intenzitások (vagyis azok �uktuációinak) korrelációját [46,47].

Közben azt, hogy fotonokra, azaz látható fényre is valóban van korreláció a különböz® detektorok-

ban észlelt intenzitások között, egy asztali jelleg¶ kísérletben is demonstrálták [48].

13Sokszor négyesimpulzus-jelölést írnak ezen eloszlások változóiba; mindenesetre ez csakis jelölés-ízlés kérdé-
se, ugyanis végs® állapotbeli, mérhet®, ismert fajta és így ismert m tömeg¶ részecskékr®l van szó, amikre az
E=

√
m2+p2 energia már nem újabb független változó.

14Fermionok (antiszimmetrikus hullámfüggvény) esetén antikorreláció (�Fermi-Dirac-antikorreláció�) adódik, még
spinállapotokra átlagolás után is; a mai kísérletekben lehetetlen a detektorokban észlelt részecskék spinjét mérni.
A mai kutatási környezetben, mint mondtuk, a Bose-Einstein-korrelációk jelent®sége a nagyobb.
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Az ilyen típusú korrelációk összefoglaló neve (Hanbury Brown és Twiss neveib®l) HBT-jelenség

vagy HBT-korreláció is lett ezután. Az, hogy több különböz® részecske (foton) között egyáltalán

korreláció lehetséges, elméleti meglepetésnek számított; részben azért, mert a meg�gyelt korrelá-

ciót �interferenciának�, a vonatkozó eszközöket �interferométer�nek is hívni kezdték, és ez félreér-

tésre adott okot.15 A HBT-jelenségben nem arról van szó, mint a klasszikus optikai interferencia-

kísérletekben: utóbbiakban egy fényforrás fénye osztódik ketté, és a más utakon, de végül egy

detektorba megérkez® fénysugarak interferálnak (azaz: adódnak össze az egyes irányokba haladás

amplitúdói), a detektor helyzetét®l függ® meg�gyelt intenzitást, így interferencia-mintázatot pro-

dukálva. Ez a jelenség �koherens� fénysugarak esetén a legnagyobb; �kaotikus� fénysugarak (például

h®mérsékleti sugárzás) esetén nem igazán látható interferencia. A HBT-jelenségben különböz® (de

azonos fajta) részecskéknek (fény esetében: fotonoknak) különböz® detektorokba való megérkezési

valószín¶sége korrelált, és mint kés®bb kiderült, éppen hogy kaotikus fényforrás esetén �gyelhet®

meg ez a legjobban. Ezen kérdések (és egyúttal a koherencia mint �interferenciára való képesség�

eléggé leveg®ben lógó fogalmának) tisztázása a kvantumoptika születéséhez vezetett az 1960-as

évekt®l kezdve, jórészt R. J. Glauber munkái nyomán [49, 50]. A HBT-korrelációk gyakorlatibb

jelent®sége pedig abban áll, hogy (amint nemsokára látjuk) az ilyen korrelációk a részecskéket

kibocsátó forrás geometriai jellemz®ivel kapcsolatosak, a forrás egyfajta integráltranszformáltját

(ha a végállapoti részecskék kölcsönhatásmentesen haladnak, a Fourier-transzformáltját) tükrözik.

Hanbury Brown és Twiss ezen az alapon meg tudta mérni csillagok (a Szíriusz) szögátmér®jét [47],

a módszer pedig azóta fontos asztronómiai meg�gyel®eszközzé lépett el®.

2.1. ábra. Bal oldalon: Hanbury Brown és Twiss csillagfényt meg�gyel® berendezése a két de-
tektorból szimultán érkez® jel korrelációinak mérésére. Jobb oldalon: a (mozgatható) detektorok
távolságának függvényében meg�gyelt (normált) intenzitáskorreláció; a szaggatott vonal a Szíriusz-
átmér®j¶ (0,0063�) fényes korong Fourier-transzformáltjából kapott várt függvényalak.

1960-ban aztán hasonló korrelációkat fedeztek fel a részecske�zikában is: G. Goldhaber és tár-

sai [51] a részben általuk végzett, és eredetileg a (leginkább π+π− párra bomló, akkor még kérdéses

létezés¶) ρ-mezon keresésére irányuló proton-antiproton ütközésekben. A meg�gyelt pion-mintán

15Dirac �The Principles of Quantum Mechanics� cím¶ könyvében expliciten olvasható (hevenyészett saját fordítás-
ban), hogy �A fotonok csak önmagukkal interferálnak. Különböz® fotonok között nem fordulhat el® interferencia.�
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az azonos töltés¶ (azaz π+π+ illetve π−π−) pionpárok eloszlásában korrelációt találtak, és ezt ma-

gyarázták meg úgy, hogy a pionok bozontermészete miatt a hullámfüggvényük szimmetrikus volta

korrelációt okoz.16 Innent®l kezdve az azonos bozonok közötti körrelációk vizsgálata a nagyenergi-

ás �zika önálló fejezetévé vált; nevet is kapott: femtoszkópia. Az elnevezés értelme az, hogy mint

mondtuk, az ilyen korrelációk kapcsolatban állnak a részecskekibocsátó forrás geometriájával, a

nagyenergiás �zikában femtométeres skálán tárva fel azt.

Ennek megértéséhez bevezetjük a részecskekeltés S(x,p) forrásfüggvényét (tulajdonképpen a

rendszer s¶r¶ségmátrixának Wigner-függvényét), amely megadja az x (négyes)koordináta és p

impulzus körüli d4x és d3p koordináta� és impulzustérfogatelemben keletkez® részecskék várható

számát. Az egyrészecskés impulzuseloszlás ebb®l az egész térre vett integrállal adódik:

N1(p) =

∫
d4xS(x,p), (2.2)

a meg�gyelt Bose-Einstein-korrelációk leírásának alapja pedig az, hogy a kétrészecskés eloszlást a

kétrészecskés (azaz a részecskepárok terjedését leíró) Ψ(2)
p1p2(x1, x2) hullámfüggvényb®l kaphatjuk:

N2(p1,p2) =

∫
d4x1d

4x2 S(x1,p1)S(x2,p2)
∣∣Ψ(2)

p1p2
(x1, x2)

∣∣2. (2.3)

Ezen formula neve szokásosan Yano-Koonin-formula [53]; ezek a szerz®k egyik els®ként alkalmazták

ezt a formulát (és alább kifejtend® következményeit) nagyenergiás �zikai korrelációk értelmezésére.

Megjegyzés: az alábbiak megértéséhez b®ven elég a mondott szemléletes tartalmat (a pár-

detektálási valószín¶séget) tulajdonítani a kétrészecskés hullámfüggvénynek, és ez alapján felírni

ezt a (2.3) kifejezést. Levezethet® azonban ez alaposabban is, a vizsgált részecskék megtalálási

valószín¶ségét a kvantumtérelméletükb®l kifejezve; err®l ld. pl. az [54] összefoglaló cikket.

Ezen a ponton érdemes áttérni a p1 és p2 helyett a K ≡ (K0,K) átlagos impulzusra illetve a

Q ≡ (Q0,Q) relatív impulzusra. Hármasvektorként használni fogjuk a relatív impulzus felét is:

K := 1
2

(
p1+p2

)
,

Q := p1−p2,
K = 1

2

(
p1+p2),

Q = p1−p2,
továbbá k := 1

2
Q = 1

2

(
p1−p2

)
. (2.4)

Azonos m tömeg¶ részecskéink vannak, azaz pµ1p1µ= pµ2p2
µ=m2: ebb®l kiderül, hogy K és Q

pszeudoortogonálisak. Továbbá Q0-t is kifejezhetjük így:

QµKµ=Q0K2−QK = 0 ⇒ Q0 =
KQ

K0
= βQ, ahol β :=

K

K0
. (2.5)

A K négyesvektorra KµKµ=m2− 1
4
QµQµ, azaz ® csak Q→ 0 esetén van azm tömeg¶ tömeghéjon.

A korrelációs függvény N2(p1,p2) és N1(p1) iménti (2.3) illetve (2.2) kifejezései alapján

C2(p1,p2) =

∫
d4x1d

4x2 S(x1,p1)S(x2,p2)
∣∣Ψ(2)

p1p2(x1, x2)
∣∣2∫

d4x1d4x2 S(x1,p1)S(x2,p2)
. (2.6)

16A mai, milliárdos eseményszámokkal dolgozó kísérletekhez szokott ember számára érdekesség, hogy �milyen
kevésb®l� születtek fontos eredmények annak idején: erre a mondott következtetésre vezet® mérést 2500 darab,
buborékkamrában fényképezett p+p̄ ütközési eseménnyel végezték [52].
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Ha elhanyagoljuk a részecskék végállapoti kölcsönhatását, akkor Ψ(2)
p1p2(x1, x2) síkhullám jelleg¶:

Ψ(2)
p1p2

(x1, x2) =
1√
2

[
e−ip1·x1e−ip2·x2 + e−ip1·x2e−ip2·x1

]
, (2.7)

azonban mint írtuk, szimmetrikus (ugyanis bozonokról van szó), és végs® soron ezért lesz az ab-

szolútértéke nem triviális (azaz nem konstans 1):∣∣Ψ(2)
p1p2

(x1, x2)
∣∣2 = 1+cos

[
(p1−p2) · (x1−x2)

]
. (2.8)

Ezzel az iménti kifejezésb®l arra jutunk (a (0) indexszel a kölcsönhatásmentességre utalva), hogy

C
(0)
2 (p1, p2) = 1 + Re

S̃(Q,p1)S̃
∗(Q,p2)

S̃(0,p1)S̃∗(0,p2)
, (2.9)

ahol S̃(Q,p) a forrásfüggvény tér(id®)változók szerinti Fourier-transzformáltja:

S̃(Q,p) =

∫
d4xS(x,p)e−iQ·x. (2.10)

A korrelációs függvényt a K átlagos impuluzus valamint a Q relatív impulzus függvényeként szok-

ták vizsgálni; kiderül ugyanis, hogy a Q-tól való függés sokkal hangsúlyosabb, mint a K-tól való.

Emiatt szinte mindig az úgynevezett �simasági közelítéssel� élünk [55], miszerint a (2.9) egyenletben

p1≈p2≈K írható az S forrásfüggvény második változójába, így S̃-ébe is. Ezzel

C
(0)
2 (Q,K) ≈ 1 +

|S̃(Q,K)|2

|S̃(0,K)|2
. (2.11)

Itt a ≈ jel a mondott simasági közelítésre utal, de a továbbiakban = egyenl®séget írunk.

A korrelációs függvény mérésével tehát ezen S̃ Fourier-transzformálton keresztül �letapogat-

ható� a nehézion-ütközésben létrejött anyag mérete, dinamikája. A legelterjedtebb módszertani

következ® lépés az, hogy gondolatilag �szétválaszthatjuk� a K-tól illetve a Q-tól való függést: fel-

tesszük, hogy S(x,K) koordinátafüggése valamilyen (néhány paraméterrel jellemzett) adott függ-

vényalak (például Gauss-görbe), és a K-függés a paramétereken keresztül jelenik meg. Így a korre-

lációs függvényt különféle K értékeknél Q függvényében megmérve, majd illesztve a mondott függ-

vényalak Fourier-transzformáltjával megmérhetjük a forrásfüggvény paramétereinek K-függését.

Ha visszatérünk a (2.3) egyenlethez, és egyel®re nem tesszük fel azt, hogy szabad részecskék

vannak a végállapotban, akkor is érdemes megtenni a simasági közelítést; ≈ helyett =-t írva

C2(p1,p2) =

∫
d4x1d

4x2 S(x1,K)S(x2,K)
∣∣Ψ(2)

p1p2(x1, x2)
∣∣2∫

d4x1d4x2 S(x1,K)S(x2,K)
. (2.12)

Érdemes itt az x1≡ (t1, r1) és x2≡ (t2, r2) koordináták helyett is áttérni az X ≡ (T,ρ) tömegkö-

zépponti koordinátákra illetve az x≡ (t, r) relatív koordinátákra:

X := 1
2
(x1+x2),

x :=x1−x2,
⇔

T := 1
2
(t1+ t2),

t := t1− t2,

ρ := 1
2
(r1+ r2),

r := r1− r2.
(2.13)
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A kétrészecskés hullámfüggvény (kölcsönható, de összességében szabadon mozgó részecskepárról

lévén szó) csak 2K impulzusú szabad mozgásnak megfelel® síkhullám-formában, e−2iK·X módon

tartalmazza a tömegközépponti X koordinátát. Ez utóbbi pedig kiesik az abszolútértékb®l:

Ψ(2)
p1p2

(x1, x2) ≡ Ψ
(2)
K,Q(X, x) = e−2iK·Xψ

(2)
Q,K(x) ⇒

∣∣Ψ(2)
Q,K(x,X)

∣∣2 = ∣∣ψ(2)
Q,K(x)

∣∣2. (2.14)

Átírjuk az integrálokat az x1, x2 koordinátákról az X, x koordánátákra (ellen®rizhetjük, hogy a

Jacobi-determináns itt 1, úgyhogy egyszer¶en d4x1 d
4x2 → d4X d4x módon):

C2(Q,K) =

∫
d4Xd4xS

(
X+x

2
,K
)
S
(
X−x

2
,K
)∣∣ψ(2)

Q,K(x)
∣∣2∫

d4Xd4xS
(
X+x

2
,K
)
S
(
X−x

2
,K
) , (2.15)

amib®l egy új de�níció bevezetésével arra jutunk, hogy

C2(Q,K) =

∫
d4xD(x,K)

∣∣ψ(2)
Q,K(x)

∣∣2∫
d4xD(x,K)

. (2.16)

Az itt használt D(x,K) pár-eloszlásfüggvény tehát a relatív x koordináta elolszlása:

D(x,K) :=

∫
d4X S

(
X+x

2
,K
)
S
(
X−x

2
,K
)
. (2.17)

Fontos megjegyezni, hogy D(x,K) mindenképpen x páros függvénye (akkor is, ha S(x,p) nem az).

Tulajdonképpen tehát ez a páreloszás-függvény az, ami felderíthet® a korrelációs függvény mé-

résével, és a (kis ψ-vel jelölt, relatív mozgáshoz tartozó) hullámfüggvény az, ami �elkódolja� a

végállapotbeli kölcsönhatást. Szabad mozgás esetén (megint (0) indexszel jelölve) egyszer¶en

ψ
(2,0)
Q,K(x) =

1√
2

[
e−i 1

2
Q·x + ei

1
2
Q·x
]

⇒
∣∣ψ(2,0)

Q,K(x)
∣∣2 = 1 + cos

(
Q · x

)
. (2.18)

Ezzel a D(x,K) használatával is megkapjuk az eredményt, ami persze megegyezik (2.11)-gyel:

C
(0)
2 (Q,K) = 1 +

D̃(Q,K)

D̃(0,K)
, ahol D̃(Q,K) :=

∫
d4xD(x,K)e−iQ·x. (2.19)

Az egyik legegyszer¶bb és sokszor használatos feltevés az lehet, hogy a pár-eloszlásfüggvény Gauss-

alakú, impulzusfügg® sugár-mátrixszal (azaz kitev®beli kvadratikus formával, melyet most kényel-

mesen R−2 módon jelölünk mint az R2 jel¶ mátrix inverzét); id®ben pedig a t=tf kifagyási id®ben

pillanatszer¶en játszódik le a részecskekeltés. Konkrétan tehát

S(x,p) = δ(t−tf )C(P)e−
1
2
rR−2(p)r ⇒ D(x,K) = δ(t)

C(K)

23/2
e−

1
4
rR−2(K)r, (2.20)

ahol C(p) normálási tényez®, mely megjelenik, ha ezt az S(r,p)-t az N1(p) spektrum leírására hasz-

nálnánk (hiszen (2.2) alapján N1(p) éppen az S(x,p) x-re vett integrálja), azonban a korrelációs

függvények szempontjából nincs jelent®sége: a fenti képletekb®l láthatóan kiesik C2-b®l.17 Ebben

17Ha (korrelációkat vizsgálván elfelejtve, hogy az N1(p) persze nem konstans) minden p-nél 1-re normálva akarjuk
megadni S(r,p)-t, akkor persze C(p)= (2π)−3/2detR(p) a jó választás.
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az esetben tehát a páreloszlás is Gauss-alakúnak adódik, amint írtuk is; Fourier-transzformációval

pedig arra jutunk, hogy ekkor a kölcsönhatásmentes korrelációs függvény is Gauss-alakú lesz a Q

változóban (mely a fentebb mondott értelemben a �f®� változó):

C
(0)
2 (Q,K) = 1 + exp

(
−QR2(K)Q

)
. (2.21)

Ez az alak alkalmas arra, hogy a Q-tól és K-tól függ® teljesen di�erenciált mérést leírjunk, és a

forrásR(K) paramétereit illesztéssel meghatározzuk. A tipikus kísérleti felbontásokkal aQ néhány

10-100 MeV/c értéktartományban mérhet®, így valóban az adódik (tudva, hogy az itt lehagyott ℏ
állandó értéke ≈ 200 MeV fm

c
), hogy az R sugárparaméterek femtométeres skálán mérhet®k így.

* * *

Röviden összefoglaljuk a használandó kinematikai változókat. A hármasvektorok értelme függ a

korrelációsfüggvény-mérésre használt koordinátarendszert®l. Két szokásos választás lehet:

� az LCMS (Longitudinally Co-Moving System): ez a laborrendszerb®l z irányú boost-tal kapható;

de�niáló tulajdonsága, hogy benne a részecskepár longitudinális impulzusa nulla; Kz=0,

� a PCMS (Pair Co-Moving System): a pár tömegközépponti rendszere.

Általában midrapiditás környékére koncentrálunk; ekkor a Kz-függés nem, inkább a Kt-függés a

lényeges (aholKt aK transzverz komponense). Az LCMS-b®l nézve pedig ekkor nem is jelenik meg

aKz változó. AQ vektor szempontjából az úgynevezett Bertsch-Pratt�(BP-)koordinátákat szokták

használni (a névadók az [56,57] cikkek szerz®i; itt kerültek kiterjedten el® ilyen koordináták). Ezek

a transzverz síkbeli out és side, azaz a K vektorral párhuzamos illetve arra mer®leges irányok; a z

irány neve szokásosan long (mint �longitudinális�):

K =

Kt cosφ

Kt sinφ

Kz

 ⇒
qout := Qx cosφ+Qy sinφ,

qside := Qy cosφ−Qx sinφ,

qlong := Qz

⇔
Qx = qout cosφ− qside sinφ,

Qy = qside cosφ+ qout sinφ,

Qz = qlong,

(2.22)

ahol az x�y koordinátarendszert a reakciósíkhoz viszonyítjuk, és most K azimutszögét jelöltük

φ-vel. Ezen koordináták el®nye, hogy rögtön a K mért irányához viszonyíthatók, reakciósíkra

összesített (azaz φ szerint nem di�erenciált) mérés is végezhet®: ekkor a rekonstruált Gauss-alak

diagonálisnak bizonyul, (Kt-függ®) Rout, Rside, Rside sugárparaméterekkel:18

C
(0)
2 (Q,K) = 1 + exp

(
−q2outR2

out−q2sideR2
side−q2sideR2

side

)
; (2.23)

Sok esetben (f®leg ha Gauss-alaknál általánosabb forrásfüggvényt tennénk fel) még az ilyen

�háromdimenziós� (azaz a Kt-ben di�erenciált, és Q három komponensét®l való függést külön-

külön letapogató) mérésre sincs elég kísérleti statisztika. Ekkor el®lép az �egydimenziós� mérés

lehet®sége, azaz amikor csupán egy impulzuskülönbség-kombinációtól függ® C(2) korrelációs függ-

vény rekonstruálható. Ilyen célra megfelel® az impulzuskülönbség nagysága. Ennek PCMS-beli

18(Reakciósík szerint di�erenciált Gauss-alak esetén nemcsak a Kt�, hanem a φ-függés is érdekes, továbbá meg-
jelennek a nemdiagonális R2

out,side, illetve az R
2
out,long és R2

side,long mennyiségek is (ld. kés®bb a 4. fejezetben is).
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értékének külön neve van: ez a qinv invariáns impulzuskülönbség:

qinv = |QPCMS|=
√
−QµQµ; (2.24)

ezt tehát a Qµ négyesvektorral is kifejezhettük (�invariáns� módon; innen az elnevezés). A qout, qside
és qlong mennyiségeket viszont leggyakrabban az LCMS-ben értik; ezekkel is kifejezhetjük qinv-et:

qinv =
√

(1−β2
t )q

2
out + q2side + q2long, ahol βt =

Kt

K0
. (2.25)

Használhatjuk az LCMS-beli hármasimpulzus-különbség nagyságát is egydimenziós változónak:

QLCMS := |QLCMS| =
√
q2out+q

2
side+q

2
long. (2.26)

A RHIC-nél végzett mérések szerint (ld. pl. [37])
√
sNN =200GeV energiájú nehézion-ütközésekben

az LCMS-ben megközelít®leg gömbszimmetrikusak a forrásfüggvények, azaz (Gauss-alakot feltéte-

lezve) közelít®leg leírhatók C(0)(Q)≈ 1+ e−Q2
LCMSR

2
=1+ e−q2outR

2−q2sideR
2−q2longR

2

alakban; más szó-

val, LCMS-ben Rout≈Rside ≈Rlong érvényes. Ez egyúttal azt is jelenti, hogy a PCMS-b®l nézve

a korrelációs függvény közelít®éleg sem gömbszimmetrikus. (Ugyanis a qinv (2.25) szerinti kifeje-

zésében megjelenik az egyik, �out� irányú tagnál az 1−β2
t faktor, ami a vizsgált Kt-tartományban

közelít®leg sem 1, hanem legfeljebb 0,2 körüli érték). Ez motiválta kutatásainkban azt a megköze-

lítést, hogy amennyiben egydimenziós mérést akarunk végezni, a QLCMS-t használjuk változónak

qinv ≡ QPCMS helyett. (Egydimenziós mérésre vagyunk �kényszerítve� sok esetben; például kisebb

statisztikájú adatsorok esetén, vagy Gauss-nál általánosabb Lévy-alakokat illesztve; ld. lentebb is.)

2.2. Coulomb-e�ektus Lévy-eloszlás alakú forrásfüggvények esetén

2.2.1. A Coulomb-kölcsönhatás tárgyalása

A valóságban ha például (mint sokszor) töltött pionok vagy kaonok korrelációit mérjük, akkor nem

hanyagolható el a végállapotbeli kölcsönhatás. Leginkább a Coulomb-taszítás kap szerepet: a mért

korrelációs függvényben kis relatív impulzusnál csökkenés (�Coulomb-lyuk�) jelenik meg, mintha a

részecskepárok �kitaszítanák� onnan egymást. Módosul tehát az az egyszer¶ kép, hogy a korrelációs

függvény a forrásfüggvény Fourier-transzformáltja lenne. Azt, hogy ezzel együtt milyen függvény-

alakkal írjuk le a C2(Q) függvényeket, a korrelációs méréseknek egy régóta diszkutált nehézsége.

El®ször felidézzük, hogy hogyan írhatók le ilyenkor a korrelációs függvények, aztán rátérek az ezen

a téren végzett fejlesztéseimre. Ezekr®l több módszertani cikket írtunk kollégáimmal [58�60]; itt

egységesen tárgyalom ®ket illetve korábbi munkákra támaszkodó bevezet®jüket.

Coulomb-kölcsönhatás esetén a C2 korrelációs függvényt megadó (2.16) képletben a relatív

mozgás ψ(2)
Q,K(x) hullámfüggvénye síkhullám helyett az a hullámfüggvény kell, hogy legyen, ami

tartalmazza a Coulomb-taszítást is. Ha a két részecske relatív mozgása nemrelativisztikus, akkor

a Schrödinger-egyenlet vonatkozó megoldását vehetjük, méghozzá azt, amelyik egy úgynevezett

szórási out-állapot; ez aszimptotikusan egy (egységnyi valószín¶ségi árams¶r¶ségre normált) sík-
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hullámot és egy befutó gömbhullámot tartalmaz. Ennek most összefoglalt tárgyalása megtalálható

például Landau és Lifsic kvantummechanika-könyvében [61]; itt is, és például a [62] hivatkozásban

is olvasható az is, hogy miért ezt a mondott out-állapotot kell használni.

A (Coulomb-taszító, z1qe illetve z2qe töltés¶, m1 illetve m2 tömeg¶, r1 és r2 helykoordinátájú)

két részecske Ψ(2)(r1, r2) hullámfüggvényére felírt Schrödinger-egyenlet a következ®:[
− ℏ2

2m1

△r1 −
ℏ2

2m2

△r2 +
z1z2q

2
e

4πε0

1

|r1−r2|

]
Ψ

(2)
k1k2

(r1, r2) =

[
ℏ2k21
2m1

+
ℏ2k22
2m2

]
Ψ

(2)
k1k2

(r1, r2); (2.27)

ezt eleve olyan alakban írtuk, ami alkalmas az aszimptotikusan síkhullám alakú megoldások kere-

sésére, az energiát a hullámszámvektorokkal kifejezve (persze itt k1≡ |k1| és k2≡ |k2|). Áttérünk
a tömegközépponti és relatív változókra a következ® (részben már felírt) módon:

µ :=
m1m2

m1+m2

,

M := m1+m2,

K :=
1

2
(k1+k2),

k :=
m2k1−m1k2

m1+m2

,

ρ :=
m1r1+m2r2
m1+m2

,

r := r1−r2.
(2.28)

A µ neve redukált tömeg. Néhány kézenfekv® jelölést használva az egyenlet úgy alakul, hogy[
− 1

2M
△ρ−

1

2µ
△r+

1

µ

η

r

]
Ψ

(2)
K,k(ρ, r) =

[
(2K)2

2M
+
k2

2µ

]
Ψ

(2)
K,k(ρ, r). (2.29)

Itt bevezettük a relatív k impulzustól függ® η úgynevezett Sommerfeld-paramétert:

η := z1z2
αem · µc2

ℏk · c
, αem ≡ q2e

4πε0

1

ℏc
≈ 1

137,036
; (2.30)

αem-mel jelölve a �nomszerkezeti állandót (a szokásos α-val ugyanis nemsokára mást jelölünk).

A (2.29) egyenlet megoldásában leválasztjuk a tömegközéppont 2K impulzusú szabad mozgását:

Ψ
(2)
K,k(ρ, r) = ei2Kρψ

(2)
k (r) ⇒

[
△r+ k2− 2η

r

]
ψ

(2)
k (r) = 0, (2.31)

és az ez utóbbi egyenletben ismeretlen ψk(r)-re nekünk kell® megoldás a következ®képpen írható:

ψk(r) = N ∗e−ikrM
(
1−iη, 1, i(kr+kr)

)
. (2.32)

Itt N egy normálási tényez®, melynek |N |2 abszolútérték-négyzete az úgynevezett Gamow-faktor :

N = e−πη/2Γ(1+iη) ⇒ |N|2 = 2πη

e2πη − 1
; (2.33)

ahol Γ(z) a gamma-függvény, melynek egyszer¶ (és itt is használt) tulajdonságai zΓ(z)=Γ(z+1)

illetve Γ(z)Γ(1−z)= π
sin(πz)

. Végül M(a, b, z) az elfajult hipergeometrikus függvény:

M(a, b, z) = 1 +
a

b

z

1!
+
a(a+1)

b(b+1)

z2

2!
+ . . . =

∞∑
n=0

Γ(a+n)

Γ(a)

Γ(b)

Γ(b+n)

zn

n!
. (2.34)

Ez a sor az egész z ∈C komplex síkon analitikus függvényt de�niál minden a∈C és minden

b∈C \Z−
0 paraméterek esetén (tehát annyi feltétellel, hogy b nem lehet nempozitív egész). Az
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M(a, b, z) függvény kielégíti az ismeretlen f függvényre felírt alábbi elfajult hipergeometrikus

egyenletet:

zf ′′(z) + (b−z)f ′(z)− af(z) = 0; (2.35)

ebb®l lesz¶rhet®, hogy (2.32) valóban megoldása (2.31)-nek. Megemlítünk néhány azonosságot:

M(0, b, z)= 1,

M(a, b, z=0)=1,

M(a, a, z)= ez,

M(a, b, z)= ezM(b−a, b,−z),
(2.36)

valamint a |z|→∞ esetre levezethet® alábbi aszimptotikus képletet:

M(a, b, z)

Γ(b)
=

(−z)−a

Γ(b−a)

[
1+O

(1
z

)]
+
ezza−b

Γ(a)

[
1+

(b−a)(1−a)
z

+O
( 1

z2

)]
; (2.37)

ebb®l (gondosan kezelve a komplex hatványozásokat) a (2.32)-ben felírt hullámfüggvény r→∞
esetén érvényes aszimptotikus kifejezése valóban a megfelel® alakúnak bizonyul (síkhullám+befutó

gömbhullám; logaritmikus korrekciókkal); vagyis jó normálási tényez®k kerültek oda:

ψk(r)
r→∞→ eikr

eiη ln[kr+kr)]

[
1+

iη2

kr

1

1+kr
kr

]
+
e−ikr

r
eiη ln[kr+kr)] · η

k

e−2i arg Γ(iη)

1+kr
kr

. (2.38)

Azonos,m1=m2≡m tömeg¶ részecskékre a redukált tömeg µ= m
2
, és bozonok esetén aΨ(2)

p1p2(r1, r2)

hullámfüggvény szimmetrikus kell, hogy legyen. Ezt a felírt (2.32)-b®l úgy kapjuk, hogy a ψ(2)
k (r)

relatívmozgás-hullámfüggvénybe beépítjük az r1↔ r2 cserének megfelel® r↔−r szimmetrizációt:

ψ
(2)
k (r) =

ψk(r)+ψk(−r)√
2

=
N ∗
√
2
e−ikr

[
M
(
1−iη, 1, i(kr+kr)

)
+M

(
1−iη, 1, i(kr−kr)

)]
. (2.39)

Ezt kell a korrelációs függvényt a pár-eloszlással megadó (2.16) képletében használni:

C2(Q,K) =

∫
d3rD(r,K)|ψ(2)

k (r)|2∫
d3rD(r,K)

; ahol persze Q = 2k. (2.40)

Néhány megjegyzés kívánkozik a felírt képletekhez:

� A (szokásosan alkalmazott) iménti (2.40)-ben tehát csak a térváltozókra integrálunk, mintha

id®ben pillanatszer¶ lenne a kifagyás. Ez nem feltétlenül �el®reviv®� feltevés: a kifagyás ∆τ

id®tartama éppen egy érdekes keresett mennyiség lenne (ld. a bevezet® 1.2.3. szakaszt; a fá-

zisátmenet rendjér®l árulkodhat). Azonban sok modellszámolás szerint (ld. pl. [63]) a ∆τ a

korrelációs függvények szempontjából �beskálázható� a forrás térbeli méretébe. (Az (1.9) egyen-

let is lényegében ilyet mutat: ∆τ ̸=0 megnöveli az egyik sugarat a másikhoz képest.) Írhatjuk

tehát D(x,K)-t az id®változót lehagyva, mintha csak t=0-nál lenne nem nulla, emlékezve, hogy

a forrásfüggvény paraméterei már hordozzák a ∆τ ̸=0 miatti látszólagos méretváltozásokat.

� A HBT-korrelációs mérések az LCMS rendszerben kellemesek (ld. fentebb), azonban a Coulomb-

kölcsönható hullámfüggvényt a PCMS-ben használnánk; itt ugyanis a leginkább megengedhe-

t® a nemrelativisztikus közelítés. Háromdimenziós mérés esetén ez nem okoz(na) gondot, a
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QLCMS-b®l (2.25) alapján rekonstruálható a PCMS-beli qinv, így k is. Egydimenziós mérés ese-

tén azonban �súlyozni� kell a Coulomb-korrekciót: adott Kt és QLCMS esetén kísérletileg meg kell

határozni k várható értékét, és ezzel az értékkel kiszámított Coulomb-korrekciót kell használni.

Erre a kérdésre részben visszatérünk alább.

� A felírt ψ(2)
k (r) hullámfüggvény mondott alkalmazása HBT-korrelációk fenomenológiájában jól

ismert az irodalomban [64�66]; néha (pl. ezekben a cikkekben) nem a mondott módon az �out��,

hanem az �in�-állapotokkal dolgoznak, melyek alakja aszimptotikusan síkhullám és kifutó gömb-

hullám, és a felírt �out�-állapotokból komplex konjugálással és k→−k cserével kaphatók. Min-

denesetre (amiatt, mert D(r) páros függvény) ez a két lehet®ség itt azonos eredményre vezet.

2.2. ábra. Illusztráció a hullámfüggvény D(r) páreloszlással összeintegrálandó |ψ(2)
k (r)|2

abszolútérték-négyzetér®l a szabad esetben (a fenti sorban; ez csupán a 0 és 2 között váltako-
zó síkhullám) és a Coulomb-kölcsönható esetben (a lenti sorban), pionokra, a k relatív impulzus
különféle értékeire.

2.2.2. Mag-glória-modell, Coulomb-korrekció

A korrelációs függvények értelmezésében nagy szerepet kap az úgynevezett mag-glória� (�core-

halo��)modell [67, 68], melyet most némileg �fordítva�, a �zikai alapgondolatból a meg�gyelt je-

lenség felé haladva foglalok össze. Az alapgondolat az, hogy a forrásfüggvény egy �mag� (core)

és egy �glória� (halo) részre bontható; el®bbi írja le a közvetlenül az ütközési zónában keletkez®
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részecskéket (így a sugara ≃ 10 fm nagyságrend¶), utóbbi pedig az olyanokat, amelyek az ütkö-

zési zónától fm-es skálán mérve jóval messzebb keletkeztek. Töltött pionokat tekintve (melyek a

korrelációs mérések egyik gyakori célpontjai) például számos néhány fm/c-nél lényegesen hosszabb

élettartamú részecske illetve rezonancia van (KS
0 , ω, η, η

′, stb.), amely π± pionokra bomlik, az

ütközési zónától (keletkezési helyt®l) várhatóan jónéhány száz vagy ezer fm-nyire vagy még többre:

az ilyenek bomlástermékei a pion-forrásfüggvény glóriájához járulnak hozzá.

Feltesszük tehát, hogy az S(r,K) forrásfüggvény egy Sc(r,K) �mag� (core) és egy Sh(r,K)

�glória� (halo) részre osztható. Az egész forráshoz képest a �mag� részarányát
√
λ módon írjuk:

S(r,K) =
√
λ · Sc(r,K) +

(
1−

√
λ
)
· Sh(r,K). (2.41)

Feltesszük, hogy S, Sc és Sh ugyanúgy normált; így a most
√
λ módon jelölt paraméter (mely

függ(het) K-tól, de ezt nem írtuk ki) valóban a magból jöv® részecskék részarányát mondja meg:

N1(p) =

∫
d3rS(r,p) =

√
λ

∫
d3rSc(r,p) +

(
1−

√
λ
)∫

d3rSh(r,p) ⇒ (2.42)

⇒ N1c(p) :=
√
λ

∫
d3rSc(r,p) =

√
λN1(p) =

∫
d3rS(r,p). (2.43)

Itt N1c és N1 tehát a magból jöv® spektrum-rész illetve az egész spektrum. A korrelációs függ-

vényb®l viszont S(r) abszolút normálása kiesik: az alábbi képletek egyszer¶sítése végett feltesszük,

hogy (minden K-nál) S(r,K) egyre normált.

A D(r,K) pár-eloszlást is szétbonthatjuk a mag-glória-felosztás alapján:

D(r,K) = λ ·Dcc(r,K) + 2
√
λ
(
1−

√
λ
)
·Dch(r,K) +

(
1−

√
λ
)2 ·Dhh(r,K), (2.44)

ahol Dcc(r,K) =

∫
d3ρSc

(
ρ+1

2
r,K

)
Sc

(
ρ−1

2
r,K

)
, (2.45)

Dch(r,K) =

∫
d3ρSc

(
ρ+1

2
r,K

)
Sh

(
ρ−1

2
r,K

)
, (2.46)

és Dhh(r,K) =

∫
d3ρSh

(
ρ+1

2
r,K

)
Sh

(
ρ−1

2
r,K

)
, (2.47)

A korrelációs függvényt ebb®l (2.40) adja meg. A lényeges állítás most a következ®: ha az Sh(r,K)

függvénynek van egy jellemz® Rh sugara, amivel végtelenhez tartunk, akkor

lim
Rh→∞

∫
d3rDch(r,K)|ψ(2)

k (r)|2 = lim
Rh→∞

∫
d3rDhh(r,K)|ψ(2)

k (r)|2 = 1. (2.48)

Ebb®l19 (mivel a maradék λ-kat tartalmazó szorzók értéke összevonva 1−λ) arra jutunk, hogy

C2(Q,K) = 1−λ+λ

∫
d3rDcc(r,K)|ψ(2)

k (r)|2. (2.49)

Ez a formula Bowler-Sinyukov-formula néven ismert [69,70]; lényege, hogy csak az Sc mag-járulék

19Ez az állítás egzakt matematikai tartalmú, de formálisan bebizonyítani igen keserves. Lényeg: nagy r-ekre
ψ
(2)
k (r) biztosan a szabad részecskés síkhullámhoz tart, és az integrálási változó r→Rhr átskálázása után már

felcserélhetjük a határértéket és az integrálást, így a (visszaskálázott) Dch és Dhh integráljai maradnak, 1-et adva.
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szerepel benne; azt pedig, hogy ez nem az egész forrás, a λ paraméter ilyen megjelenése tömöríti.

Szabad részecskék esetén |ψ(2)
k (r)|2=1+ cos(Qr), így az adódik (vö. a (2.19) egyenlettel), hogy

C
(0)
2 (Q,K) = 1+λ · D̃cc(Q,K). (2.50)

Ennek legjellemz®bb következménye, hogy C
(0)
2 (Q,K) 1+λ-hoz tart Q=0-ban.20 Kísérletileg ez

volt az alapvet® tapasztalat: a rekonstruált szabad korrelációs függvény Q=0-beli határértéke 2

helyett 1+λ-nak adódott, így vezették be a λ-t mint �tengelymetszeti� (intercept) paramétert,

melynek eredetére tehát a mag-glória-modell egy magyarázatot nyújtott.

Természetesen a valóságban nem végtelen az Sh glória-járulék sugara; véges de nagy Rh esetén

az Sh-ból adódó járulék keskeny, kb. ℏ/Rh szélesség¶ csúcsot ad Q=0 körül C(0)
2 -ban; ez és az

Sc 1+λ-hoz tartó járuléka együtt már 2-höz tart. Azonban a kísérletekben mindig jelenlév® (a

mondott keskeny csúcsnál lényegesen nagyobb érték¶, jellemz®en ∼ 5�10 MeV) relatívimpulzus-

felbontás (azaz aminél kisebb Q nem mérhet®) miatt a mért C2(Q) mégis látszólag 1+λ-hoz tart.

Fontos megjegyezni, hogy az így kísérletileg de�niált λ tengelymetszeti paraméter 1-t®l való

eltérésének más okai is lehetnek, nemcsak a �glória� megjelenése: például az, ha a pionok (részben)

koherens, vagy akár úgynevezett �préselt� állapotokat kelt® forrásbóli származnak.21 Kiderül, hogy

ezeket a lehetséges hatásokat úgy lehet egymástól elkülöníteni, ha a kétrészecskés C2 mellett az

analóg módon de�niált több� (három�, négy� stb.) részecskés C3, C4 stb. korrelációs függvények

tengelymetszeteit is mérjük. Ezt például a [71, 72] publikációk tárgyalják; ezen gondolatoknak

kísérleti ellen®rzése jelenleg is ¶zött téma, kutatócsoportunk (és saját magam) aktív részvételével.

S(r)
Sc(r)

Sh(r)
r

C2(Q)

1

2

Q

1+λ

S(r)
Sc(r)

Sh(r)
r

C2(Q)

1

2

Q

1+λ

2.3. ábra. Illusztráció mag-glória-modellr®l: az S(r) forrásfüggvény nagyméret¶ komponense (a
glória) a szabad részecskés korrelációs függvényben egy kis, kísérletileg feloldhatatlan csúcsot ered-
ményez, emiatt a meg�gyelt korrelációs függvény Q=0-ban 2 helyett 1+λ-hoz tart.

A mért Cexp
2 korrelációs függvény eddigieket �gyelembe vev® kezelése többféleképpen történhet:

1. A D(r,K) páreloszlásra egy (összességében P-vel jelölt) paraméterekkel jellemzett Dm(r,P)

függvényalakot teszünk fel (m mint �modell�), amiben a K-függést a P paraméterek hordozhat-

ják. Ezután ezen Dm(r,P)-b®l kiszámolt Cm
2 (Q,P)-vel közvetlenül illesztjük a mért Cexp

2 (Q)-t

a P paramétereket meghatározva (minden K-nál).

20Ugyanis most D̃(Q=0,K)=
∫
d3rD(r,K)= 1; persze más normálással is ugyanez adódik a tengelymetszetre.

21Igazság szerint a λ<1 meg�gyelés értelmezésére a koherencia feltételezése talán még el®bb is el®került, mint
az egyszer¶bb fenti mag-glória-modell; szimulációk alapján mindenesetre azt mondhatjuk, hogy (legalábbis töltött
pionok esetén) a bomlástermékek (a glória) aránya van olyan nagy, hogy talán mégis ez utóbbi a jellemz®bb hatás.
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2. A mért Cexp
2 (Q)-ból el®ször rekonstruáljuk a �mért� szabad C(0),exp(Q) korrelációs függvényt,

majd ezt illesztjük a Dm(r,P) modellb®l kiszámolt szabad C(0),m(Q,P) korrelációs függvénnyel.

Utóbbi a (2.50) egyenlet szellemében a páreloszlás D̃m(Q,P) Fourier-transzformáltjából kapha-

tó, ami egyszer¶bb, és akár analitikusan is felírható. Az els® lépéshez bevezetjük a

K(Q,P) :=
Cm

2 (Q,P)

C
(0),m
2 (Q,P)

(2.51)

Coulomb-korrekciót. A módszer lényege: felteszünk egy P0 kiindulási paraméterhalmazt, kiszá-

mítjuk a K(Q,P0) Coulomb-korrekciót, ezzel Cexp(Q)-t elosztva megkapjuk a C(0),exp(Q,P0)

�kísérleti szabad korrelációs függvényt�, amely nyilván függ attól, hogy milyen P0 paramétereket

használtunk a Coulomb-korrekcióhoz. Ezt a C(0),exp(Q,P0)-t illesztjük a modell C(0),m(Q,P)

függvénnyel, új P1 paramétereket kapva. A P1 paraméterekkel újraszámoljuk a Coulomb-

korrekciót, majd az ezzel kapott C(0),exp(Q,P1)-et illesztjük, és így tovább. Ez tehát iterációs

módszer; elég sok lépéssel remélhet®leg megtalálja a �xpontot: a végleges P paramétereket.

3. Az el®z® két módszer elvileg pontos, de nem �úszhatjuk meg� a (2.49)-beli integrál sokszori nu-

merikus kiszámítását (analitikusan ez kicsit is valóságh¶ forrásfüggvények esetén sem kezelhet®);

vagy az illeszt®algoritmus, vagy a Coulomb-korrekció igényli ezt. A korai HBT-mérésekben ez

nagy(obb) problémát jelentett, így általában el®re �xált P0 paraméterhalmazzal (vagy akár:

�xált forrásfüggvény-alakkal) számították ki a Coulomb-korrekciót, azt alkalmazva rekonstru-

álták C(0),exp(Q)-t, majd illesztették a modell-C(0),m(Q,P)-vel. Ez a módszer visszamen®leg

nézve az iteráció �lebutítása�; kevesebb számítást igényel, de nyilván nem pontos: nem a végül

az illesztésb®l kapott forrásfüggvénnyel számolódik a Coulomb-korrekció.

A legels® fajta próbálkozás a Coulomb-korrekcióra pedig még ennél is egyszer¶bb volt; az úgy-

nevezett Gamow-korrekció, mely a D(r)= δ(3)(r) pontszer¶ forrás feltételezéséb®l adódik:

KGamow(Q)=
1−λ
1+λ

+
2λ

1+λ
|N |2; λ = 1 esetben KGamow(Q)= |N |2, (2.52)

ahol |N |2= |ψk(r=0)|2 a már korábban is így nevezett Gamow-faktor, a ψk(r) hullámfüggvény

normálása (ld. (2.33) egyenletet). A mai statisztikájú mérésekben azonban már kicsit is kiter-

jedtebb forrás esetén is rossz az illeszkedés, ha ezzel végezzük a Coulomb-korrekciót.

4. Megemlítjük az úgynevezett �imaging�-módszert [73], amely az r változó diszkretizációjával és a

térszög-változókban Ylm gömbfüggvények szerinti sorfejtéssel közvetlenebbül invertálja (2.49)-et,

meghatározva D(r)-et a mért C2(Q)-ból (adott K-nál). Néha ezt modellfüggetlennek mondják,

azonban a gyakorlatban szükséges �levágás� (véges sok l és diszkretizációs szakasz megengedése)

matematikailag ugyanúgy �modell�nek számít, mint egy véges sok paramétert®l függ® D(r)-

függvényalak . Továbbá a rekonstruált D(r) pontjain a hibák korreláltak lesznek, ami hátrány,

ha ezután a rekonstruált D(r)-et mégiscsak valamilyen Dm(r) modellel illesztenénk.

Az alábbiakban az els® két módszerre, tehát egy modellfeltevésb®l kapható Cm
2 függvényalak il-

lesztésére koncentrálunk, akár közvetlen illesztésr®l, akár iteráló Coulomb-korrekcióról legyen szó.



28 2 BOSE-EINSTEIN-KORRELÁCIÓK VIZSGÁLATA

2.2.3. Lévy-eloszlás alakú forrásfüggvények

A részecskekelt® forrásfüggvényt Gauss-alakkal közelíteni egy elég természetes els® próbálkozás;

sok fontos HBT-korrelációs mérés ezen alapult/alapul. Azonban például a RHIC-nél hamar ki-

derült, hogy túl kell lépni ezen a módszertanon:
√
sNN =200 GeV-es arany-arany-ütközésekben

az imént említett �imaging�-módszerrel rekonstruált egydimenziós forrásfüggvény Gauss-tól eltér®,

hatványfüggvény-szer¶en lecseng® hosszútávú viselkedést mutatott [74].

Elméleti oldalról is már korábban felmerült, hogy a nehézion-�zikai Bose-Einstein-korrelációk

leírásához Gauss-alak helyett általánosabb, úgynevezett Lévy-eloszlás alakú D(r) modell-forrás-

függvényeket lehetne használni [75]. A Lévy-eloszlás a Gauss-eloszlás egyfajta általánosítása,

amennyiben a nagyságot megadó R2 mátrix mellett egy plusz paramétert, az α jel¶ �Lévy-kitev®t�

vagy �Lévy-(stabilitási) indexet� is tartalmazza, és a következ® Fourier-transzformált de�niálja:

L(α,R, r) := 1

(2π)3

∫
d3q eiqrexp

(
−1

2
|qR2q|α/2

)
, ahol 0<α≤ 2. (2.53)

Ez így felírva egyre normált:
∫
d3rL(α,R2, r) = 1 a Fourier-transzformáció tulajdonságai alapján.

Az α megszorításának értelmét ld. rögtön; mindenesetre α=2 esetén valóban Gauss-eloszlásról van

szó (hiszen ekkor a felírt integrandus is Gauss-alakú q-ban). Gömbszimmetrikus esetben (amikor

az R2 mátrix diagonális), az egy sugárparaméter kiskálázható, és a térszög-integrál is elvégezhet®:

L(α,R, r)=
∫

d3q

(2π)3
eiqre−

1
2
|qR|α =

1

R3
L(α, 1, r

R
)=

1

2π2R2r

∫ ∞

0

dq qsin
(
q r
R

)
e−

1
2
qα . (2.54)

Az α=2 (Gauss�)eset mellett az α=1 eset is speciális, mert ekkor Cauchy-eloszlás adódik:

L(α=2, R, r) =
1

(2πR2)3/2
e−

r2

2R2 , L(α=1, R, r) =
8

π2R3

1(
1 + 4r2

R2

)2 . (2.55)

Ha viszont α ̸=2 és α ̸=1, akkor az L(α,R, r) Lévy-alak nem fejezhet® ki egyszer¶ ismert függvé-

nyekkel. Tudvalev® azonban az aszimptotikus alakja: hacsak α ̸=2, akkor r-ben hatványfüggvény-

szer¶en csökken (amit mutat a Cauchy-eloszlás imént látott speciális esete is, ahol is α=1):

nagy r-ekre 4π2 L(α, 1, r) ≈ sin
(
πα
2

)
Γ(α+2) · r−3−α, (2.56)

úgy értve, hogy a két oldal különbsége rα+3-nal szorozva is 0-hoz tart. A képlet láthatóan nem

sokat mond α=2 esetben, viszont például 2<α<4 esetén nagy r-ekre L(α, 1, r) negatív: nem rendes

eloszlásfüggvény tehát. Ha viszont α<2, akkor L(α, 1, r) jól viselked® (pozitív) eloszlásfüggvény.

Nagyon fontos viszont, hogy az α=2 (Gauss�)esetet kivéve nincsen véges szórásnégyzete: 0<α<2

esetén az
∫
d3r r2L(α,R, r) integrál, mely ezt adná meg, nem létezik.

Az imént de�niált Lévy-eloszlások olyan értelemben is a Gauss-eloszlás általánosításai, hogy

(gömbszimmetrikus esetben) meg®rzik a �stabilitási tulajdonságot�: azonos α-jú Lévy-eloszlások

konvolúciója ismét ilyen eloszlás, amint az könnyen látható a Fourier-transzformációs de�nícióból:∫
d3ρL

(
α,R1,ρ+

1
2
r
)
L
(
α,R2,ρ−1

2
r
)
= L

(
α,R, r

)
, ahol itt Rα = Rα

1 +Rα
2 . (2.57)
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Ha tehát az Sc(r) forrásfüggvény Lévy-alakú, akkor az lesz a Dcc(r) pár-eloszlás is:

Sc(r,p) = L
(
α(p), R(p), r−r0(p)

)
⇒ Dcc(r,p) = L

(
α(p), 21/α(p)R(p), r

)
, (2.58)

ahol még egy p-függ® tetsz®leges r0(p) eltolást is megengedhettünk (ami D(r,p)-ben nem jelenik

meg), és expliciten kiírtuk, hogy a paraméterek p-függ®ek lehetnek.

r/R≡x
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2.4. ábra. Gömbszimmetrikus Lévy-függvények az x≡ r
R
redukált koordináta függvényében (�lin-

log� és �log-log� skálán). Csak az α=2 (Gauss) esetben nem hatványfüggvény-szer¶ a lecsengés.

Sok lehetséges motivációja van annak, hogy a részecskekelt® forrásfüggvényre Lévy-alakot tegyünk

fel. Lényegében mind a stabilitási tulajdonságon alapul, ami miatt ilyen függvényalak ugyanúgy

határeloszlás lehet, mint a Gauss-alak véges szórású esetben.

� A [76] cikkben a jetek hadronizációjának fraktál-jellegéb®l következtetnek Lévy-eloszlás meg-

jelenésére e++e− vagy p+p ütközésekben; ezen gondolat alapján az α kitev® a QCD anomális

dimenziójával van kapcsolatban.

� A [77] cikkben az anomális di�úziót (vagyis amikor az egyedi részecskeprodukciós szórásfolya-

matokat jellemz® variancia nem véges, ahogy ez el is képzelhet® táguló közegben) javasoljuk

hatványfüggvényszer¶ forrásfüggvények eredeteként. Eszerint az α kitev® értéke mérhet®en kü-

lönböz® lenne különböz® �szórási hajlandóságú� hadronokra, például pionokra és kaonokra.

� A [78] publikáció a Lévy-eloszlások megjelenését jósolja, ha a kvarkanyag-hadronanyag fázisát-

menet (feltételezett) kritikus pontjának közelében vagyunk. Itt egy olyan gondolatot is beve-

zetnek, ami alapján az α stabilitási index megegyezne a QCD kritikus pontját jellemz® egyik

(szokásosan η-val jelölt) kritikus indexszel. Ez az η az az index, ami a rendparaméter (amely itt

a ϕ pionkondenzátum) kritikus pontbeli térbeli korrelációs függvényének lecsengését (mely itt

hatványfüggvény-szer¶) szabályozza ⟨ϕ(r)ϕ(0)⟩ ∝ r−1−η módon. Ez a gondolat a RHIC Beam

Energy Scan program során érintett kisebb energiájú nehézion-ütközésekben lehet releváns.

Ezek mind érdekes �zikai elképzelések; a [79] cikkben viszont azt fejtik ki, hogy akár egyszer¶en

az (egydimenziós méréseket jellemz®) irányra átlagolás vagy a különböz® eseményekre való átla-

golás miatt is látszólag megjelenhetnek ilyen Lévy-alakú forrásfüggvények; err®l megjegyezhetjük,
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hogy a nemrégi [80] vizsgálat szerint realisztikus szimulációkban eseményenként is megjelenik a

Lévy-eloszlás mint forrásfüggvény-alak. A mondottak tehát mindenképpen elegend® motivációt

jelentenek arra, hogy a Bose-Einstein-korrelációs függvényeket Lévy-eloszlás alakú forrásfüggvényt

feltételezve mérjük és illesszük, az α paraméter viselkedését felderítend®. Ilyen vizsgálat egyúttal

a mért korrelációs függvénynek a Gauss-feltevésnél pontosabb leírására is használható lehet, azaz

az olyan következtetéseket, amelyek a forrás �méretén� (az R sugáron) vagy a korreláció er®sségén

(az el®z® szakaszban bevezetett λ paraméteren) múlnak, meger®sítsük vagy árnyaljuk.

2.2.4. Konkrét számítások

A következ® 3. fejezetben tárgyalt, a PHENIX kísérlet keretei között végzett mérés/adatanalízis

már �kényszerít® er®vel� mutatja, hogy a Gauss-eloszlás feltételezése helyett (legalábbis egydi-

menziós mérés esetén) mindenképpen a Lévy-eloszlás használandó. Ehhez a méréshez használtuk

el®ször a Coulomb-kölcsönhatást a (2.49) képlet szerint �gyelembe véve (jórészt általam) kiszámí-

tott elméleti korrelációs függvényeket Lévy-eloszlás alakú forrásfüggvények esetén. A numerikus

integrálás itt nagyon lassú folyamat, ezért kétféle módszertannal is dolgoztunk. Készítettünk egy

számítógép-memóriába betölthet® táblázatot: ezzel már az illeszt®algoritmushoz szükséges sebes-

séggel m¶ködhetett a kiolvasás, illeszthet®k voltak a mért korrelációs függvények. Továbbá empi-

rikus közelít® formulát is kidolgoztunk. Ez viszonylag nehéz feladat volt, hiszen Q-ban, R-ben és

α-ban egyszerre kellett illeszteni; némi segítséget nyújtott a CMS kísérletben α=1 (azaz Cauchy-

eloszlás) esetén már korábban is alkalmazott egyfajta parametrizáció [81]. Az újabb, általánosabb

parametrizációnk technikai részletei az [58,59] cikkekben találhatók; illusztrációként megadunk egy

ilyen Kemp(Q) parametrizációt a Coulomb-korrekcióra:

1

Kemp(Q)
= (1+E(Q)) · (1−F (Q)) + F (Q)

|N |2
1

1+Pmod(Q)
, (2.59)

ahol el®kerül az |N |2 Gamow-faktor; az ezen túlmen® parametrizáció lényege a Pmod(Q) függvény,

az E(Q) és az F (Q) pedig �simán átváltó� függvények; bevezetésük azt szolgálja, hogy az illesz-

t®algoritmus megbízhatóan m¶ködjön olyan nagy Q-tartományban is, ahol az integrált (és így a

Kmod illesztését) már nem tudtuk megfelel®en pontosan kiszámítani:

Pmod =
πη Aα,R

QR
α

1+Bα,R
QR
α
+Cα,R

(
QR
α

)2
+Dα,R

(
QR
α

)4 , E(Q) =
Aα,R

eQBα,R
, F (Q) =

1

1+
(

Q
70 MeV

)20 ,
a Q-függések (α� és R-függ®) paraméterei pedig a következ®k lettek:

Aα,R = (aAα + aB)
2+(aCR + aD)

2 + aE(αR+1)2,

Bα,R =
1+bAR

bB−αbC

α2R(αbD+bERbF )
, Cα,R =

cA+α
cB+cCR

cD

cE(R/α)cF
, Dα,R = dA +

RdB+dCα
dF

RdDαdE
.

Ezzel a Kemp formulával való illesztéssel egyrészt visszakapjuk a memóriába tölthet® táblázattal

való illesztés eredményeit, másrészt kiküszöbölhetjük az interpolálós táblázatbeolvasás numerikus
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�uktuációit. Összefoglalva az eddigieket: a mutatott számítások elvégzésével vált lehetségessé

megbízható illesztéseket végezni a Gauss-alakon túlmen®en Lévy-eloszlást használó egydimenziós

korrelációsfüggvény-mérésekhez.22 Az ezt elvégz® programcsomagot publikusan is elérhet®vé is

tettük [82]; illusztráló ábrákat a következ® szakaszban láthatunk majd.

A nem gömbszimmetrikus Coulomb-korrekciós számítás is el®kerül a háromdimenziós Lévy-

eloszlást feltételez® (jelenleg fejlesztés alatt álló) mérésnél is, azaz amikor az LCMS-ben

D(r) =

∫
d3q

(2π)3
exp
(
−
∣∣qR2q

∣∣α/2), (2.60)

itt diagonális R mátrixszal; eszerint ilyenkor a szabad korrelációs függvény ilyen alakú:

C
(0)
2 (Q) = 1 + λ · exp

(
−
∣∣q2outtR2

out+q
2
sideR

2
side+qlongR

2
long

∣∣α/2). (2.61)

Akkor is érdemes azonban ilyet vizsgálni, ha egydimenziós mérést akarunk végezni az LCMS-ben

(ahol közelít®leg gömbszimmetrikus a forrás): ekkor a PCMS-ben, ahol (a nemrelativisztikus köze-

lítés jgosultsága miatt) a (2.49) integrált kiszámolnánk, biztosan nincs gömbszimmetria. Három-

dimenziós esetben a (2.49) integrál nehézkes; egyel®re leginkább csak ellen®rzési célzattal végeztük

el, a Metropolis-(Hastings�)algoritmust használva (a D(r) forrásfüggvényt tekintve valószín¶ségi

eloszlásnak, a |ψ(2)
k (r)|2 mennyiséget pedig ezzel súlyozott integrandusnak).23 A f® motiváció az

volt, hogy megvizsgáljuk, hogy mennyire lehetséges a nem gömbszimmetrikus esetben a (kevesebb

számolást igényl®) gömbszimmetrikus Coulomb-korrekciót használni. Az ilyen irányú vizsgálatok-

ból a következ®ket állapíthattuk meg [60]:

� A háromdimenziós méréshez is els® körben elfogadható pontossággal használhatjuk a gömbszim-

metrikus számolásból kapott Coulomb-korrekciót, ha ebben a sugarak megfelel® módon számított

RPCMS átlagát használjuk (melyet a qinv és QLCMS közötti (2.25) összefüggés sugall):

RPCMS :=

√
R2

out

1−β2
t

+R2
side+R

2
long, (2.62)

és a ψ(2)
k (r) hullámfüggvény k változójának a qinv ≡ |QPCMS| invariáns impulzus felét használjuk.

� LCMS-beli egydimenziós mérésekhez (melyek, noha biztosan információveszítéssel járnak a há-

romdimenzióshoz képest, mégis szükség lehet rájuk kisebb statisztikájú adatsorok esetén) az

22A teljesség kedvéért megadjuk a fenti parametrizációban szerepl® konkrét számok értékeit is:

aA = 0.26984
bA = 2.37267
cA = −4.30347
dA = 0.00057

aB = −0.49123
bB = 0.58631
cB = 0.00001
dB = −0.80527

aC = 0.03523
bC = 2.24867
cC = 3.30346
dC = −0.19261

aD = −1.31628
bD = −1.43278
cD = 0.000001
dD = 2.77504

aE = 0.00359
bE = −0.05216
cE = 0.000003
dE = 2.02951

bF = 0.72943
cF = 1.68883
dF = 1.07906

Aa = 0.12625 Ab = 0.05385 Ac = −0.00913 Ad = −0.01846 Ae = 0.00085 Af = 0.00042
Ba = 19.31620 Bb = 5.58961 Bc = 2.26264 Bd = −1.28486 Be = −0.08216 Bf = 0.02384.

23A Metropolis-algoritmus olyan I :=
∫
dx f(x)g(x) integrálok kiszámításához használható, amelyekben az egyik

jelölt függvény (például most az f) egy pozitív érték¶ eloszlás: az f -fel de�niált eloszlással vett véletlen x-ekben a
g kiértékelgetésével majd ezek összeadásával kapjuk az integrál egyre pontosabb értékét.



32 2 BOSE-EINSTEIN-KORRELÁCIÓK VIZSGÁLATA

el®bbi kifejezésnek megfele®en a következ® sugárral számolt Coulomb-korrekciót kell használni:

RPCMS =

√
1−2

3
β2
t

1−β2
t

RLCMS, (2.63)

és azt a tényt, hogy a Coulomb-korrekcióban qinv-et kell használni, de a mérést a QLCMS vál-

tozóban végezzük, egy (adott QLCMS esetén a különféle qinv értékek �hozzájárulását� megadó)

súlyozással vesszük �gyelembe, és az így adódó Ksúlyozott Coulomb-korrekciót használjuk:

Ksúlyozott(QLCMS) =

∫
dqinvK(qinvA(qinv, QLCMS))∫

dqinvA(qinv, QLCMS))
, (2.64)

ahol tehát az A(qinv, QLCMS) mennyiség súlyoz; ez a méréshez használt párok (részben a kísérleti

elrendezést®l is függ®, adatanalízis közben megállapítandó) eloszlása a két jelölt változóban.

Az ilyen módszerekkel történ® korrelációsfüggvény-mérések már folyamatban vannak, vagy ered-

ményre is jutottak különféle kísérleti kollaborációk keretei között [83�85].

2.3. A végállapoti er®s kölcsönhatás szerepe

A nyers kísérleti adatok mennyiségének növekedése pontosabb méréseket tesz lehet®vé, másrészt

éppen emiatt a túlegyszer¶sített modellfeltevések egyre kevésbé elfogadható leírást adnak. Hang-

súlyosan el®kerül ez a STAR kísérletben mért korrelációs függvényeknél: itt nemcsak arról van

már szó, hogy a Gauss-alakkal való leírás nem m¶ködik, de még az (extra α paramétert tartalma-

zó) Lévy-eloszlás illesztése is szisztematikusan a meg�gyelt C2(Q)-tól eltér® függvényalakra vezet.

Keresni kezdtük ezért azon (eddig elhanyagolt) e�ektusokat, amelyek �gyelembevétele további �-

nomítást hozhat. Ebben a szakaszban arról a munkáról számolok be [86], amelyben Lévy-alakú

forrásfüggvényekre meghatároztuk a töltött pionok és kaonok végállapoti er®s kölcsönhatásának je-

lent®ségét és az adatokra illesztésben emiatt �elkövetett hibát�, vagyis hogy hogyan változ(ná)nak

a forrás paraméterei, ha �gyelembe vennénk ezt az e�ektust. Az újabb kísérleti analízisekben

kutatócsoportunkkal már eleve az er®s kölcsönhatást is �gyelembe vev® illesztéseket végzünk.

Azzal az esettel foglalkoztunk tehát, amikor az er®s kölcsönhatás a Coulomb-kölcsönhatással

együtt jelenik meg. Az er®s kölcsönhatás természetesen bonyolultabb, de éppen rövid hatótávolsága

miatt elég egy közelít® leírását használni. Ennek lényegét már Landau és Szmorogyinszkij kidol-

gozták az 1940-es években, és az ismert [61] könyvben, valamint a gondolatmenetünkben inkább

követett [87] cikkben is megtalálható: az er®s kölcsönhatás csakis az s-hullámot (a parciálishullám-

kifejtésben az l=0-s tagot) módosítja egy a relatív impulzustól függ® fázistolással; ez utóbbi fázis-

tolás k-függése �tömöríti� a részecskék er®s kölcsönhatásának hatását.

A szükséges ψk(r) relatívmozgás-hullámfüggvény felírásához visszatérünk a 2.32-ben felírt szó-

rási �out�-állapothoz, és sorbafejtjük azt a Coulomb-kölcsönható Schrödinger-egyenlet olyan megol-

dásai szerint, amelyeket az ε≡ ℏ2k2
2µ

energia mellett az imulzusmomentum határozott értéke jellemez

(szokásosan l, m kvantumszámokkal). Ez utóbbi hullámfüggvények szögfüggését az Ylm gömbfügg-
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vények adják meg, az r sugártól való függésüket pedig az alábbiakban de�niált Fk,l(r) függvény,

az úgynevezett reguláris Coulomb-hullám adja meg. Bevezetjük emellé a most Gk,l(r) módon jelölt

úgynevezett szinguláris Coulomb-hullámot is; ezek kifejezései

Fk,l(r) = eπη/2(−1)l+14k(2kr)l × Re
[
eikr+iδclU

(
l+1+iη, 2l+2,−2ikr

)]
, (2.65)

Gk,l(r) = −eπη/2(−1)l+14k(2kr)l × Im
[
eikr+iδclU

(
l+1+iη, 2l+2,−2ikr

)]
. (2.66)

Itt δcl az úgynevezett Coulomb-fázistolás (ami persze az η-n keresztül k-tól is függ):

δcl = arg Γ(l+1+iη). (2.67)

Az U(a, b, z) úgynevezett Tricomi-függvény pedig szintén a (2.35) elfajult hipergeometrikus egyen-

let megoldása; M(a, b, z)-t®l lineárisan független, z=0-ban nem reguláris, továbbá a z→∞-nél

érvényes aszimptotikus alakja rá egyedüliként jellemz® a (2.35) egyenlet megoldásai közül:

U(a, b, z) =
π

sin(πb)

{
M(a, b, z)

Γ(b)Γ(a+1−b)
−M(a+1−b, 2−b, z)

zb−1Γ(2−b)Γ(a)

}
,

és z→∞-nél
U(a, b, z) ≈ z−a.

(2.68)

A b∈Z esetr®l ld. az alábbi 26 lábjegyzetet is. Ez alapján kiadódik az Fk,l és Gk,l Coulomb-hullámok

aszimptotikus alakja is (s®t éppen ezek egyszer¶sége miatt érdemes ®ket használni): r→∞-re

Fk,l(r)≈
2

r
sin
(
kr− lπ

2
+ δcl−η ln(2kr)

)
, Gk,l(r)≈

2

r
cos
(
kr− lπ

2
+ δcl−η ln(2kr)

)
. (2.69)

Az Fk,l-b®l és a Gk,l-b®l összerakhatjuk a Schrödinger-egyenlet olyan megoldását is, ami a δcl
Coulomb-fázistoláson kívül egy (akár k-tól és l-t®l függ®) tetsz®leges ∆k,l fázistolást is tartalmaz:

Mk,l(r) :=Fk,l(r) cos∆k,l +Gk,l(r) sin∆k,l
r→∞
≈ 2

r
cos
(
kr− lπ

2
+∆k,l+δ

c
l−η ln(2kr)

)
. (2.70)

Az r=0 origóban a Gk,l függvény valóban szinguláris, Fk,l azonban véges itt, és ezen utóbbia-

kat kell használni az origóban szintén reguláris, a (2.32) egyenletben felírt szórási jelleg¶ ψk(r)

hullámfüggvény parciálishullám-kifejtéséhez, mely a következ® alakú:24

ψk(r) = N ∗e−ikrM
(
1−iη, 1, i(kr+kr)

)
=

∞∑
l=0

2l+1

2k
(−i)lPl(cosϑ)e

−iδclFk,l(r). (2.71)

Az er®s kölcsönhatást �gyelembevételéhez tehát az l=0-s tagbeli Fk,l=0-t lecseréljük egy ∆s
k,0 fázis-

tolást tartalmazó Mk,0 függvényre. Így kapjuk a ψcs
k (r) függvényt (�cs� mint �Coulomb+strong�):

ψcs
k (r) = ψk(r)−

e−iδc0

2k
Fk,0(r) +

e−i(δc0+∆s
k,0)

2k
Mk,0(r) =

= e−ikr
[
N ∗M

(
1−iη, 1, i(kr+kr)

)
+ 2i sin∆s

k,0e
−i∆s

k,0−2iδc0eπη/2U(1−iη, 2, 2ikr)
]
. (2.72)

24A parciálishullám-kifejtés általános képletei szerint valóban így kell a szórási állapotokat összetenni a határo-
zott impulzusmomentumú megoldásokból az adott potenciálra jellemz® fázistolásokat használva (melyek most a δcl
Coulomb-fázisok). A Coulomb-esetben a logaritmikus fáziskorrekció, η ln(2kr) miatt kétségek támadhatnak; min-
denesetre a felírt képlet (legalábbis a sorösszegzés r-ben pontonkénti konvergenciájára vonatkozólag) közvetlenül is
ellen®rizhet® az elfajult hipergeometrikus függvény komplex integrálokkal való különféle el®állításait kihasználva.
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Végül a korrelációs függvényt megadó (2.49) Bowler-Sinyukov-formulában használandó ψ(2,cs)
k (r)

hullámfüggvényt r↔−r szimmetrizálással kapjuk:

ψ
(2,cs)
k (r) =

1√
2

[
ψcs
k (r)+ψcs

k (−r)
]
. (2.73)

Az utolsó kérdés az, hogy milyen ∆s
k,0(k) függést tételezzünk fel. Ha nincs Coulomb-kölcsönhatás,

csak er®s, akkor a szokásos kvantummechanikai szóráselméleti megfontolások szerint az fs(k) szó-

rásamplitúdó a következ® kapcsolatban van ∆s
k,0-sel:

sin∆s
k,0e

i∆s
k,0 = kfs(k) ⇔ 1

fs(k)
= k

(
ctg∆s

k,0− i
)
, (2.74)

és ha a kölcsönhatás hatótávolsága 1
k
-nál jóval kisebb (ami a kis k-k határesetét jelenti), akkor

nulladik közelítésben a ∆s
k,0 konstans; ez adódik abból, ha a szabad hullámfüggvény origó körüli

menetét összeillesztjük egy �ktív, kicsi de mély potenciálgödörnek képzelt potenciálból kapott

origó körüli megoldással. Ha viszont �bekapcsoljuk� a Coulomb-kölcsönhatást az er®s kölcsönhatás

mellé, akkor a Coulomb-kölcsönható Mk,l=0(r) megoldás r=0 körüli menetét kell ide illeszteni

(ld. [61], 138.� illetve [87]), és ekkor arra jutunk, hogy a ∆s
k,0 fázistolás és a megvalósuló fcs(k)

szórásamplitúdó kapcsolata illetve ez utóbbinak használható fajta paraméterezése

sin∆s
k,0e

i∆s
k,0 = k|N |2fcs(k) ⇔ 1

fcs(k)
= k|N |2

(
ctg∆s

k,0− i
)
, és (2.75)

1

fcs(k)
=

1

K(k)
− 2kη h(η)− ik|N |2, ahol h(η) = Reψ(iη)− ln η, (2.76)

ahol ψ(z)≡ Γ′(z)
Γ(z)

a digamma-függvény. Az η=0 esetben visszakapjuk a Coulomb-kölcsönhatás nél-

küli esetet, ugyanis ekkor |N |2=1 és ηh(η)= 0.25 Ha viszont van Coulomb-kölcsönhatás, akkor

a mondott kis r-es hullámfüggvény-összeillesztésb®l26 az adódik, hogy a kis k-k határesetében

nem maga a ∆s
k,0 fázistolás, hanem a K(k) függvény tekinthet® nulladik közelítésben konstans-

nak. Azonban ez nem ad túl pontos leírást. Sokféle jobb parametrizáció ismeretes az irodalomban

töltött pionok er®s kölcsönhatásának ilyen �gyelembevételére, ld. pl. [88�91]; ezeket a [86] cikkünk-

ben némileg körbejártuk, és arra jutottunk, hogy a minket érdekl® k-tartományban (k≲ 100 MeV)

eléggé hasonló menetet adnak, úgyhogy a legújabbat használtuk, ami a [91] hivatkozásbeli:

K(k) =
2√
s

s−2z22
m2

π

(
B0+B1

√
s−

√
ŝ−s

√
s+

√
ŝ+s

)−1

,

ahol s=4(k2+m2
π), továbbá

B0=−79,4,

B1=−63,0,

z2=143,5 MeV,√
ŝ=1050 MeV.

(2.77)

25Kis η-kra h(η)≈− ln η − γ + ζ(3)η2, ahol γ≈ 0,577 és ζ(3)≈ 1,202 ismert matematikai állandók.
26Ehhez kell az U(a, b, z) Tricomi-függvény b≡m+1∈N+ egész esetben érvényes de�níciója/sorfejtése, melyet

a (2.68) de�nícióból (ami ilyenkor 0/0 típusú képlet) a l'Hospital-szabállyal kaphatunk:

U(a,m+1, z)=
ln z

m!

M(a,m+1, z)

(−1)m+1Γ(a−m)
+

m∑
s=1

(s−1)!

(m−s)!
(−1)s−mΓ(a−s)
Γ(a)Γ(a−m) zs

+

∞∑
s=0

zs

s!

ψ(s+1)−ψ(a+s)+ψ(s+m+1)

Γ(a−m)(−1)m(m+s)!

Γ(a+s)

Γ(a)
.
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Összetéve az eddigieket arra jutunk, hogy a korrelációs függvény

C2(k)= 1−λ+λ · Icc(k), ahol Icc(k) =

∫
d3rDcc(r)

∣∣ψ(2,cs)
k (r)|2; (2.78)

ebbe behelyettesítve ψ2,cs
k (r) felírt képleteit, gömbszimmetrikus Dcc(r) forrásfüggvény esetén kü-

lönválasztva az r sugár és a térszög szerinti integrálokat azt kapjuk, hogy

Icc(k)

2π
= |N |2

(
I(1)(k)+I(2)(k)

)
− 8 sin2∆s

k,0e
πηI(3)(k)− 8 sin∆s

k,0e
πη/2Im

NI(4)(k)

ei(∆
s
k,0+2δck,0)

, (2.79)

ahol is a kijelölt integrálok (az y ≡ cosϑ jelöléssel, ahol ϑ a k és a r bezárt szöge) a következ®k:

I(1)(k) =

∫ ∞

0

dr r2Dcc(r)

∫ 1

−1

dy
∣∣∣M(1−iη, 1, ikr(1+y))∣∣∣2, (2.80)

I(2)(k) =

∫ ∞

0

dr r2Dcc(r)

∫ 1

−1

dyM
(
1−iη, 1, ikr(1+y)

)
M
(
1+iη, 1,−ikr(1−y)

)
, (2.81)

I(3)(k) = 2

∫ ∞

0

dr r2Dcc(r)
∣∣U(1−iη, 2, 2ikr)∣∣2, (2.82)

I(4)(k) =

∫ ∞

0

dr r2Dcc(r)U
(
1−iη, 2, 2ikr

)∫ 1

−1

dyM
(
1+iη, 1,−ikr(1+y)

)
. (2.83)

Itt a ∆s
k,0 mennyiség k-függését a fentebbi (2.75)�(2.77) képletek adják meg, azonban könnyen

�betáplálhatunk� másfajta ∆k,0(k) függést is, ha egyszer (adott Dcc(r) forrásfüggvény esetén) nu-

merikusan kiszámítjuk az I1, I2, I3, I4 integrálokat.

Így is tettünk; az el®z® szakaszban tárgyalt (2.54) Lévy-féle forrásfüggvények esetére voltunk

kíváncsiak, elvégeztük tehát a mondott numerikus integrálásokat az R és α paraméterek illetve

a k változó széles tartományában, majd az eredményeket (az el®z® szakaszban a tiszta Coulomb-

esetre mondotthoz hasonlóan) egy számítógép-memóriába tölthet® táblázatba mentettük, így egy

a konkrét adatsorok illesztésekhez jól használható programcsomag keletkezett [92].

A 2.5. ábra illusztrálja az er®s kölcsönhatás �gyelembevételével illetve az enélkül számított

π+π+ illetve π−π− korrelációs függvényeket néhány paraméterválasztás esetére (a kétféle töltés¶

eset nem különbözik a számítások szempontjából). Szemmel látható a különbség, de ennél több

információt is kinyerhettünk: becsléseket végeztünk arra nézve is, hogy az er®s kölcsönhatás �gye-

lembevétele mennyire módosíthatja a csak a Coulomb-e�ektust tartalmazó korábbi eredményeket.

Ehhez szimulált korrelációs függvényeket készítettünk az er®s kölcsönhatást is tartalmazóan a most

általunk kiszámított módon, továbbá realisztikus �hibákat� tettünk fel a szimulált adatpontokra.27

Ezután a szimulált korrelációs függvényeket illesztettük úgy, hogy csakis a Coulomb-e�ektust táp-

láltuk be az illeszt®algoritmusba. Kicsinek t¶n®, de a mai kísérleti felbontással mindenképpen

észrevehet® különbség keletkezett, ahogy a 2.5. ábra jobb oldala is mutatja egy példán. A 2.6. ábra

pedig azt mutatja, hogy ezt az eljárást sok különböz® betáplált paraméter esetén megismételvén

27A kísérletekben (amint a következ® fejezetben látjuk) a mért C2(Q) korrelációs függvény két eloszlásnak (hisz-
togramnak), az A(Q) úgynevezett �aktuális� páreloszlásnak illetve a B(Q) úgynevezett �háttér�-páreloszlásnak a
hányadosaként adódik, és ezek betöltöttsége legalábbis kis Q értékeknél körülbelül Q2-tel arányos: ebb®l a Poisson-
eloszlás alapján az adódik, hogy a korrelációs függvény adatpontjainak relatív hibája Q-val fordítva arányos.
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milyen empirikus összefüggést tudtunk megállapítani arra, hogy az eredetileg csak a Coulomb-

e�ektust �gyelembe vev® illesztéssel kapott R, α és λ forrásparaméterek hogyan módosulnak, ha

a pionok er®s kölcsönhatását is �gyelembe vesszük.
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2.5. ábra. Bal oldalon: töltött pionok Bose-Einstein-korrelációs függvénye gömbszimmetrikus
Lévy-eloszlás alakú forrásfüggvény feltételezésével, különféle paraméter-választások eseteire, kü-
lön a végállapoti er®s kölcsönhatás �gyelembevételével illetve anélkül (azaz csak a Coulomb-
kölcsönhatással). A jobb oldalon: egy példa arra, hogy adott paraméterekkel szimulált korrelációs
függvény illesztése mennyire pontosan adja vissza a paramétereket, ha nem vesszük �gyelembe az
er®s kölcsönhatást. (Az N paraméter itt csak egy abszolút normálást jelent, mely a kísérleti vizsgá-
latokban is megjelenik, a �conf. level� pedig az illesztés kon�denciaszintje, mely itt a gyakorlatban
sokszor elfogadhatatlannak tekintett mértékben kicsi.)
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2.6. ábra. Illusztráció arról, hogy a végállapoti er®s kölcsönhatás �gyelembevétele hogyan módosítja
az illesztés eredményeként kapott paramétereket, sok különböz® paraméter-érték esetén elvégzett
er®s kölcsönhatással szimulált C2(Q) függvény er®s kölcsönhatás nélküli illesztése alapján.

Összefoglalva megállapíthatjuk, hogy kicsi de (a mostani mérési statisztikáknál már szükséges

módon) a pontosságot érdemben javító fejlesztést sikerült tenni azáltal, hogy a Bose-Einstein-

korrelációs függvények Lévy-típusú forrásfüggvénnyel való illesztéséhez már a pionok végállapoti

er®s kölcsönhatását is �gyelembe tudjuk venni.
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2.4. Coulomb-kölcsönhatás és Fourier-transzformáció

E szakaszban egy nemrégiben végzett munkát mutatok be [93], amely �felteszi a koronát� az el®z®

szakaszokban látott Coulomb-korrekciós számításokra. Az alapprobléma az, hogy ha a forrás-

függvény nagy méret¶, illetve ha lassan lecseng® fajta (például egy Lévy-eloszlás), akkor a látott

(2.49) képletbeli
∫
d3rD(r)|ψk(r)|2 integrál numerikus kiszámítása lassú és megbízhatatlan (ezért

is volt szükség memóriába tölthet® táblázat gyártására az adatanalízishez). Ráadásul éppen a nagy

Q-értékeknél a legmegbízhatatlanabb (ezért is volt szükség a 2.2. szakasz vége felé látott paramet-

rizációban egy empirikus E(Q) �átlapolófüggvényre�; nagy Q-értékekre egyszer¶en nem lehetett

robusztusnak tekinteni a numerikus integrálás eredményét). Ami a nem gömbszimmetrikus for-

rásfüggvény esetét illeti, itt még rosszabb a helyzet, ami az integrálok kiszámítási sebességét illeti;

eleddig nem is sikerült közvetlenül a (2.49) integrál értelmes ideig tartó kiszámításával szisztemati-

kusan �gyelembe venni a Coulomb-kölcsönhatást ilyen esetben. A most bemutatandó új módszer

viszont megnyitja az utat efelé. Továbbá matematikai szempontból is igen érdekes, és �közel áll a

szívemhez�, ugyanis itt összeér az egyetemi matematika-tanításom és a nehézion-�zika világa.

A legfontosabb esetekben (ilyen a Gauss-eloszlás is, de a Lévy-eloszlásra méginkább igaz ez) a

D(r) páreloszlás-függvény maga egy Fourier-transzformáción keresztül adott:

D(r) :=

∫
d3q

(2π)3
f(q)eiqr ⇔ f(q) =

∫
d3rD(r)e−iqr, (2.84)

ahol nem írtuk ki a K-függést; úgy gondolhatjuk, hogy az alábbi számítások minden K-nál külön-

külön igazak. Matematikai szempontból az oda-vissza Fourier-transzformált ilyen felírásában

(vagyis hogy az inverz Fourier-transzformált is valódi integrál) implicite már feltev®dik, és így

is vesszük a továbbiakban, hogy f is és D is integrálható függvények; emiatt ekkor a Fourier-

transzformáció ismert tulajdonságai szerint korlátosak és folytonosak is mindketten.

A bevezetett f(q) függvény jelentése ugye az, hogy lényegében ® adja meg a kölcsönhatásmentes

C
(0)
2 (Q) korrelációs függvényt a (2.50) egyenletet szerint:28

C
(0)
2 (Q) = 1 + f(Q). (2.85)

Innent®l (mint korábban is) feltesszük, hogy D(r) egyre normált (minden K-nál):∫
d3rD(r) = 1 ⇔ f(q=0) = 1. (2.86)

A Coulomb-kölcsönható esetben a korrelációs függvényt a (2.49) formulával számítanánk ki; össze-

rakva a (2.84)-gyel és a ψ(2)
k (r) Coulomb-hullámfüggvényt (2.39)-b®l véve

C2(Q) =
1

(2π)3

∫
d3r |ψ(2)

k (r)|2
∫
d3q f(q)eiqr. (2.87)

Kézenfekv®en úgy haladhatnánk tovább (ahogy például a már tárgyalt [58, 86] cikkekben is tet-

tünk Lévy-forrásfüggvények esetén), hogy (esetleg csak numerikusan) kiszámítjuk D(r)-et f(q)-ból

28A λ tengelymetszeti paramétert itt 1-nek vesszük; a többi eset lekezelhet® a (2.49) Bowler-Sinyukov-formulával.
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Fourier-integrállal, majd elvégezzük az r-integrált; utóbbiban jelenik meg |ψ(2)
k (r)|2. Numeriku-

san ez sok esetben igen megterhel®: például Lévy-eloszlások esetén a Fourier-traszformált (azaz

maga a D(r) függvény) lassan, hatványfüggvényszer¶en csökken r-ben; ugyanakkor |ψ(2)
k (r)|2 osz-

cillál: nagy r-értékek esetén majdnem síkhullám, de nehezen kezelhet® logaritmikus korrekciók

adódnak hozzá (ld. a (2.38) egyenletet). Továbbá koncepcionálisan is furcsa a helyzet: az f(q)

Fourier-transzformáltját vesszük, majd az eredményként kapott D(r)-et �majdnem-vissza-Fourier-

transzformáljuk�, azaz az r-integrált a �majdnem síkhullám� |ψ(2)
k (r)|2-tel mint �magfüggvénnyel�

végezzük, hogy végül megkapjuk C2(Q)-t. Kölcsönhatásmentes esetben |ψ(2)
k (r)|2 valóban síkhul-

lám, és a (2.85) eredmény valóban azt mutatja, hogy a két Fourier-transzformáció kiejti egymást.

Nagyon jól jönne tehát egy olyan számítási módszer, ahol ezt az �oda-vissza transzformációt�

nem szükséges a teljes életnagyságában végrehajtani. Például a C2(Q) nagy Q-nál egyre kevésbé

�izgalmas�, ugyanis egyre inkább 1, mégsem igazán lehet az integrálás folyamatát jelent®sen egy-

szer¶síteni, vagy egyszer¶ közelítésekkel élni itt, és komoly számítási kapacitásra van szükség itt

is, ugyanis nagy k-nál a ψ(2)
k (r) oszcillálása egyre gyorsabbá válik.

Az lehet a természetes ötlet, hogy a Fourier-transzformációt a |ψ(2)
k (r)|2 függvényre hattatnánk,

majd ennek eredményével mint k� és q-függ® integráloperátor-magfüggvénnyel �hatnánk� f(q)-ra:

C2(Q)
??↔ 1

(2π)3

∫
d3q f(q)

∫
d3r eiqr|ψ(2)

k (r)|2; (2.88)

vagyis megcserélnénk az integrálokat (2.87)-ben. Ez azonban így nem m¶ködhet: ψ(2)
k (r) aszimpto-

tikusan síkhullám; abszolútértéke nem integrálható (hogy a Fourier-transzformáltját integrálként

számolhatnánk). Úgy léphetünk túl ezen itt, hogy (a �zikusi gyakorlatban talán szokatlan módon)

gondosan kezeljük az integrálhatóságot illetve integrálok és határértékek megcserélését. Ehhez a

Lebesgue-integrálhatóságról szóló (egyúttal a disztribúcióelmélet alkalmazását megalapozó) alap-

vet® tételeket kell használnunk, melyek gyakorlati szempontból a következ®kben foglalhatók össze:

� A Lebesgue-integrálfogalomban minden az abszolútértéken múlik. Valós, komplex, vagy normált

tér érték¶ F függvény pontosan akkor integrálható, ha |F | is az. Ha van olyan G függvény, hogy

majdnem minden x-re |G(x)| ≥ |F (x)|, és G integrálható, akkor F is az. (Itt x bármilyen valós

integrálási változó lehet.) Fordítva, ha |G(x)| ≥ |F (x)|, és F nem integrálható, akkor G sem.

� Legyenek Fλ(x)-ek integrálható függvények, ahol λ paraméter (folytonos, vagy diszkrét index),

és létezzen majdnem minden x-re a pontokénti F (x) := limλ Fλ(x) határértékfüggvény (bármi-

lyen értelmes fajta limeszre; például λ→ 0 vagy λ≡n→∞). A Lebesgue-tétel szerint ha van

olyan (λ-tól független) integrálható G függvény, amivel majdnem minden x-re és minden λ-ra

|G(x)| ≥ |Fλ(x)|, akkor az Fλ függvények
∫
Fλ integráljai konvergálnak, az F határértékfügg-

vény integrálható, és az integrálok határértéke megegyezik a határértékfüggvény integráljával:

limλ

∫
Fλ =

∫
F . Vagyis ekkor a limesz és az integrál felcserélhet®.

A dolog az �integrálható majoráns� G létezésén múlik: ha nincs ilyen függvény, a tétel egyik állí-

tása sem biztos, hogy teljesül. Egy egyszer¶ (ellen)példa az, amikor a Dirac-deltát megközelítjük

pontonként nullához tartó függvényekkel; ebben az ismert esetben talán nem is t¶nik fel ez a
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körülmény. Azonban kevésbé �felderített� esetekben (mint amilyen a most tárgyalt is) óvatosan

szabad csak megcserélni az integrálokat és a határértékeket, és ez a tétel sokszor kisegít.

� A Fubini-tétel többszörös (illetve sorrendi) integrálokról szól. A lényeg: ha egy F (x, y) függvény

olyan, hogy az abszolútértéke integrálható az egyik sorrendben, azaz az
∫
dx
( ∫

dy |F (x, y)|
)

integrál létezik, akkor maga F is integrálható mindkét sorrendben, és ezek az integrálok meg-

egyeznek:
∫
dx
∫
dy F (x, y)=

∫
dy
∫
dxF (x, y); azaz ekkor megcserélhetjük az integrálokat.

Visszatérve (2.87)-re kiderül, hogy egy e−λr regularizáló tényez® bevezetésével haladhatunk tovább;

itt λ>0 paraméter, mellyel végül 0-hoz tartunk. Így a következ® átalakítást tehetjük:

C2(Q) =

∫
d3r |ψ(2)

k (r)|2D(r)
1.
=

∫
d3r lim

λ→0
e−λr|ψ(2)

k (r)|2D(r)
2.
= lim

λ→0

∫
d3r e−λr|ψ(2)

k (r)|2D(r)
3.
=

3.
= lim

λ→0

∫
d3r

∫
d3q

(2π)3
f(q) e−λr|ψ(2)

k (r)|2 eiqr 4.
= lim

λ→0

∫
d3q

(2π)3
f(q)

∫
d3r e−λreiqr|ψ(2)

k (r)|2. (2.89)

Az 1. lépésben betettük e−λr-et; nyilván limλ→0 e
−λr =1. Mivel D(r) integrálható, a korlátos

|ψ(2)
k (r)|2-tel szorozva is az, tehát |ψ(2)

k (r)|2|D(r)| jó integrálható majoráns (nagyobb-egyenl® az

integrandusoknál λ-tól függetlenül). Tehát a Lebesgue-tétel miatt megcserélhettük a λ→0 limeszt

az r-integrállal a 2. lépésben. A 3. lépésben beírtuk D(r) Fourier-integrállal való el®állítását,

�gyelve az integrálok sorrendjére. Azonban |eiqr|=1, így az itteni kett®s integrandus abszolútértéke

egy q-ban és egy r-ben integrálható függvény, |f(q)| és e−λr|ψ(2)
k (r)|2 szorzata: az abszolútérték

sorrendi integrálja létezik, így a Fubini-tételt tudva megcserélhetjük az r-integrált a q-integrállal a

4. lépéseben. A végül kapott képletben azonban nem vehetjük az integrandus λ→0 határértékét; ez

éppen a (2.88)-ban írt (helytelen) átalakítást jelentené. Ehelyett ki kell számítani az integrálokat,

majd ezután elvégezni a λ→ 0 limeszt.

Jelen állás szerint egyel®re gömbszimmetrikus esetben vittük végig a vizsgálatokat: feltesszük

most tehát, hogy D(r) gömbszimmetrikus; ekkor f(q) is az, amit az s indexszel jelölünk ki, illetve

úgy, hogy q-függést írunk q helyett. Ekkor a q-beli térszög-integrált elvégezve egyszer¶södik a

helyzet (és noha ψ(2)
k (r) függ k=Q/2 irányától, az eredmény már csak a Q nagyságtól fog függeni):

f(q) ≡ fs(q) ⇔ D(r) ≡ D(r) =
1

2π2r

∫ ∞

0

dq q sin(qr)fs(q)

⇒ C2(Q) =
1

2π2
lim
λ→0

∫ ∞

0

dq q2fs(q)

∫
d3r e−λr sin(qr)

qr
|ψ(2)

k (r)|2. (2.90)

Beírva (2.39)-b®l ψ(2)
k (r) kifejezését az abszolútérték-négyzet négy tagra vezet (az M(a, b, z)-k

különböz® párosításaiból); két tagban r→−r változócserét végezve végül csak két tag marad:

C2(Q) =
|N |2

2π2
lim
λ→0

∫ ∞

0

dq q2fs(q)
[
D1λs(q) +D2λs(q)

]
, ahol (2.91)

D1λs(q) =

∫
d3r

sin(qr)

qr
e−λrM

(
1+iη, 1,−i(kr+kr)

)
M
(
1−iη, 1, i(kr+kr)

)
, (2.92)

D2λs(q) =

∫
d3r

sin(qr)

qr
e−λrM

(
1+iη, 1,−i(kr−kr)

)
M
(
1−iη, 1, i(kr+kr)

)
. (2.93)
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Ezeket az integrálokat kiszámíthatjuk egy ahhoz nagyon hasonló módszerrel, amit Nordsieck al-

kalmazott egy a fékezési sugárzás illetve a párkeltés elméletében el®kerül® hasonló integrálra [94];

err®l röviden ld. e szakasz végén. A mi esetünkben a következ® eredmények adódnak:

D1λs(q) =
4π

q
Im

[
1

(λ−iq)2
(
1+ 2k

q+iλ

)2iη
2F1

(
iη, 1+iη, 1, 4k2

(q+iλ)2

)]
, (2.94)

D2λs(q) =
4π

q
Im

[
(λ−iq−2ik)iη(λ−iq+2ik)−iη

(λ−iq)2+4k2

]
, (2.95)

ahol a (teljes) hipergeometrikus függvény került el®:

2F1

(
a, b, c, z

)
= 1 +

ab

c

z

1!
+
a(a+1)b(b+1)

c(c+1)

z2

2!
+ . . . =

∞∑
n=0

Γ(a+n)Γ(b+n)

Γ(a)Γ(b)

Γ(c)

Γ(c+n)

zn

n!
. (2.96)

Ez a hatványsor |z|< 1 esetére érvényes, azonban 2F1(a, b, c, z) kiterjeszthet® minden z∈C komplex

változóra is analitikus elfolytatással; ld. pl. a [95] hivatkozásban.

Következ® lépésként megpróbálnánk most a D1λs és D2λs megadott kifejezései alapján C2(Q)-t

kiértékelni (2.91) szerint. Ehhez a λ→0 határértékkel óvatosan kell bánni. Kiderül, hogy λ→0

közben D1λs és D2λs függvényalakjai �patologikusan� viselkednek; a q-integrál kívánt határértéke

nem fejezhet® ki mint egy határértékként kapott q-függvénnyel szorzott fs(q) integrálja. Ehelyett

a végs® képletben fs(q) egy lineáris funkcionálját kell majd venni.29 A közbens® lépéseket szintén

a szakasz végére hagyva most felírjuk a Coulomb-kölcsönható C2(Q)-ra kapott eredményt:

C2(Q) = |N |2
(
1 + fs(2k) +

η

π

[
A1s +A2s

])
, (2.97)

ahol A1s = −2

η

∫ ∞

0

dq
fs(q)−fs(0)

q
Im

[(
1+

2k

q

)2iη

2F1

(
iη, 1+iη, 1,

4k2

q2
−i0

)]
, (2.98)

és A2s = −2

η

∫ ∞

0

dq
fs(q)−fs(2k)

q−2k

q

q+2k
Im

(q+2k)iη

(q−2k+i0)iη
. (2.99)

Ha itt η→0-t veszünk (mintegy formálisan kikapcsolva a Coulomb-kölcsönhatást), A1s és A2s véges

határértékhez tartanak (mert az η nevez® és a felírt képzetes részek is nullához tartanak). Emiatt

η→0-nál a (2.97) képletben az A1s és A2s járulékai (ahol ®k újfent η-val szorozva jelennek meg)

elt¶nnek; ennek kihangsúlyozása végett írtuk ilyen módon szétosztva az η szorzókat.

Érdekes azt is meg�gyelni, hogy a felírt (2.97) képletünkben a Coulomb-hatás kézenfekv®,

�lenyomozható� módon jelenik meg. Ha lehagyjuk az |N |2-et és az A-kat is, akkor mivel Q=2k,

29Hasonló a helyzet, mint abban a sokkal egyszer¶bb (és jól ismert) esetben, amikor a Dirac-deltát egységnyi
terület¶ keskenyed® csúcsos függvényekkel közelítjük. Tekintsük például a következ® azonosságot:

lim
λ→0

∫ ∞

−∞
dx

1

π

λ

λ2+(x−x0)2
g(x) = g(x0).

Ez alapján mondjuk, hogy itt a keskenyed® és csúcsosodó Lorentz-görbék �megközelítik a δ(x−x0) delta-függvényt�;
ezen mondás tartalma pontosan a felírt képlet. Praktikusan nézve pedig azt �nyerjük�, hogy ahelyett, hogy numeri-
kusan el kellene végezni a bal oldali integrál λ→ 0 határértékét, a jobb oldal sokkal egyszer¶bb �számítási utasítást�
mond (értékeljük ki a g függvényt x0-ban); azonban ez nem egy igazi integráltranszformáció g-re való hatása.
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egyszer¶en a szabad esetre vonatkozó (2.85) képletet kapjuk. Visszatéve |N |2-et (de az A-kat nem)
a közelít® Gamow-korrekció eredménye adódik (ld. fentebb a (2.52) képlet környékét), amikor a

forrásfüggvényt pontszer¶nek tekintjük a Coulomb-integrál szempontjából (de a kölcsönhatásmen-

tes C(0)
2 (Q) szempontjából nem). Az A1s és az A2s tagok tehát �kikorrigálják a Gamow-korrekciót�:

annak hatását kódolják el, hogy a forrás mégsem pontszer¶.

A normálásunk szerint fs(0)= 1, mégis megtartottuk fs(0) kijelölését A1s (2.98) kifejezésében,

hogy jól látszódjék, hogy az ottani fs-et tartalmazó tört jól de�niált függvény még q=0 környékén

is (hacsak fs folytonosan di�erenciálható). Ugyanígy, A2s (2.99) kifejezésében is az fs-et tartalma-

zó tört q=2k környékén is jól de�niált függvény (ugyanilyen fs esetén). Valójában lazíthatunk is

fs folytonos di�erenciálhatóságának követelményén: az általánosabb feltételt a szakasz végi kifej-

tésben adjuk meg; most megjegyezzük, hogy ez teljesül nemcsak folytonosan di�erenciálható fs-re,

hanem például Lévy-eloszlásra is (ahol fs(q)= e−|qR|α/2 nem di�erenciálható q=0-ban, ha α≤1).

Emlékezzünk (ld. a fülszöveget a dolgozat elején), hogy a z 7→ zw komplex hatványozás egy-

érték¶ függvény, de vágása van a z∈R−
0 negatív valós félegyenesen (az arg z fázis ugrása miatt).

Negatív valós számok hatványozásakor tehát tudnunk kell, hogy a vágás melyik oldalán vagyunk;

ezt jelöli ki a (2.99) képletbeli +i0 �tag�. Hasonlóan, ha a 2F1(a, b, c, z) hipergeometrikus függvényt

kiterjesztjük az eredeti (2.96) hatványsor konvergenciakörén (|z|≥1-en) kívülre, z=1-ben elágazá-

si pontot kapunk, és a szokásos menet szerint a vágás az [1,∞]⊂R+ valós félegyenesre kerül.

A (2.98)-beli −i0 �tag� ekkor kijelöli, hogy ennek melyik oldalát kell venni.

Az integrálok konkrét numerikus kiszámításhoz érdemes áttérni egy x∈ [0, 1] változóra a q=2kx

illetve a q= 2k
x
helyettesítésekkel a q ∈ [0, 2k] illetve a q ∈ [2k,∞] szakaszokon; azt kapjuk, hogy

A1s = −2

η

∫ 1

0

dx Im

[
fs(2kx)−fs(0)

x

(
1+

1

x

)2iη
2F1

(
iη, 1+iη, 1, 1

x2−i0
)
+

+
f
(
2k
x

)
−fs(0)
x

(1+x)2iη2F1

(
iη, 1+iη, 1, x2−i0

)]
, (2.100)

A2s = −2

η

∫ 1

0

dx
sin
(
η ln 1+x

1−x

)
x(x+1)

[
fs
(
2k
x

)
−fs(2k)

1−x
− x2eπη

fs(2kx)−fs(2k)
1−x

]
. (2.101)

A kapott képletek f® el®nye az, hogy azA1s-et ésA2s-et megadó integrálok integrandusai viszonylag

�szép�, numerikus szempontból könnyen kezelhet® függvények.

* * *

A módszer numerikus kidolgozását a f® érdekl®désünket jelent® Lévy-eloszlások esetén vittük vég-

hez. Mivel a numerikus integrálás során az integrandus mint függvény meghívása a �legköltsé-

gesebb�, ezért olyan algoritmust választottunk, ami ezt a lehet® legkevesebbszer teszi meg. Az

úgynevezett Gauss-Kronrod-módszer mellett tettük le a voksot [96]; ez �xált számú �nódus� (=ki-

értékelési hely) helyzetét iteratívan változtatja az egyre jobb eredmény érdekében; beállítható

továbbá a �tolerancia� (mekkora szukcesszív eltérés esetén fogadja el késznek az integrál eredmé-

nyét) illetve a maximális számú iteráció. A boost C++ könyvtárat használtuk, és az így született

programcsomagot is publikusan elérhet®vé tettük [97]. Némi optimalizálás után úgy találtuk, hogy
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az integrandus számára 15 kiértékelési hely és 4 maximális iteráció gyorsan konvergáló elég pontos

eredményt ad; a tolerancia 10−3 fölé növelése ront a pontosságon, ez alatti csökkentése viszont

érdemben nem javít, de az integrandus-kiértékelések számát fölöslegesen növelné. A tolerancia

10−3 értékén való tartásával végül néhány száz integrandus-kiértékeléssel megkapjuk a b®ven elég

pontos eredményt C2(Q)-ra.
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2.7. ábra. Példák Lévy-alakú forrásfüggvény esetén az új módszerrel kiszámított korrelációs függvé-
nyekre (bal oldalon pionok, jobb oldalon kaonok esetére; 4 különböz® R és két széls® α érték közötti
α-k esetére). Adott R érték esetén a korrelációs függvény görbéje az α-t változtatva �átsöpör� a
satírozott tartományon. A �csomópontok� csak látszólagosak; er®sebb nagyításnál elt¶nnének.
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2.8. ábra. Lévy-eloszlás alakú forrásfüggvény esetén a közvetlen numerikus integrálással kapott
korrelációs függvény (ld. [86]), tableC2(Q) és a most tárgyalt módszerrel számolt korrelációs függ-
vény, WFFC2(Q) különbsége 6 különböz® α és két széls® R érték között átsör® R sugárparaméterek
esetén; bal oldalon töltött pionokra, jobb oldalon töltött kaonokra.

Ellen®rzésképpen összehasonlítottuk a korábbi eredményeket (ennek jele az iménti 2.8. ábrán tab-

le, minthogy ezeket memóriába tölthet® táblázatban tároltuk el) a mostani módszerrel számol-

takkal (ennek jele WFF, mint �hullámfüggvény-Fourier-transzformált� módszer angolul). Nem túl

nagy méret¶ forrásfüggvények és Q értékek esetén elfogadható egyezés adódik.30 Másrészt viszont

30Ennek meglátása amolyan �hegycsúcsról letekint®� pillanat volt; megnyugtatóan pozitív kimenetel¶ önellen®rzés.
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nagyobb Q-nál illetve a forrásméret növelése esetén (utóbbit a Lévy-eloszlás hatványfüggvény-

lecsengését is megadó α paraméter csökkentése vagy az R sugár növelése is megvalósítja) már

észrevehet® az eltérés: ezt ezen önellen®rzés után betudjuk a régi (a D(r)|ψ(2)
k (r)|2 közvetlen nu-

merikus integrálására támaszkodó) módszer megbízhatatlanságának (amely éppen ilyen esetekben

a leginkább valószín¶ az integrandus oszcilláló jellege és lassú csökkenése miatt). Emellett persze

különösen is szembet¶n® a régebbi módszer és a mostani közötti különbség nemcsak a pontosság,

de a sebesség szempontjából is: el®bbi esetben a numerikus integrálás során sok tízezer függvény-

kiértékelés kellett, és a szükséges α� illetve R-tartományokat végigszántó (a memóriába tölthet®

táblázatot legyártó) kód sok száz szálon napokig fut; emellett a kis α� illetve nagyobb R-értékeket

így sem érhettük el. A mostani módszer viszont annyira gyors, hogy lehet®vé vált a Coulomb-

kölcsönható C2(Q) korrelációs függvénynek a kísérleti analízis során valós id®ben numerikus in-

tegrálással való kiszámítása. Összefoglalva tehát mind matematikai érdekesség, mind gyakorlati

alkalmazhatóság terén jelent®s újítást sikerült elérni a Coulomb-kölcsönhatás tárgyalásában.

* * *

Illusztrációként bemutatom a fentebbi számítások néhány kihagyott részletét a [93] cikkünk alap-

ján. A D1λs és D2λs integrálok (2.94)-ben és (2.95)-ben megadott eredményeinek levezetéséhez

átírjuk a (2.92))�(2.93) de�níciókat a sin(qr)-et exponenciálissal kifejezve:

D1λs(q) =
1

2i

[
D(+)

1λs(q)−D(−)
1λs(q)

]
, D2λs(q) =

1

2i

[
D(+)

2λs(q)−D(−)
2λs(q)

]
, (2.102)

ahol D(±)
1λs(q) =

1

q

∫
d3r

e−λr

r
e±iqrM

(
1+iη, 1,−i(kr+kr)

)
M
(
1−iη, 1, i(kr+kr)

)
, (2.103)

és D(±)
2λs(q) =

1

q

∫
d3r

e−λr

r
e±iqrM

(
1+iη, 1,−i(kr−kr)

)
M
(
1−iη, 1, i(kr+kr)

)
. (2.104)

A Nordsieck által is alkalmazott módszer [94] a következ® komplex integrál-el®állítással indít:

M(a, 1, z) =
1

2πi

∮ (0+,1+)

dt etz 1
t

(
1−1

t

)−a
, (2.105)

ahol integrációs útnak jó bármilyen olyan zárt út, ami pozitív irányban egyszer megkerüli a t∈ [0, 1]

vágás-szakaszt a t∈C síkon. Kétszer beírva ezt (2.103)-ba és (2.104)-be a két M(a, 1, z) helyére

(t-vel és u-val jelölve a változókat) arra jutunk, hogy

D(±)
1λs(q) = − 1

4π2q

∫
d3r

r
e−λr±iqr

∮
du

u

∮
dt

t

(
1−1

t

)−1−iη(
1− 1

u

)−1+iη
e−i(t−u)(kr+kr), (2.106)

D(±)
2λs(q) = − 1

4π2q

∫
d3r

r
e−λr±iqr

∮
du

u

∮
dt

t

(
1−1

t

)−1−iη(
1− 1

u

)−1+iη
e−i(t−u)kr+i(t+u)kr. (2.107)

Gondosan megvizsgálva az integrálhatóságot arra jutunk a Fubini-tétel segítségével, hogy pontosan

akkor, ha az u� és t-utak úgy futnak (ami lehetséges), hogy minden el®kerül® u és t esetén D1λs

esetén Im(t−u)< λ
2k
, D2λs esetén pedig Imu>− λ

2k
és Im t< λ

2k
teljesüljön, megcserélhetjük itt

az r-integrált a vonalintegrálokkal, ami után pedig elvégezhetjük az r-integrálokat a következ®,
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minden β ∈ C és B≡ (Bx, By, Bz)∈C3 esetén érvényes segédképlettel:31∫
d3r

r
e−βr+Br =

4π

β2−B2
, ha Re β >

√
(ReBx)2+(ReBy)2+(ReBz)2, (2.108)

amivel arra jutunk némi egyszer¶sítés után, hogy

D(±)
1λs(q) = − 1

πq

1

λ∓iq

∮
dt

t

(
1−1

t

)−1−iη
∮

du

u

(
1− 1

u

)−1+iη 1

λ∓iq+2ik(t−u)
, (2.109)

D(±)
2λs(q) = − 1

πq

∮
dt

t

(
1−1

t

)−1−iη 1

2kt−i(λ∓iq)

∮
du

u

(
1− 1

u

)−1+iη 1

2ku+i(λ∓iq)
. (2.110)

Most elvégezhetjük az u-integrált (�x t-nél), ugyanis u-ban a [0, 1] vágás mellett mindkét integ-

randusnak csak egy egyszer¶ pólusa van; D1λs esetén az u1s(t)≡ t∓ q
2k
− iλ

2k
helyen, D2λs esetén az

u2s(t)=− iλ
2k
∓ q

2k
helyen. Meggy®z®dhetünk róla, hogy éppen akkor, ha az u� és t-utakra teljesül-

nek az r-integrál el®szörre elvégzéséhez megkövetelt, a (2.106)�(2.107) képletek után mondott plusz

korlátozások, ezek a pólusok biztosan az u-utakon kívül fekszenek, így az u-utat (az integrandus

analitikussága és ∼ 1
u2 szerinti elég gyors csökkenése miatt) kitágíthatjuk a végtelenbe, amivel csak

az u-pólusok járulékai maradnak (negatív el®jellel a körüljárási irány miatt). Ebb®l arra jutunk

(D2λs esetében rögtön beírva u2s(t) kifejezését), hogy hogy

D(±)
1λs(q) = −1

q

∮
dt

t

(
1−1

t

)−1−iη

k(λ∓iq)
1

u1s

(
1− 1

u1s

)−1+iη

, (2.111)

D(±)
2λs(q) = −1

q

2

λ∓iq

(
λ∓iq−2ik

λ∓iq

)−1+iη∮
dt

t

(
1−1

t

)−1−iη

2kt−i(λ∓iq)
. (2.112)

Itt D2λs-re ugyanezt a módszert használhatjuk a t-integrálra, mert a megkerült t∈ [0, 1] vágáson

kívül egy egyszer¶ pólus van t2s≡ iλ
2k
± q

2k
-ban (emiatt itt kicsit más, egyszer¶bb a helyzet, mint a

Nordsieck által kiszámolt eredeti integrál esetében). Ezen t2s pólusról szintén kiderül, hogy a t-

úton kívül fekszik (hacsak az még úgy fut, ahogy kell), és itt is ∼ 1
t2
módon csökken az integrandus,

vagyis felfújhatjuk a t-utat, és a t2s pólus járuléka marad. Ebb®l az adódik, hogy

D(±)
2λs(q) =

4π

q

1

λ∓iq

(
λ∓iq−2ik

λ∓iq

)−1+iη
1

λ∓iq

(
λ∓iq+2ik

λ∓iq

)−1−iη

, (2.113)

amib®l már a D2λs-re megadott (2.95) eredményt kaphatjuk. A D1λs esete bonyolultabb, mert itt a

t-integrandusnak nem pólusa, hanem vágása van, egy egyenes szakasz t=± q
2k
+i λ

2k
és t=1± q

2k
+i λ

2k

között (ahol u1s(t)=0 illetve u1s(t)=1), és ez is a t-úton kívül fekszik. Itt a teljes 2F1(a, b, c, z)

hipergeometrikus függvény következ® integrál-el®állítására hajthatunk:32

2F1

(
a, b, c, z

)
=

Γ(c)Γ(b−c+1)

Γ(b)

1

2πi

∫ (0+,z+)

τ=−∞
dτ τa−c(1−τ)c−b−1(τ−x)−a. (2.114)

31Ezt a (2.108) segédképletet valós β és B esetén könny¶ levezetni; komplex esetre is igaz, mivel analitikus
függvények egyenl®ségét állítja (hacsak teljesül a felírt feltétel, ami éppen az integrál létezésének feltétele).

32Ez az el®állítás jól ismert a hipergeometrikus függvény elméletében, és megadja 2F1 analitikus elfolytatását is,
ugyanis az x∈ [1,∞] vágás híján minden x∈C-re analitikus függvényt ad, továbbá |x|<1-re ekvivalens a (2.96) sorral
(ami kiadódik az integrandus x-beli sorfejtéséb®l és a gamma-függvény hasonló integrál-el®állításaiból).
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Ebben a τ integrációs útja Re τ =−∞-b®l jön, oda is megy vissza, elkerülve a τ ∈R−
0 és a τ−x∈R−

0

vágásokat, de nem metszve a τ ∈ [1,∞] vágást. Kiderül (most mell®zve a gondolkodás menetének

megvilágítását), hogy a következ® t→ s majd s→ τ változóhelyettesítéseket kell tenni (2.111)-ben:

t=
1

s
, majd s=B+(1−B)τ, ahol B=

2k

iλ±q+2k
; (2.115)

ezzel arra jutunk, hogy

D1λs = −2i

(0+,x+)∮
dτ

((1−B)(1−τ))−1−iη

q(λ∓iq)2(τ−x)

(
(B−1)(τ−x)

Bτ

)1−iη

, ahol x =
4k2

(q±iλ)2
. (2.116)

Ez már némi szenvedéssel a fentebbi (2.114) integrál formájába önthet®. Ehhez a τ -integrációs

utat az ott írt alakúba kell vinni, és közben egyszer¶síteni (kettébontogatni) az itt kijelölt komplex

hatványozásokat. Ez azért nem teljesen triviális, mert komplex hatványokra (ab)c= acbc csak akkor

igaz, ha arg a+arg b=arg(ab), vagyis ha −π < arg a+arg b≤π. Ezt az esetünkben elég nehézkes

közvetlenül ellen®rizgetni minden el®kerül® τ esetén, azonban kisegít az, hogy ha az átalakítás során

az eredeti és a kívánt alak is az út környékén τ analitikus függvénye, és egy kis helyen megegyeznek,

akkor mindenhol az út mentén is (az analitikus függvények ismert �merevsége� miatt). Ezt alaposan

végiggondolva a felírt (2.116) képletb®l tényleg a D1λs-re megadott (2.94) eredményt kapjuk (még

a legvégén D(+)
1λs-t és D

(−)
1λs-t újra összekombinálva (2.103) szerint).

Eddig tartott a Nordsieck-féle módszer. Most betesszük a (2.91) képletbe D1λs and D2λs kife-

jezéseit; ideiglenesen újra háromdimenziós q-integrált írva. Az els® perdönt® lépés: �leválasztjuk�

az fs(0) és az fs(2k) értékeket. (Az motiválhat, hogy ezek jelennek meg a kölcsönhatásmentes

C
(0)
2 (Q)= fs(0)+fs(2k) esetben a �sima� és a �keresztezett� szorzat-tagból a hullámfüggvény négy-

zetéb®l, épp mint D1λs és D2λs a kölcsönható esetben.) Azt írjuk tehát, hogy

C2(Q) =
|N |2

8π3
lim
λ→0

∫
d3q fs(q)

[
D1λs(q)+D2λs(q)

]
=

=
|N |2

8π3
fs(0) lim

λ→0

∫
d3qD1λs(q) +

|N |2

8π3
lim
λ→0

∫
d3q

[
fs(q)−fs(0)

]
D1λs(q)+

+
|N |2

8π3
fs(2k) lim

λ→0

∫
d3qD2λs(q) +

|N |2

8π3
lim
λ→0

∫
d3q

[
fs(q)−fs(2k)

]
D2λs(q). (2.117)

Mármost λ>0 esetén a D1λs és a D2λs (ideiglenesen I1-gyel és I2-vel jelölt) integráljai léteznek:

I1 ≡
∫
d3qD1λs(q) = 4π

∫ ∞

0

dq q2D1λs(q), I2 ≡
∫
d3qD2λs(q) = 4π

∫ ∞

0

dq q2D2λs(q), (2.118)

ami ellen®rizhet® a (2.94)�(2.95) kifejezéseikb®l: q2D1λs(q) és q2D2λs(q) folytonosak minden korlá-

tos q-intervallumon, és ∼ 1
q2
szerint csökkennek a végtelen felé (a képzetesrész-képzésnek köszönhe-

t®en, a hipergeometrikus függvény hatványsorát is tudva). Emiatt I1-et és I2-t az integrandusaik-

nak, D1λs-nek és D2λs-nek a Fourier-transzformáltjaiknak origóbeli értékei adják meg.33 Azonban

33Integrálható függvény Fourier-transzformáltja nem feltétlenül integrálható; ha viszont az (mint esetünkben is,
bár ezt konkrétan ellen®rizni kellett), akkor az (inverz) Fourier-transzformálás is valódi integrált jelent.
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éppen Fourier-transzformálással de�niáltuk (2.92)-ben és (2.93)-ban D1λs-et és D2λs-et; most tehát

csupán ki kell értékelnünk (2.92) és (2.93) integrandusait r=0-ban. Ebb®l azt kapjuk (tudva, hogy

M(a, b, z=1)=1), hogy I1= I2=8π3, λ-tól függetlenül. Így tehát

C2(Q) = |N |2
[
fs(0) +

1

2π2
lim
λ→0

∫ ∞

0

dq q2D1λs(q)

[
fs(q)−fs(0)

]
+

+ fs(2k) +
1

2π2
lim
λ→0

∫ ∞

0

dq q2D2λs(q)
[
fs(q)−fs(2k)

]]
. (2.119)

Az állítás az, hogy ez a két limesz A1s és A2s (2.98)-ban és (2.99)-ben felírt kifejezéseit adja, amib®l

aztán megkapjuk a f® eredményt, a (2.97) képletet. Ha az itteni (2.119) határértékekbe beírjukD1λs

és D2λs kifejezéseit (2.94)-b®l és (2.95)-b®l, akkor (az F+(x)≡ 2F1(iη, 1+iη, 1, x) rövidít® jelölést

használva) láthatjuk, hogy már csak a következ®ket kell bizonyítani:

lim
λ→0

∫ ∞

0

dq
fs(q)−fs(0)

q
Im

[
q2

(λ−iq)2
(
1+ 2k

q+iλ

)2iηF+

(
4k2

(q+iλ)2

)]
=

= −
∫ ∞

0

dq
fs(q)−fs(0)

q
Im
[(
1+2k

q

)2iηF+

(
4k2

q2
−i0

)]
, (2.120)

lim
λ→0

∫ ∞

0

dq
q

q+2k

fs(q)−fs(2k)
q−2k

Im
(λ−iq−2ik)iη

(λ−iq+2ik)iη
q2−4k2

(λ−iq)2+4k2
=

= −
∫ ∞

0

dq
fs(q)−fs(2k)

q−2k

q

q+2k
Im

(q+2k)iη

(q−2k+i0)iη
. (2.121)

Mindkét bal oldali integrandus pontonkénti λ→0 határértéke éppen a jobb oldali integrandus;

a Lebesgue-tételt tudva ha találunk (mindkét bal oldali integrandushoz) λ-független integrálható

majoránst, akkor az integrálok határértékére is igaz lesz az állítás. Nem írjuk fel explicit módon

ezeket a majoránsokat, de megadunk néhány becslést, amelyek segítségével megkonstruálhatók:

1. Az fs korlátos; fs(q)≤K. Továbbá azért kellett levonni az fs(0) illetve az fs(2k) értékeket

(2.120)-ban és (2.121)-ben, hogy a megjelen® tört majorálható legyen egy q=0 illetve q=2k körül

is: ha fs folytonosan di�erenciálható, akkor véges qmax esetén
|f(q)−f(0)|

q
és |f(q)−f(2k)|

|q−2k| korlátosak

[0, qmax]-on, tehát integrálhatók itt. Ha nem vontuk volna le fs(0)-t illetve fs(2k)-t, akkor az
fs(q)
q

illetve az fs(q)
q−2k

törtfüggvények nem lennének integrálhatók q=0 illetve q=2k környékén.

A legfontosabb alkalmazás a Lévy-forrásfüggvények esete: ekkor fs(q)= e−|qR|α/2 nem feltétlenül

di�erenciálható q=0-ban. Azonban az integrálható majoráns létezéséhez elég annyi is, ha az

el®bb felírt törtfüggvények ha nem is korlátosak, de integrálható függvénnyel majorálhatók.

Konkrétan az el®bbi helyett Lévy-eloszlásokra minden q és q′ esetén |f(q)−f(q′)| ≤K ′|q−q′|α

igaz, és ez elég, ugyanis qα−1 integrálható q=0 körül 0<α<1 esetén is.

2. X, Y ∈ R esetén e−π|Y | ≤ |X iY | ≤ eπ|Y |. Az F+(x) függvény minden x∈C-re korlátos, és folyto-
nosan di�erenciálható x=0 körül, így |F+(x)− 1| ≤C ′|x| valamilyen C ′ konstanssal.

3. Ha Y ∈R és |z| ≤R< 1, akkor
∣∣(1+z)iY − 1

∣∣≤ 1
1−R

eπ|Y | · |Y | · |z|; ez jellegében a (valós kitev®kre

érvényes) úgynevezett Bernoulli-egyenl®tlenségre hasonlít, de éppen fordított irányú.
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Ezeket tudva némi szenvedéssel valóban megkostruálhatók az integrálható majoránsok; legjobb

ehhez külön kezelni egy q ∈ [0, Qmax] és a maradék q ∈ [Qmax,∞] intervallumokat (ahol Qmax egy

a 2k-nál biztonságosan nagyobb �x érték, például 4k). Így végül a limesz és az integrál tényleg

felcserélhet®nek bizonyul (2.120)-ban és (2.121)-ben, ami a kívánt eredményre vezet.

2.5. Összefoglalás és kitekintés

Ebben a fejezetben bevezettem a nehézion-�zikai Bose-Einstein-korrelációkat, megtárgyalva az

elméleti leírás néhány pontját: forrásfüggvény, hullámfüggvény-szimmetrizáció, mag-glória-modell,

Lévy-eloszlások, Coulomb-korrekció. Ezután rátértem az elméleti/fenomenológiai fejlesztéseimre.

A 2.2. szakaszban részletezett konkrét számítások nyomán vált konkrétan lehet®vé a végállapoti

Coulomb-kölcsönhatás szisztematikus, önkonzisztens �gyelembevétele Lévy-alakú forrásfüggvények

esetére. A Coulomb-e�ektust is tartalmazó korrelációs függvényekre számítógép-memóriába tölthe-

t® táblázatot illetve parametrizációkat is kidolgoztunk. A PHENIX kísérletnél végzett, a következ®

fejezetben tárgyalt mérésünk már ezeket használta.

A 2.3. szakaszban megvizsgáltuk, hogy a végállapoti er®s kölcsönhatás �gyelembevétele mennyi-

re befolyásolja az illesztett paramétereket Lévy-eloszlás alakú forrásfüggvények esetén. Az ered-

mények szerint kicsi, de a pontosabb mérésekben már észrevehet® eltérést okoz ez; kvanti�káltuk

a hatást, az újabb adatanalízisekben pedig eleve �gyelembe vesszük az er®s kölcsönhatást is.

A 2.4. szakaszban egy elméleti, matematikai síkon általam kezdeményezett, kidolgozását tekint-

ve kollégáimmal közösen kifejlesztett új módszert mutattam be a Coulomb-kölcsönhatás �gyelem-

bevételére, mely a forrásfüggvény Fourier-transzformáltját használja. Ez matematikai szempontból

azért érdekes, mert tudomásom szerint el®ször lehetett konkrétan megadni azt az �objektumot�

(tulajdonképpen: temperált disztribúciót), amely a Coulomb-kölcsönható szórási hullámfüggvény

négyzetének Fourier-transzformáltja. Gyakorlati szempontból pedig a közvetlen numerikus integ-

rálásnál összehasonlíthatatlanul gyorsabb és megbízhatóbb is egyszerre.

Ami a továbbiakat illeti, nemsokára várható a hullámfüggvény-négyzet Fourier-transzformáltját

használó módszer implementálása nem gömbszimmetrikus esetre (mely matematikai szinten készen

van); ezzel végre lehet®vé válik a nem gömbszimmetrikus Lévy-eloszlást feltételez® korrelációs mérés

(például a brookhaveni PHENIX-nél és STAR-nál); ez nagy érdekl®désre tart számot, és valóban

az (volt) a f® kerékköt®je, hogy a Coulomb-kölcsönhatás pontos �gyelembevétele elmondhatatla-

nul lassú lett volna. Tervezem továbbá a módszert az er®s kölcsönhatást leíró hullámfüggvényekre

(ld. 2.3. szakaszt) is kiterjeszteni. Ez hasznos lesz azon (viszonylag új) kutatási irány számá-

ra is, amelyben éppen az (egzotikusabb, közvetlen kisenergiás kísérletekben nehezen vizsgálható,

nehézion-ütközésekben viszont b®ségesen keletkez® részecskepárok közötti) er®s kölcsönhatás ter-

mészetét (szórási hosszait) határozzák meg korrelációs mérésekkel.

Összefoglalva talán megalapozottan remélem, hogy az itt bemutatott munka el®ször is kuta-

tócsoportunk, másodszor is a szélesebb nehézion-�zikus közösség számára is hasznos lépcs®fokot

jelent vagy fog jelenteni a HBT-korrelációk egyre pontosabb, precíziós leírásához és kezeléséhez.
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3. Bose-Einstein-korrelációk mérése

Kutatómunkám során részt vettem és veszek több nagy nehézion-�zikai kísérletben. Ebben a

fejezetben a brookhaveni RHIC gyorsítónál m¶ködött PHENIX kísérletnél végzett Bose-Einstein-

korrelációs méréseinkr®l [98] lesz szó.34 Bemutatom a kísérletet, a kísérleti illetve adatanalízisbeli

módszereket, majd az eredményeket, végül a kutatások természetes folytatásait.

3.1. A PHENIX kísérlet

A 2000-ben indult brookhaveni RHIC gyorsító két 3,8 km kerület¶ szinkrotronból áll: arany-

arany-ütközéseket
√
sNN =200 GeV, proton-proton ütközéseket pedig

√
sNN =510 GeV maximális

energiával lehet itt megvalósítani. Sok tekintetben jól kiegészíti a nagyobb luminozitású és ener-

giájú svájci CERN LHC-t is: jelenleg egyedül a RHIC-nél lehet polarizált nyalábokat ütköztetni,

illetve (a két szinkrotrongy¶r¶ függetlensége miatt) a szembe haladó nyalábok atommag-fajtáját és

energiáját tetsz®legesen lehet változtatni. Továbbá mivel jórészt dedikált nehézion-�zikai gyorsító,

az adatfelvételi id® nagy része ilyen kutatásra fordítható. A f® vizsgálatok proton-proton illetve

arany-arany ütközéseket céloztak
√
sNN =200 GeV energián, de sor került a nyalábenergia csökken-

tésére (az 1. fejezetben is említett RHIC Beam Energy Scan program során), valamint urán-urán,

deutérium-arany, réz-réz, réz-arany, proton-arany, proton-alumínium és 3He-arany ütközésekre is.35

A RHIC-nél hat ütközési pontban találkoznak a nyalábok szembemen® �csomagjai�. Négybe

kerültek kísérletek: két kisebb (a PHOBOS és a BRAHMS), illetve két nagyobb: a PHENIX és

a STAR. Ez utóbbiak 2000-ben való indulásuk (és el®tte ∼10 év nagyságrend¶ el®készít® munka)

után sok évig m¶ködtek, és az adatfelvétel lezárulta után is jó 10 évig tartó adatanalízis várható,

új eredmények sorával. A PHENIX-ben 2004-t®l van intézményes magyar részvétel, a STAR-ban

2018-tól kezdve. A STAR kísérlet jelenleg is gy¶jt adatokat. A PHENIX 2016-ban fejezte be az

adatgy¶jtést; itt jelenleg az utóbb említett �aratás� munkafázisa zajlik.36

A PHENIX név amolyan szándékos mozaikszó, feloldása: �Pioneering High Energy Nuclear

Interaction eXperiment�. Sok szempontból egyedi kivitelezés¶, és kiegészíti a némileg hagyomá-

nyosabb STAR detektort. Arra optimalizálták, hogy sokféle részecskét, ritka eseményeket tudjon

mérni jó részecskeazonosítással. Ez (költség szempontjából) úgy volt kivitelezhet®, ha �cserébe� a

térbeli lefedettséget, azaz az akceptanciát csökkentik. A végs® kialakításban két (a hozzávet®leges

földrajzi irányokról elnevezve �East� és �West�, keleti és nyugati) központi kar (�Central Arm�) és

34Az ilyen kollaborációk tipikus munkamenete szerint minden (a PHENIX esetében jónéhán száz) tag részt vesz
az adatfelvételben, szerz® is minden kikerül® cikken, azonban minden részt vev® intézménynek/kutatócsoportnak
van saját kutatási területe, amelyb®l készül® cikkeken konkrétabban dolgozik, nem kis munkát befektetve. A most
tárgyalt munka eredménye, a [98] cikk is sokszerz®s publikáció. Én is részt vettem az adatfelvételben, de az analízis
minden részletében is: ötletelés, konkrét megvalósítás, cikkírás. Ösztönösen óvatoskodva használok csak egyes szám
els® személyt; ez nem jelenti azt, hogy ne tartanám éppen eléggé �saját gyermekemnek� ezt a fejezetet.

35Az eddigi �kronológia� itt olvasható: https://www.rhichome.bnl.gov/RHIC/Runs/
36A PHENIX kísérlet leírásakor is most a jelen id®t használom, noha az adatgy¶jtés befejezése után a detektor-

rendszert szétszerelték, hogy helyet adjon az újabb, mostanában (2023) induló sPHENIX kísérletnek.
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két müon-kar (�Muon Arm�, North és South) valósult meg. A központi karok 2× 90◦ azimut-

szögbeli és |η| ≤ 0,35 hosszirányú akceptanciájúak, míg a müonkarok el®re� illetve hátraszórási

irányban, kb. 1,2≤ |η| ≤ 2,2 pszeudorapiditásnál vannak. Külön csoportot alkotnak továbbá az

eseménykarakterizációs detektorok. A tárgyalandó analízisben ez utóbbiak mellett a központi kar

detektorait használtuk. Röviden leírjuk a fontosabbakat; a kísérlet részletes leírása megtalálható

például a [99] publikációban. Minden detektorról külön részletes publikáció is született; ezek elérése

jelenleg (2023-ban) itt található: https://www.phenix.bnl.gov/detectors/overview.html.

3.1. ábra. Fénykép az összeszerelés alatt álló PHENIX detektorról; hangsúlyosan látszik a központi
dipólmágnes (nyalábcsövet is körbeülel®) acélszerkezete illetve a müonkarok mágnesei.
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3.2. ábra. A PHENIX kísérlet detektorai a 2010-es futási id®szakban. Bal oldal: nyalábirányból
nézve, a központi kar detektorainak kiemelésével; jobb oldal: oldalnézetben, az el®re� és hátrafelé
elhelyezked® eseménykarakterizációs detektorok és a müon-karok detektorainak kiemelésével.

Az eseménykarakterizációs detektorok közül a legfontosabbak a következ®k:

� A nullafoki kaloriméter (ZDC) két hadronikus kalorimétert jelent, amelyek a névleges ütközési

ponttól nyalábirányban ±20 méternél (a gyorsítóalagútban) helyezkednek el, és a spektátorokról
(az ütközésben továbbhaladt atommag-részekr®l) �lepárolgott�, és a nyalábkanyarító dipólmág-

nesek által már nem eltérített neutronok energiáját mérik. A ZDC f® feladata a triggerelés, azaz

annak jelzése, hogy valóban ütközés történt; a gyorsító-üzemeltetés számára is visszajelez.
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� A legfontosabb eseménykarakterizációs detektor a BBC (Beam-to-Beam Counter): ennek is két

�karja� van (�északi� és �déli�) ±144 cm-re az ütközési ponttól (3,0≤ |η| ≤ 3,9 pszeudorapiditás-

nál). Karonként 64 �cs®b®l� (kvarc-szcintillátorból és fotoelektron-sokszorozóból) áll.

A BBC-t tehát az odaérkez® kirepül® töltött részecskék szólaltatják meg. Sokrét¶ feladatot

lát el. Nehézion-�zikai futások során ® a f® �Minimum Bias� triggerdetektor.37 A szokásosan

alkalmazott triggerfeltétel (koincidenciában legalább két cs® szólaljon meg mindkét karban) a

nehézion-ütközések 92± 3%-át rögzíti. Az egy ütközésbeli összes fényhozam eloszlását egyenle-

tesen beosztva 0% és a mondott 92% között megállapítható az ütközés centralitása (százalékben

kifejezve; ld. a bevezet® 1.1.2. szakaszt). A PHENIX ezt a centralitás-de�níciót használta a
√
sNN =200 GeV-es Au+Au ütköztetési adatgy¶jtések nagy részében; 2010-ben is. A BBC csö-

venként ≃40 ps névleges felbontással méri a két karba való beérkezési id®t is; ezek átlaga és a

karok távolsága (és a c fénysebesség) alapján megadja az ütközési esemény tBBC idejét (mely

a többi id®mérés nullpontjának számít), a két karba érkezés id®különbségéb®l pedig az ütközés

(a vertex) helyzetét a z nyalábtengely mentén. Utóbbi mennyiség felbontása periférikus ütkö-

zésekben 1,5 cm körüli (a mondott id®felbontás alapján); centrális ütközésekben (a több cs®b®l

kapott több id®-információ miatt) javul; kb. 0,5 cm értékig.

� A 2010-es futás alatt m¶ködött a szintén északi és déli �karok�ból álló, a BBC-nél kisebb

1,0≤ |η| ≤ 2,8 pszeudorapiditásnál elhelyezked®, 12 osztású azimutális szegmentációjú reakciósík-

detektor (RXNP); ez m¶anyagszcintillátor+fotoelektron-sokszorozó (PMT) alapú modulokból

állt, és konverter-ólomréteget is tartalmazott (hogy a fotonok is részben jelet adjanak benne).

Ezek miatt a BBC-énél nagyobb (kb. kétszeres) eseményenkénti felbontású reakciósík-mérés vált

lehet®vé általa. Az RXNP detektort nem használtuk az alább tárgyalt analízisben.

A központi kar észleli a midrapiditásnál keletkez® részecskéket. Ide a szokásos �hagymahéj�-

elrendezésben belülre töltött részecskéket érzékel® nyomkövet® (�tracking�) detektorok kerültek

(amelyek lehet®leg minél kevésbé zavarják meg az észlelt részecskéket), kívülre pedig elektromág-

neses (azaz fotonok és elektronok energiáját mér®) kaloriméterek kerültek (melyek lehet®leg a

teljes energiát elnyelik). A központi kar akceptanciája (90◦+90◦ keleten és nyugaton) 4-4 szektorra

osztható; több detektor kialakítása ezt a beosztást követi (ld. a fentebbi 3.2. ábrát).

A töltött részecskék impulzusmérése mágneses térbeli pályagörbületb®l lehetséges:

p= qeBR, gyakorlatilag: p[GeV/c] = 0,3 ·B[T] ·R[m], (3.1)

ahol p az impulzus, B a mágneses tér, R a rekonstruált pályasugár, qe az elemi töltés.38 A PHENIX

központi karjának akceptanciájában a mágneses teret egy dipólmágnes (Central Magnet) biztosítja,

mely két külön vezérelhet® koncentrikus tekercspárból áll 60 cm illetve 180 cm sugárnál. Ezek

egyirányú m¶ködtetésével kb. 1,1 T, nagyjából a nyalábtengellyel párhuzamos mágneses tér érhet®

37A �Minimum Bias� trigger elnevezés a legkisebb torzításra utal; arra gondolva, hogy az ilyennel megjelölt ese-
mények hasonlítanak átlagosan leginkább a (kissé idealisztikusan elképzelt) �átlagos ütközési eseményre�.

38A rekonstrukciós algoritmus ±1 elemi töltést feltételez; ha egy analízis többszörösen töltött (elenyész® számban
keletkez®) �részecskékre� (például He atommagokra) kíváncsi, akkor ezt utólagosan kell �gyelembe venni.
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el; így tehát a pályagörbületb®l a pt transzverz impulzus mérhet®. (Pontosabban fogamazva:

a dipólmágnes tere nem homogén; nagy impulzusnál a pályagörbület szempontjából az
∫
B dl

�mez®integrál� a releváns mennyiség, és ennek maximális értéke ≈ 1,1 T ·m lett.)

A fontosabb központi kari detektorok a következ®k:

� Driftkamra (Drift Chamber, DC): sokszálas kamra (külön a keleti és nyugati karban) a nya-

lábtengelyt®l számítva 200 cm és 246 cm között. A szálak nagyjából z irányúak, így a DC a

részecskepályákat az x�y transzverz síkra vetítve rekonstruálja. Szögfelbontása kb. 1 mrad.

� Pad-kamrák (Pad Chamber, PC1, PC2, PC3): ezek jó pozícióérzékenység¶ gáztöltés¶ detekto-

rok, �pad�-enkénti kiolvasással. Az els® PC1 réteg közvetlenül a DC mögött található, ez adja

a nyomkövetéshez a z irányú pozíciót (kb. 1,7 mm felbontással). A második réteg PC2 (csak a

nyugati karban, a nyalábtól kb. 4 méterre) illetve a harmadik réteg PC3 (mindkét karban, köz-

vetlenül az elektromágneses kaloriméterek el®tt, a nyalábtengelyt®l kb. 5,1 méterre) célja más:

az ezekben detektált beütések a már rekonstruált részecskepályák veri�kációjára valók.

� Rendelkezésre állnak jó id®felbontású repülésiid®� (Time of Flight, �TOF�-)detektorok, de csak

kis akceptanciával: a(z eredeti kiépítésben is meglev®) TOF East a keleti 4 szektorból 1-et

teljesen, 1-et pedig 1/3 részben foglal el, a nyalábtengelyt®l 5,1 méterre, a TOF West pedig

a nyugati kar 4 szektorából kett®t félig, a nyalábtengelyt®l 4,8 méterre. A TOF East 960

m¶anyagszcintillátor-rúdból (�slat�) áll, minden rúd midkét végén fotoelektron-sokszorozóval.

Tervezett id®felbontása 80-100 ps; ez az évek során a szcintillátor fényhozam-csökkenése miatt

romlott: 2010-ben kb. 140 ps volt elérhet® (ld. kés®bb). A TOF West kés®bbi beépítés; MRPC

(multigap resistive plate chamber, többhézagos rezisztív lemezkamra) típusú gáztöltés¶ detektor,

2× 256 kiolvasócsíkkal (�strip�). Tervezett id®felbontása 80 ps; tipikusan 90-100 ps érhet® el.

� Legkívül, sugárirányban 5,1 m-t®l kezdve található az elektromágneses kaloriméter (EmCal);

4 nyugati és 2 keleti szektorban mintavev® (ólom-szcintillátor, �PbSc�), a maradék 2 kele-

ti szektorban homogén (ólomüveg, �PbGl�) kaloriméter. F® célja fotonok és elektronok által

keltett elektromágneses záporok mérése. Szegmentáltsága világszinten egyedi: a PbSc 5,5 cm

oldalú négyzetes hasáb alakú �tornyokból� áll (szektoronként 36×72, összesen 15552 darabból;

térszög-egységekben ez ∆η×∆ϕ=0,011×0,011 szegmentáció); egy torony 66 ólom� és szcin-

tillátorréteget, fényvezet®ket és egy fotoelektron-sokszorozót (PMT) tartalmaz. A PbGl még

�nomabb, ∆η×∆ϕ=0,0082×0,0082 szegmentáltságú: szektoronként 48×96, összesen 9216 to-

rony (Cserenkov-sugárzást kelt® ólomüvegblokk + PMT) alkotja. Energiafelbontásban is a PbGl

jobb: itt tipikusan δE/E≈ 1%⊕ 6%
E[GeV]

; a PbSc-ben δE/E≈ 4%⊕ 9%
E[GeV]

. A mi analízisünkben

hadronok repülési idejének mérése volt fontos; a PbSc erre is alkalmas. (A PbGl kevésbé;

másrészt az ® akceptanciáját jórészt lefedi a TOF East detektor). A PbSc tervezett id®felbon-

tása hadronokra ≃200 ps volt. Nem pontosan ismert okok miatt csak 400-600 ps volt elérhet®

(hosszadalmas kalibrációkkal, ld. alább is); mindenesetre ez is elégséges lehetett.

Az analízisünkben nem használtuk például a RICH (Ring Imaging Cherenkov) detektort: ez a

PC1 mögött található; nagy térfogatú kamrájában n=1,00036 törésmutatójú CO2-gázt tartal-
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maz, és a töltött részecskék által itt keltett Cserenkov-sugárzást gömbtükörrel gy¶r¶vé képezi le

a fotoelektron-sokszorozók síkjára. Elektronok azonosítására használható; a tipikus impulzusok

esetén egyedül ®k lépik át a c/n Cserenkov-sebességküszöböt.

2011-ben beépítésre került egy pixeldetektor (VTX vagy SVX mint Silicon Vertex detektor),

hogy a nehéz kvarkok bomlásából származó, az ütközési ponttól ≃ 100 µm-re keletkez® bomlás-

termékeket elkülönítse. A 2010-es id®szakban pedig a HBD (Hadron Blind Detector, az ütközési

pont közelében elhelyezked® Cserenkov-számláló) került f®szerepbe; célja e+e−-párok mérése volt.

Ezeket mi nem használtuk, csakúgy mint a müon-karok detektorait, a MuTr (Muon Tracker, müon-

nyomkövet®) illetve a MuID (Muon Identi�er, müon-azonosító) detektorokat sem.39

Az adatfelvételt®l a �zikai eredményekig vezet® út során több adatredukciós lépés történik. A

nyers adatok minden ütközésben minden csatorna (fotoelektron-sokszorozók, gáztöltés¶ kamrák

anódszáljai/anódlemezei, stb.) jelének digitalizált értékét tartalmazzák (egyedül az úgynevezett

zéró-elnyomással tömörítve). Egy átlagos
√
sNN =200 GeV-es Au+Au ütközési esemény mérete

néhány száz kB; egy futási id®szak alatt több petabájt adat keletkezik tehát. Az ezutáni els® �köz-

pontilag� végrehajtott lépés az akár hónapokig is tartó �adatprodukció� (Data Production), amikor

a detektorjelekb®l (az els®dleges kalibrációkat �gyelembe véve) eggyel �használhatóbb� adatokat

gyártanak. Ez utóbbiak már részecskepályákat, repülési id®ket, az EmCal-ben klasztereket (egy

zápornak gondolt, egymás melleti torony-csoportokat) stb. tartalmaznak. A különféle analízisek

(melyeket ilyen összefüggésben külön �méréseknek� hívunk) id®szaka ezután jön, amikoris ki-ki a

vizsgálni kívánt �zikai mennyiség mérésére külön módszert dolgoz ki és használ.40

3.2. Korrelációs függvények mérése: adatanalízis

3.2.1. Bevezet® gondolatok; adatsor-választás

A mi mérésünk töltött pionok Au+Au-ütközésekben meg�gyelhet® Bose-Einstein-korrelációjára,

azaz a C2(q,K) korrelációs függvényre irányult. Célunk az volt, hogy a forrásfüggvényre Lévy-

alakot feltételezve (ld. a 2.2. szakaszt) megvizsgáljuk a λ tengelymetszeti paraméter, az R sugárpa-

raméter és az α Lévy-kitev® értékét illetveK-függését, majd az eredmények alapján ezek lehetséges

�zikai interpretációját. Ehhez els®sorban pionok azonosítására és impulzusmérésére volt szükség,

amihez az adatprodukció után még sok �újrakalibrációs� lépést kellett elvégezni: a PHENIX kí-

sérletben nem csinálják meg ezeket központilag �el®re�. A tárgyalt analízisünkhöz ezeket jórészt

egyedül végeztem. Ebben a szakaszban ezt mutatom be, a �szokásosnál� talán kicsit részleteseb-

39A müonok a többi szóba jöv® részecske (hadronok, fotonok, elektronok) kisz¶résével azonosíthatók, ugyanis
®k jóval zavartalanabbul haladnak át minden anyagon. A PHENIX-ben a müondetektorok el®re� és hátraszórási
irányba helyezése beépíthet®ségi (méretbeli) korlátokból adódott; mindenesetre így a központi mágnes acélpofája
lehetett az els® elnyel® réteg. A MuID detektor vastag acéllemezekb®l (és közötte gáztöltés¶ kamrákból) áll: az
áthaladt részecskéket azonosítja müonként. A müon-nyomkövet® (MuTr) sokszálas proporcionális kamrákból áll a
müonkarokban, ahol a pályagörbítést a központi dipólmágnest®l különálló északi és déli �müon-mágnesek� végzik.

40Ez egy viszonylag szokásos munkamenet a sokoldalú kísérleti kollaborációkban. Kevesebb lépést tartalmazó,
gyorsabb adatredukció olyankor képzelhet® el, ha el®re világos, hogy csakis pontosan mi a cél; például a PHENIX-
utód sPHENIX kísérletben már az adatgy¶jtés alatt tervezik az �adatprodukciónak� és az analíziseknek az elvégzését.
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ben: fontosnak tartom tudatosítani, hogy a magasröpt¶ elméleti elgondolások kísérleti veri�kációja

�alacsonyabbrend¶� manuális munkán is nyugodhat, és ez utóbbitól sem kell �visszarettenni�, ha

érdekes kérdésekre keressük a választ. Kétféle újrakalibráció volt leginkább szükséges (ld. alább):

a repülési id® alapján történ® részecskeazonosításé és a részecskepályák veri�kációjáé.

Ahhoz, hogy megbízható mérést végezzünk sok különböz® Kt átlagos impulzusnál, mindenek-

el®tt nagy statisztikára van szükség. Az analízisünk elkezdésekor erre az akkor legfrissebb, 2010-ben

felvett
√
sNN =200 GeV energiájú arany-arany-ütközési adatok t¶ntek megfelel®nek: 7,3 milliárd

Minimum Bias eseményr®l van szó, ezeken kezdtem el dolgozni. (A következ® szóba jöv® 2014-es

adatsor ekkor még nem állt készen adatprodukciós szempontból.) Hamar kit¶nt azonban, hogy a

választott adatsor más szempontból is ideális. A 2010-ben m¶köd® HBD detektor azt igényelte,

hogy az ütközési pont mellet ne legyen mágneses tér, amit úgy lehetett elérni, hogy a központi

mágnes két tekercsét ellentétes polaritással m¶ködtették. Ez a �+−� vagy �−+� jelölés¶ üzemmód.

Ilyenkor az
∫
Bdl mez®integrál az egyirányú (�++� vagy �−−� üzemmódban való) m¶ködtetéshez

képest ≈40%-ra csökkent, ami kisebb pályagörbületet, ezáltal rosszabb nagyimpulzusú impulzus-

felbontást eredményezett (δpt/pt ≈ 1,3%⊕ 1,2% · pt[GeV/c], ld. [100]). Mi azonban kis� és közepes,

pt ≲ 0,85 GeV/c impulzusokkal foglalkoztunk, így ez nem jelentett lényeges hátrányt. Cserébe

viszont kis (pt≈ 0,2 GeV/c) impulzusú részecskéket is meg�gyelhettünk, amely nehéz (ha nem le-

hetetlen) lett volna a hagyományos �++� illetve �−−� térkon�guráció esetén. (Utóbbi esetben a

kis impulzusú pályák túl nagy görbületet szenvednek még a driftkamrában és annál kintebb is az

ide is jutó �maradék� dipólmágnes-tér miatt, így a driftkamra rekonstrukciós algoritmusa illetve

a pályákhoz a küls® (TOF, EMCal) detektorok beütéseit megkeres® algoritmus, amelyek itt már

egyeneseket feltételeznek, nem találják meg ezeket a pályákat hatékonyan.)

3.2.2. Kalibrációk: repülési id® az elektromágneses kaloriméterben

A PbSc tornyaiból az id®információ-kimenet úgy születik, hogy ahogy a fotoelektron-sokszorozó

analóg kimeneti jele felfut, ez átbillent egy diszkriminátort, ami ekkor egy ezután id®ben lineárisan

növekv® feszültség-jelet indít (�TAC�, Time to Analog Converter), majd ennek a PHENIX �Com-

mon Stop� elektronikus jeléig elért értéke alakul a TDC (mint Time to Digital Converter) nev¶

digitális jellé. Ebb®l kell rekonstruálni a toronyba való mért tmeas beérkezési id®t:

tmeas = t0 − LC · TDC− tBBC , ahol t0 = tstop + tcorr, (3.2)

és itt tBBC a BBC által rögzített esemény-id®, az LC (�least count�) az egy TDC-ugrásnak meg-

felel® (akár minden toronyra különböz®) id®, tstop pedig a gyorsító csomagkeresztezési órajelét®l a

Common Stop-ig eltelt id®. Az a lényeg viszont, hogy mindenféle e�ektusok miatt további tcorr id®-

korrekciót kell végezni, hogy a valódi repülési id®t kaphassuk. Az adatok alapján a fent t0-lal jelölt

összeget lehet kinyerni (ami elég) a töltött részecskék következ® ∆tπ jellemz®jének eloszlásából:

∆tπ := tmeas − texp,π, ahol texp,π ≡ L

c

√
1+

m2
π

p2
. (3.3)
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Itt L a pályahossz (a track-modellb®l), p az impulzus, mπ =139 MeV pedig a töltött pion tömege:

a ∆tπ tehát a valódi repülési id® eltérése attól, amennyi lett volna, ha a részecske töltött pion. A

részecskék jelent®s része viszont valóban töltött pion, így ha a fenti (3.2) egyenletbeli t0 helyesen

van beállítva, akkor a mondott eloszlásnak a ∆tπ=0 értéknél lesz éles maximuma. Ha pedig ez a

maximum nem nullában van, akkor eltolódása közvetlenül megadja a kell® korrekciót, −t0-t.
A detektor összetettsége miatt ezt a vizsgálatot több iterációval kell végezni. El®ször külön-

külön mind a 15552 toronyra egy t0,twr értéket kell keresni. Ezután �gyelembe kell venni azt,

hogy az id®mérés eltolódása a toronyban leadott energia nagyságának (a PHENIX-ben ennek neve

Ecent) függvényében is változik.41 Ez utóbbi függés (sajnos) minden toronyra más; az ebb®l jöv®

t0,twr,ecent korrekciót (ami ráadásul jelent®s) két iterációban volt érdemes kezelni (az automatizált

illesztések jó m¶ködéséhez). Az alábbi 3.3. ábra ízelít®t ad ebb®l a munkafázisból.
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3.3. ábra. Példa-illesztések a PbSc id®kalibrációjára. Balra fent: a TDC eloszlása egy toronyban;
leválasztva a �pedestal� beütéseket (amikor nem keletkezett használható id®információ). Jobbra
fent: a mondott ∆tπ id®különbség eloszlása egy toronyban; itt kb. −120 ns értékre kell(ett) kor-
rigálni. Balra lent: tornyonkénti �slewing�-illesztés (amikor az id®jel Ecent-függésére korrigálunk)
els® iterációja; itt ad hoc A+B/sqrtEcent+C/Ecent függvényalakkal. Jobbra lent: a második ite-
ráció (ami a függ®leges skálákból láthatóan már �nomabb).

Néha szemmel végig kellett pásztázni a sok-sok hisztogramot: vannak olyan tornyok, amelyek

nem adnak jelet, illetve olyanok is, amelyekben (elektronikai hiba miatt) nem jó az id®jel, nem

m¶ködik az id®kalibráció sem. Az alábbi 3.4. ábra ilyen utóbbi eseteket mutat.

41Ennek legalább két oka van. Más-más energiájú torony-beütéseknek geometriailag máshol lesz a maximális fény-
kibocsátása, így a tornyok fényvezet®iben megtett fényút változik. Az úgynevezett slewing-hatás pedig elektronikai
ok: a TAC-indító diszkriminátor-szint elérése hamarabb történik, ha nagyobb az analóg jel.
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3.4. ábra. Példák �rossz� tornyokra a PbSc-ben. Bal oldalon: ahol már a TDC-eloszlás láthatóan
patologikus (valószín¶leg a TAC→TDC analóg-digitális konverterének hibás bitjei miatt). Jobb
oldalon: bizonyos tornyok hibája a második körös Ecent-korrekció nem megbízható alakján látszik.

Jónéhány toronyban a hivatalos LC (�least count�) TDC↔ns kalibrációs konstansokat is kor-

rigálni kellett: a tBBC esemény-indulási id® függvényében a ∆tπ id®eltolódás nem volt konstans,

mert a valódi id® egy nem 1-szeres szorzóját adta a hibás LC-érték (ld a (3.2) egyenletet).
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3.5. ábra. A �least count� (1 TDC-nek megfelel® id® ns-ban kifejezve) tornyonkénti újrakalibrációja.
Balra fent az események BBC-ben mért idejének eloszlása: ez a gyorsítóvezérlés, a csomagmin®ség
függvénye is; több ns-ot átölel. A legtöbb toronynál alig kellett változtatni az LC-értékeken (jobbra
fent): ekkor a tBBC függvényében nem tolódik el az id®mérés. Jónéhány toronyban viszont igen
(példa balra lent); ilyenkor módosítani kellett az LC-értékeket. A kapott szükséges szorzókat a
PbSc egyik (nyugati kar, 3-as) szektorában jobbra lent láthatjuk (az itteni 36×72 toronyra).
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Az adatfelvételi id®szak (�Run�) során kb. órás �m¶ködések� történnek (ezeket is �run�-oknak hív-

juk): ezek azok az id®tartamok, amikben az adatgy¶jt® szoftver (DAQ, Data Acquisition) meg-

szakítás nélkül m¶ködik. Jelent®s hatása van annak is, hogy ezen �run�-ok között is módosul az

id®eltolódás: a meg�gyelt, az eddigi korrekciókat már alkalmazva kapott ∆tπ-eloszlás maximum-

helye elvándorol 0-tól a �run�-ok során erre-arra. Ennek oka nem teljesen világos (akár id®járás�

vagy hálózati áramfrekvencia-változás is okozhatja); mindenesetre korrigálni kell rá. Az alábbi 3.6.

ábra mutatja ezt a korrekciót, valamint az eddigiek után kapott végleges id®felbontást (amelyet a

∆tπ eloszlás szélessége ad meg): látszik, hogy ezen 400-600 ps értékek eléréséhez valóban szükség

volt a tárgyalt (több esetben sok ns) eltolódásokra korrigálni.
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3.6. ábra. Balra: �run�-onkénti id®eltolódás; ez szektoronként is különbözik. Jobbra: az eddigi
korrekciók után kapott id®felbontás hadronokra, PbSc szektoronként, az Ecent függvényében. A
hadron-beütések tipikus Ecent értéke kb. 0,2 GeV, ami pont a legkényelmesebb tartomány.

3.2.3. Kalibrációk: repülési id® a TOF detektorokban

A legnagyobb akceptanciát a PbSc fedi le, de fontos, hogy a mért korrelációs függvény vonat-

kozásában meggy®z®djünk, hogy a különféle alkalmas detektorokkal mért eredmények egymással

konzisztensek. Használni akartuk tehát a (szcintillátor-alapú) TOF East és az (MRPC-alapú)

TOF West detektorokat is. A TOF East id®kalibrációját már megcsinálták akkorra, amikor el-

kezdtük ezt az analízist, a TOF West-re azonban nem volt elérhet® ilyen. Itt is szükség volt a

repülési id®nek az adatokból történ® kalibrációjára. Ez is a track-ek valódi tmeas repüsi idejé-

nek a pionokra várt texp,π repülési id®vel való összehasonlítása alapján végezhet®, ugyanúgy, mint

a PbSc elektromágneses kaloriméter esetén: úgy kell korrigálni, hogy végül a ∆tπ = tmeas−texp,π
mennyiség eloszlásának nullánál legyen a maximuma. Itt is szükség volt külön-külön mind az 512

kiolvasócsíkot (�strip�-et) a jelnagyság (ADC) függvényében kalibrálni, több iterációval, továbbá

itt is megjelent az adatfelvétel �run�-jaitól való függés. Az elvárt id®felbontás itt kb. 80-100 ps,

így alaposabban kellett vizsgálni az eltéréseket. Itt fontos lett egy olyan e�ektus, ami a PbSc-ben

kevésbé volt az (mellesleg ez az egy lépés a TOF East detektor adataiban sem volt el®re elérhet®

az adatsorunkra): az id®mérés nullpontját adó BBC detektorban is a jelnagyság függvényében egy
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eltolódás jelentkezik (a BBC id®mérés-bekapcsoló diszkriminátorainak �slewing�-hatása miatt). Ez

befolyásolja a BBC-ben mért nulla-id®t, tBBC-t, ami végüls centralitás-függ® id®eltolódásként je-

lentkezik az összes id®mérésben. Erre is korrigáltam tehát (mindkét detektor, a TOF East és a

TOF West esetében is). Az alábbi 3.7. ábra mutat egy-két példát a mondott folyamatból, a 3.8.

ábra pedig a végs® kapott id®felbontást.
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3.7. ábra. Példa-illesztések a TOF West detektor id®kalibrációjára. Fent: példa egy kiolvasócsík
(�strip�) ADC-függ® id®eltolódására (balra: els® iteráció, jobbra: második iteráció). Lent balra:
adatfelvételi �run�-onkénti id®eltolódás, a két (256 csíkot tartalmazó) panelben és pozitív/negatív
részecskékre külön (utóbbi önellen®rzés). Jobbra lent: az eseménycentralitás függvényében szük-
séges korrekció; ez nem a TOF West detektor, hanem a BBC m¶ködésére vezethet® vissza.

run index
0 100 200 300 400 500 600 700 800

R
e
s
o

lu
ti
o
n
 (

n
s
)

0.12

0.125

0.13

0.135

0.14

0.145

0.15

0.155

0.16

0.165

0.17

Timing resolution vs. run index in TOF East

Negative

Positive

Timing resolution vs. run index in TOF East

run index
0 100 200 300 400 500 600 700 800

R
e
s
o

lu
ti
o
n
 (

n
s
)

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

0.12

0.13

0.14

Timing resolution vs. run index in TOF West

Neg., 60 < ADC < 600

Pos., 60 < ADC < 600

Neg., 600 < ADC < 1200

Pos., 600 < ADC < 1200

Timing resolution vs. run index in TOF West

3.8. ábra. A TOF detektorok id®felbontása az adatainkban az adatfelvételi id®szakok (�run�-ok)
sorszámának függvényében. Balra: a TOF East detektor; tipikus érték kb. 140 ns. Jobbra: a TOF
West detektor (az ADC-jelnagyság két jellemz® értékénél); a tipikus érték 90-100 ns.
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3.2.4. Kalibrációk: pályaveri�káció, illeszkedési (�matching�) vágások

A PHENIX nyomkövet® algoritmusa úgy veszi, hogy a részecskepályák a (BBC detektor által loka-

lizált) ütközési pontból (�vertexb®l�) indulnak, így határozza meg pályahosszukat és impulzusukat.

Ez a módszer els® körben nem alkalmas jónéhány cm-re a vertext®l (például Λ-barionok vagy KS
0

mezonok bomlásaiból) keletkez® részecskék nyomkövetésére.42 S®t a vertexb®l jöv® pályák közül

is ki kell sz¶rni kétféle �hátteret� (nem igazi részecskepályákat). El®fordulnak véletlen párosítá-

sok a DC-PC1-ben detektált pályák és a küls® detektork (EmCal, TOF) beütései között, ha az

igazi részecske közben elbomlott, vagy a pályarekonstrukció hibázott: ez kis impulzusoknál jelen-

t®s. El®fordulnak továbbá bentebbi bomlásból keletkezett, de a DC-PC1 rétegre éppen majdnem

mer®legesen repül® részecskék: ezeket (amúgy ritka) nagyimpulzusú részecskéknek gondolja az

algoritmus, utóbbiakhoz így komoly arányú (hibás) hátteret adva.

Ezek kezelésére az illeszkedési (�matching�) vágások használatosak. A küls® (EmCal, TOF,

PC3) detektorokban mért beütés-pozíció és a DC-PC1-b®l tudott pálya oda extrapolált pozíciója

z illetve φ irányú∆z illetve∆ϕ különbségének eloszlásai mutatják a valódi részecskéket jelent® csú-

csot és a mondott hátteret: ezen eloszlásokra kell �vágni� a csúcs körül, hogy amennyire lehet, csak

igazi részecskepályákat tartsunk meg. Az alábbi ábra példát mutat ilyen ∆ϕ� és ∆z-eloszlásokra.43
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3.9. ábra. Példa az illeszkedési (�track matching��) eloszlásokra: a PbSc detektorbeli ∆z (ld. a
szövegben) eloszlása adott kinematikai ablakban. Bal oldalon: egy kisimpulzusú, jobb oldalon egy
nagyimpulzusú �pt-szelet�: mindkét esetben jelent®s háttért®l szabadulhatunk meg a vágással.

A probléma az, hogy a∆z és∆ϕ valódi részecskékre vonatkozó várható értéke általában nullától

különböz® (tipikusan cm nagyságrend¶); szórása pedig nem konstans (de szintén cm nagyságren-

d¶). Ez a várható érték és szórás összetett módon függ a részecskék töltését®l (görbületi irányától),

impulzusától, polárszögét®l, az esemény centralitásától és a vertex z-koordinátájától, és persze at-

tól, hogy melyik detektor (EmCal, TOF, PC3) melyik szektoráról van szó. Néhány ilyen függés

42A PHENIX eredeti kiépítésében nincsen nyomkövet® detektor az ütközési pont és a driftkamra között. (2010-ben
sem volt; a 2011-ben beépített pixeldetektor (SVX) elvileg segített ezen, de különféle okok miatt mégsem használták
sok kés®bbi analízisben sem.) Mindenesetre az eredeti kiépítésben is lehet(ett) például a mondott Λ, KS

0 részecs-
kékkel foglalkozó analíziseket végezni a bomlási hely eltolódásának statisztikus alapon való �gyelembevételével.

43Ezen hisztogramokra nyilván dupla Gauss-függvény illesztése szükséges (a hátteret a jelt®l szétválasztandó),
sokszor mégsem ilyet illesztettek korábban; igen körülményes (volt) ugyanis automatizálni.
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érthet®: nyilván szerepet kap az egyes detektorok helyfelbontása, a ∆ϕ-beli eltolódás kis pt-nél je-

lent®s a maradék (szórt) mágneses tér miatt, a PbSc-ben ∆z-eltolást okoz nemnulla polárszögnél,

hogy az (elektromágneses záporokra optimalizált) pozíciómérés kicsit torzít a hadronok beütési

helyén, a ∆z szélességek centralitásfüggése a BBC vertexpozíció-felbontását tükrözi, a szektoron-

kénti eltolódások a detektor pontos helyzetének (�alignment�) függvényei. Végeredményben tehát

paraméterezni kell a ∆z� és ∆ϕ-eloszlások szélességeit és helyzetét a mondott változók függvé-

nyében.44 Ez is hosszadalmas, sok iterációs munka; néhány lépést mutatnak a 3.10. és a 3.11.

ábrák. Ezen kalibrációkat (tehát a különféle detektorokban a ∆z és ∆ϕ mennyiségek eloszlásai

szélességének és helyének pt-függ®, a többi releváns változótól való függését is �gyelembe vev®

paraméterezését) elvégezvén tudhattuk megbízhatóan használni az illeszkedési vágásokat a ∆ϕ-re

és/vagy a ∆z-re valahány standard szórás (σ) értéknél kevesebbet megkövetelve, így kisz¶rve az

igazi részecskepályákat a nem igazi �zikai részecskéket jelent® háttérb®l.
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3.10. ábra. Példa-illesztések a PbSc detektorban: balra a ∆ϕ, jobbra a ∆z illeszekdési (matching-
)változók, fent a szélesség, lent a várható érték (eltolódás), a pt függvényében, különféle (a DC-PC1-
ben mért) z-koordinátáknál (amely koordináta itt tehát lényegében a pálya polárszögét tükrözi).
Jól látszik, hogy a∆z-beli eltolódás függ ett®l. A függ®leges tengelyen mért �σ� érték egy eredetileg
�tippelt� értéket jelent; végs® soron korrigálni kell tehát a tapasztalt függésre. Megjegyzés: az itt
mutatott illesztések nem t¶nnek megbízhatóknak nagy (pt ≳ 4GeV/c) impulzusnál, mégis kiderül,
hogy ott is használhatóak (lennének; erre a tartományra az analízisünkben nincs szükségünk).

44 Jó tehát érteni néhány mondott okot, de ez az alkalmazáshoz nem kell; pláne, hogy sok meg�gyelt függés oka
nagyon nem érthet®. Például a 3.10. és a 3.11. ábrákon is látható, hogy a meg�gyelt pt-függésnek �törése� van 1,5
GeV/c-nél: ez, amennyire tudom, minden korábbi és kés®bbi adatsorban is meg�gyelhet® volt, de manapság már
talán senki sem tudja ennek (valószín¶leg valahol mélyen a rekonstrukciós szoftverben rejl®) okát.
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3.11. ábra. Az el®bbi ábrához hasonló példa-illesztések a PC3 detektorban balra a ∆ϕ, jobbra a
∆z mennyiségekre: fent a szélesség, lent a várható érték a pt függvényében, a DC-PC1-ben mért
z-koordináta szerint di�erenciáltan. Jól látszik a(z el®z® 44. lábjegyzetben említett ismeretlen okú)
�törés� pt=1, 5 GeV/c-nél, valamint a kis impulzusú szélesség-növekedés.

3.2.5. Kalibrációk: m2-spektrumok, részecskeazonosítás

Az illeszkedési vágásokkal megtisztított részecskepálya-minta már alkalmas arra, hogy a (már ka-

librált) t repülési id® alapján azonosítsuk a részecskéket. Szükség van még a p impulzusukra és az

L pályahosszukra: ezekb®l a rekostruált m2 tömegnégyzet és annak δ(m2) bizonytalansága

m2 = p2
[(

ct

L

)2

− 1

]
⇒ δ(m2) = 2

m2
0

p
δp ⊕ 2p

√
m2

0+p
2
c

L
δt (3.4)

módon adódik, ahol δp illetve δt az impulzus� illetve a repülésiid®mérés felbontása, és az utóbbi

képletbe visszaírtuk a részecske valódi m0 tömegét. A δ(m2)-ben a δp-s tag nagyjából konstans;

kis p-nél ad növekményt (a δp felbontás p-független része miatt, ami a kisszög¶ Coulomb-szórások

miatt van). Nem túl kicsi impulzusnál a repülési id® bizonytalansága fontosabb: nagy p-k felé

p2-tel arányos. A részecskeazonosításhoz az m2-eloszláson látható, ismert részecskék (pion, ka-

on, proton) tömegnégyzetei környékén megvalósult csúcsok körül valahány standard eltérésnyire

vágunk: azon pályákat fogadjuk el adott részecskéknek, amelyek ez alapján valószín¶síthet®en

azok (és nem másmilyenek). Az m2-eloszlásokat a mondottak miatt impulzusfügg®en kell nézni,

a különböz® δt id®felbontású detektorokban külön, és paraméterezni kell az m2-eloszások közepeit

illetve szélességeit. Az alábbi 3.12. ábra egy példát mutat m2 spektrumra, a 3.13. ábra pedig az

impulzus� és m2-térképet mutatja az azonosított pionok, kaonok, protonok kiemelésével.
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3.12. ábra. Példaia repülésiid®-kalibrációk után kapott m2-spektrumokra a TOF East detektorban
két impulzus-szeletben, a pionoknak, kaonoknak és protonoknak megfelel® csúcsokat kiemelve.
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3.13. ábra. A végleges részecskeazonosítási ábrák: rekonstruáltm2 tömegnégyzet a töltés×impulzus
függvényében, balra az az összes, jobbra a pionnak, kaonnak vagy protonnak elfogadott (a
tömegnégyzet-csúcs körül 2σ-nyira vágott, a többiekt®l pedig �vétó�, kizáró 2σ vágással megkülön-
böztetett) részecskékre a három id®mér® detektorban: TOF East, TOF West, PbSc kaloriméter.
Látszik utóbbi rosszabb id®felbontása (a függ®leges tengely is más).
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3.2.6. Eseménykeverés, párvágások

A tárgyalt kalibrációkat elvégezve megbízhatóan rekonstruálhattunk pionokat a 2010-es futási id®-

szak arany-arany ütközési adataiban. Az analízisünkben ehhez a következ® vágásokat alkalmaztuk:

� Az események (a vertex) z-pozícióját -30 cm és +30 cm közé korlátoztuk: így elkerülhe-
t®, hogy a részecskék nagy számban szóródjanak a központi dipólmágnes szerkezetén.

� Csak a � jó min®ség¶� részecskepályákkal foglalkoztunk: ezek azok, amelyek a driftkamra
mindkét rétegében nyomot hagytak, és amelyekhez egyértelm¶en megtalálható volt a be-
ütés a PC1 pad-kamrában (a z koordináta, így a polárszög rekonstrukciója végett).

� A TOFE, TOFW és PbSc detektorokban 2σ illeszkedési vágást alkalmaztunk ∆ϕ és ∆z
irányban is (a valódi beütés és a pálya-extrapoláció közötti eltérésre).

� A piontömeg-négyzet körül 2σ-n belül, de a kaontömeg-négyzett®l legalább 2σ-nyira lév®
rekonstruált tömegnégyzet¶ részecskéket fogadtunk el pionokként (külön-külön a PbSc, a
TOF East és a TOF West detektorokban is).

Az így kapott pion-mintával már mérhettünk π+π+ illetve π−π− korrelációs függvényeket. Az

összes Minimum Bias esemény helyett végül a 0%-30% centralitású eseményeket vizsgáltuk (ez kb.

2,2 milliárd eseményt jelentett); erre azért volt szükség (már az eredmények véglegesítése során),

hogy elkerüljük a kezdeti geometria sokfélesége miatti értelmezésbeli bizonytalanságot.

A korrelációs függvény de�níciója ugyebár (ld. az el®z® fejezetbeli (2.1) egyenletet)

C2(p1,p2) =
N2(p1,p2)

N1(p1)N1(p2)
≡ N2(p1,p2)

N11(p1,p2)
⇔ C2(Q,K) =

N2(Q,K)

N11(Q,K)
. (3.5)

Itt ugye N1(p) az egyrészecskés, N2(p1,p2) a kétrészecskés invariáns impulzuseloszlás, és ideigle-

nesen bevezettük az N11(p1,p2) ≡ N1(p1)N1(p2) jelölést a kényelem kedvéért. A második felírt

alak kihangsúlyozza, hogy amint az el®z® fejezetben körüljártuk, a változóktól való függésére úgy

tekintünk, hogy adott K-nál mérjük ki a Q-függést; ugye K az átlagos, Q a relatív impulzus.

Kísérletileg ez úgy történik, hogy az adatsor eseményein végighaladva minden eseményen belül

minden rekonstruált részecskepárt (például pionokra gondolva minden π+π+ vagy π−π− párt) vé-

gignézünk, és a K értékekre szelektálva elkészítjük a Q eloszlását ezen párokra (hisztogramokkal).

Ezen eloszlást �aktuális eloszlás�nak hívjuk, és A(Q,K) módon jelöljük. Innen úgy lehetne meg-

kapni az N2(Q,K) pár-impulzuseloszlást, hogy ezt elosztjuk a detektor adott K és Q értékeknél,

vagyis adott p1 és p2 részecske-impulzusoknál megvalósuló E2(p1,p2) hatékonyságával:45

N2(Q,K) =
A(Q,K)

E2(p1,p2)
. (3.6)

Az E2 faktort nem könny¶ pontosan ismerni, mert hozzájárul az akceptancia (térbeli lefedettség), az

egyes detektor-elemek és a használt vágások hatékonysága, valamint a �pár-hatékonyság� is, vagyis

hogy a detektor mennyire tud egy eseményen belül két részecskét megkülönböztetni. Mindenestre

a (3.5) de�níció nevez®jében szerepl® beli N11(Q,K)-t is meghatározhatjuk hasonlóan úgy, hogy

különböz®, (korrelálatlan) eseményekb®l vett részecskepárok Q-eloszlását készítjük el ugyanígy:

45Vissza kellene még osztani persze az összes vizsgált esemény számával is, de ez mindenhonnan kiesne alább.
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ennek neve �háttér-eloszlás�, jele B(Q,K). Ebb®l is megkaphatnánk az N11(Q,K) eloszlást, de itt

csak az E1(p1) egyrészecskés rekonstrukciós hatékonyság jelenik meg:

N11(Q,K) =
A(Q,K)

E1(p1)E1(p2)
. (3.7)

Látható, hogy a nehezen kezelhet® E-faktorok egy jelent®s részét®l megszabadulhatunk hányados

képzésével. Elhagyva a K jelölést arra gondolva, hogy adott K értékre/tartományra fókuszálunk:

C2(Q) =
A(Q)

B(Q)
, hacsak E2(p1,p2) = E1(p1)E1(p2). (3.8)

Az utóbbi E2= E1 · E1 egyenl®ség igaz a detektor akceptanciájának illetve egyrészecskés detektá-

lási hatékonyságának szempontjából, azonban a részecskepálya-párok nyomkövetési hatékonysága

eltérhet az egyes hatékonyságok szorzatától a detektorok véges szegmentáltsága miatt. Ezt úgy

vizsgálhatjuk, ha a detektorokban a részecskepálya-párok térbeli ∆r pozíciókülönbségének korrelá-

ciós függvényeit nézzük: ennek 1-t®l való eltérése utalhat arra, hogy E2(p1,p2) ̸= E1(p1)E1(p2). A

PHENIX-ben a használt detektoraink adott radiális pozíciónál vannak, így a mondott hatékony-

ságot a párok ∆z longitudinális illetve ∆ϕ azimutális szeparációja függvényében vizsgáltuk. Az

alábbi 3.14. ábrán láthatjuk az így képzett korrelációs függvényeket.

3.14. ábra. Párrekonstrukciós hatékonysági ábrák (azaz C(∆z,∆ϕ) korrelációs függvények a párok
∆ϕ illetve ∆z pozíciókülönbségének függvényében) a használt detektorokban; sorrenben: drift-
kamra, PbSc (keleti kar; hasonló a nyugati kar is), TOF East és TOF West. A bejelölt vágásokon
kívül ezek elfogadhatóan 1 érték¶ek; ezekb®l sz¶rtük le a (szövegben tárgyalt) párvágásokat.

Jól látszik, hogy kis szeparációnál (ami a driftkamrában a z irányú szálak hosszanti érzéketlensége

miatt fennáll nagy ∆z-értékekig is) a párok rekonstrukciós hatékonysága 1-nél kisebb: ez tehát

nem kívánt detektor-e�ektus, neve kézenfekv®en �részecskepálya-összeolvadás� (track merging). A
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kis szeparációnál másutt megjelen® er®s pozitív korreláció is kisz¶rend® e�ektus: ez az úgynevezett

�felhasadás� (track splitting), amikor az algoritmus egy eseményen belül egy valódi pályát (hibásan)

két közeli pályaként rekonstruál, egy hamis �részecskepár� megjelenését okozva így.

Ezekt®l tehát megszabadulhatunk, ha �pár-vágásokat� végzünk: nem engedünk meg olyan pá-

rokat sem az A(Q), sem a B(Q) hisztogramokban, amelyek az egyes detektorokbeli ∆z illetve ∆ϕ

értékeik alapján a nem megfelel® hatékonysági tartományba esnének. Az imént látott ábrát (és

sok hasonlót) részletesen megvizsgálva úgy láttuk, hogy ha a következ® párvágásokat tesszük, az

megfelel®en biztosítja a posztulált E2(p1,p2)= E1(p1)E1(p2) egyenl®séget:

a driftkamrában: ∆ϕ > 0,025 rad és ∆ϕ >
(
1− ∆z

11 cm

)
· 0,15 rad,

a PbSc kaloriméterben: ∆ϕ > 0,02 rad és ∆ϕ >
(
1− ∆z

18 cm

)
· 0,14 rad,

a TOF East-ben: ∆ϕ >
(
1− ∆z

13 cm

)
· 0,13 rad,

a TOF West-ben: ∆ϕ > 0,085 rad vagy ∆z > 15 cm.

(3.9)

Megjegyezzük, hogy még egy pár-vágást is tettünk: ha az algoritmus két (közeli) pályához ugyan-

azt a repülésiid®-mér® modult (PbSc-beli �tornyot�, TOF East-beli �rudat� vagy TOF West-beli

kiolvascsíkot) rendelte, akkor ezek közül az egyiket (véletlenszer¶en) kidobtuk. Ez azonban (a

többi párvágás gondos végrehajtása esetén) már nem okozott érdembeli hatást.

A párvágások alkalmazásával tehát nyugodtan mondhatjuk, hogy kísérletileg

C2(Q) =
A(Q)

B(Q)

minden adott K-nál, jól

normált A(Q) és B(Q) esetén.
(3.10)

Mérhetünk �egydimenziós� korrelációs függvényt is Q helyett valamilyen kevesebb szabadsági fo-

kot jelent® változót használva. Ahogy láttuk a 2.1. szakasz végén, a részecskepár LCMS koordi-

nátarendszerét (a Longitudinally Co-Moving System-et) használva (és reakciósíkra átlagolva, azaz

eszerint nem di�erenciáltan mérve) a K a Kt transzverz vetületként jelenik meg, illetve tudhatjuk

korábbi mérésekb®l, hogy itt C2(Q) Q-ban nagyjából gömbszimmetrikus. Az alábbiakban ezért

az LCMS-t és az ebben vett |Q| egydimenziós változót használjuk:

C2(Q) =
A(Q)

B(Q)
·
∫
Q∈Q dQB(Q)∫
Q∈Q dQA(Q)

minden Kt-szeletnél,

ahol tehát Q ≡ |QLCMS|,
(3.11)

persze külön a π+π+ és a π−π− párokra. Beírtuk, hogy az A(Q)-t és B(Q)-t normálni kell valamely

(mostQ-val jelölt)Q-tartományra vett integráljaikkal: a közvetlenül mért A(Q) és B(Q) normálása

akármilyennek adódhat, attól függ®en is például, hogy hány eseményt használunk. A normálás

után a C2(Q) remélhet®leg tényleg 1-hez tart nagy Q-ra, azonban a végs® illesztésében így is

biztosan szerepeltetni kell egy abszolút normálási paramétert.

Az A(Q) hisztogramok legyártásához végigmegyünk minden eseményen, és azokon belül min-

den π+π+ illetve π−π− részecskepárt beosztunk a(z LCMS-ükben kiszámított) Kt-jük szerint a

megfelel® hisztogramba az adott Q értéküknél. A B(Q) elkészítéséhez pedig az aktuális esemény

mellett elkészítünk egy �kevert eseményt�, amiben csakis különböz® igazi eseményekb®l származó

pionokat válogatunk össze (véletlenszer¶en), és ezeket párosítjuk egymással.
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Igen fontos, hogy a kevert esemény létrehozásához csakis olyan események igazi pionjait hasz-

náljuk, amelyek a globális jellemz®ket tekintve egymáshoz nagyon hasonlóak, azaz lehet®leg majd-

nem azonos centralitásúak illetve z-irányú pozíciójúak legyenek: ilyenekre lehet feltételezni, hogy

a rekonstrukciós hatékonyság megegyezik, ami pedig kell ahhoz, hogy a (fentebb E1-gyel jelölt)
rekonstrukciós hatékonyság valóban kiesik a korrelációs függvény, A(Q)

B(Q)
képzése során. Programo-

zástechnikailag ez azt jelenti, hogy az eseményeket (z-vertex és centralitás szempontjából �nom

felosztású) csoportokba soroljuk, és minden csoportból megfelel® számú eseményt megtartunk a

memóriában (hogy elkészíthessük bel®lük a kevert eseményt); az aktuális eseményen továbbhaladva

azt betöltjük a memóriába, ezzel párhuzamosan pedig a legrégebbi ilyen osztályú eseményt töröl-

jük. Így végülis az egész adatsoron végighaladva megkapjuk az A(Q) és a B(Q) hisztogramokat,

külön-külön minden vizsgált Kt-nél (és külön a π+π+ illetve a π−π− párokra).

3.3. Korrelációs függvények: eredmények

3.3.1. A C2(Q) függvények mérése; hibaforrások

Analízisünkben (�gyelembe véve a fentebbiekben kifejtett részecskeazonosítási lehet®ségeinket)

a 0,18GeV/c≤Kt≤ 0,86GeV/c Kt-tartományra fókuszáltunk; ez a modell-alkotás szempotjából

relevánsabb mt ≡
√
K2

t +m
2
π változóban a 0,228GeV≤mt ≤ 0,871GeV tartománynak felel meg.

Részletes, 31 szakaszra (�bin�re) való felosztással dolgoztunk, minden ilyenben külön mérve a C2(Q)

korrelációs függvényt, végülis így képet kapva a C2(Q,Kt) összetett függésr®l.

Ezután a korábbi 2.2.2. szakaszban a (2.51) egyenlet környékén leírt iteratív Coulomb-korrekciós

módszerrel illesztettük ezeket gömbszimmetrikus Lévy-alakú forrásfüggvénnyel (ez utóbbi de�ní-

cióját ld. a (2.54) egyenletben). Végülis tehát az illesztett függvény a következ®:

C
(modell)
2 (Q) = K(Q)×

(
1+λe−|QR|α

)
×N(1+ϵQ), (3.12)

ahol K(Q) a Coulomb-korrekció. Az illesztési paraméterek pedig el®ször is a �zikai jelentést hor-

dozó λ korreláció-er®sség, az R sugárparaméter illetve az α Lévy-stabilitási index, másodsorban

pedig az itt bevezetett N normálási tényez® és az ϵ meredekség. (Utóbbiakat a (3.11) egyenlet-

ben feltüntetett normálás bizonytalansága illetve a nagy Q-nál még mindig jelen lév®, és minden

bizonnyal nem a vizsgált kvantumstatisztikus hatás miatti maradék korreláció teszi szükségessé.)

Az alábbi 3.15. ábra két példát mutat adott mt-szeletnél mért ilyen korrelációs függvényekre és

illesztésükre. Feltüntettük az illesztésekb®l kapott λ, R és α paramétereket statisztikus hibáikkal

együtt. Az illesztési tartományt gondosan kellett megválasztani (külön-külön minden esetben,

az ábrákon mutatottakban is): nagyon kis Q-értéknél látványosan elromlik az illeszkedés, ami

arra vezethet® vissza, hogy a párvágások hatása nem biztos, hogy kisz¶r minden nem kívánt

maradék detektor-hatást. Csak olyan illesztéseket fogadtunk el, ahol az algoritmus valódi χ2-

minimumot talált, és a végs® χ2-értékb®l és a szabadsági fokok számából (az angol rövidítés szerint:

az NDF-b®l) kiszámolt kon�denciaszint (�hihet®ség�) 0,1% fölött van. Ez a kritérium többé-kevésbé
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általánosan elfogadott ilyen esetekre; kb. olyan er®s feltétel, mint azt mondani, hogy egy paraméter

nem térhet el a várható értékét®l 3-4 standard eltérésnyinél (3-4σ-nál) jobban.
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3.15. ábra. Két példa �nyers� korrelációs függvény mérésére és a szövegben leírt módon való
illesztésére, az így kapott λ, R és α (valamint N és ϵ) paraméter-értékek feltüntetésével. Láthatjuk
az illesztés χ2/NDF értékeit valamint az ebb®l számolt �CL� kon�denciaszint-értéket (�con�dence
level�) is; a lényeg, hogy ez az elfogadhatónak mondható CL>0,1% tartományban van. Az alsó sáv
mutatja az adatpontoknak az illesztett függvényalaktól való, hibával normált eltérését: azt, hogy
jó az illesztés, az mutatja, hogy ez a pontosorozat 1 eltérés¶ normális eloszlás 0 körül.

Természetesen fontos kérdés az eredmények bizonytalansága (�hibája�). Ez egy részben statisztikus

hiba, amelyet a χ2-érték minimalizálása során közvetlenül megad az illeszt®algoritmus:46 1σ-nyi

hibát olyan paraméter-változás jelent, ami (a többi paraméter rögzítése esetén) a χ2-et éppen 1-

gyel növeli. Az így kapott statisztikus hibáinkhoz annyi megjegyzés tartozik, hogy az illesztéseink

során a λ, az R és az α értékek igen er®sen korreláltaknak bizonyulnak; konkrétabban: a (λ, R)

párosításban er®s (98% körüli) a korreláció, míg a (λ, α) és az (R, α) párosításokban er®s (≈−97%)

antikorreláció �gyelhet® meg. A paraméterek önmagukban vett statisztikus hibái tehát annyiban

eltúlozzák a bizonytalanság mértékét, hogy nem látszik rajtuk, hogy valójában képezhetnénk bel®-

lük olyan kombináció(ka)t (�módusokat�), amely(ek)nek a bizonytalansága(i) jóval kisebb(ek), mint

önmagukban a λ-é, az R-é illetve az α-é. Ez jelenleg is érdekes kérdést jelent a kutatásainkban.47

A másik kérdés a nehezebben kezelhet® szisztematikus bizonytalanság ; a statisztikus bizony-

talanságon túlmen®en ez hivatott megvilágítani, hogy �mennyire hihet®� a mérésünk. Ez kissé

szubjektívnak is t¶nhet; eredend®en a szisztematikus hibákat csak megbecsülni lehet, nincsen

rájuk univerzális algoritmus (ahogy a statisztikus bizonytalanságra viszont van). A tárgyalt kor-

relációs mérések esetében azonban felderíthet®k egy bevált módszertannal. Ennek lényege, hogy

46Az illesztéseink során a MINUIT2 könyvtárat használtuk [101]; konkrétabban a MINOS algoritmust.
47Érdekesség, hogy viszonylag �véletlenül� sikerült olyan paraméterkombinációt találni, amely megfelelni látszik

ennek a feltételnek: kevésbé korrelált az egyes paraméterekkel, ezzel párhuzamosan kisebb statisztikus hibával
megkapható az illesztések során. Ez a [98] cikkünkben R̂-pal jelölt R̂≡ R

λ(1+α) változó. Jelenleg nem ismerjük ennek
a mennyiségnek (vagy bármi olyannak, aminek ez valamiféle közelítése lehetne) semmiféle �zikai interpretációját.
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�tökéletes� detektor esetén a mért C2(Q) korrelációk és így az illesztett paraméterek statisztikus

hibán kívül nem lennének érzékenyek a vágások változtatására, így a valódi esetben a használt

vágások és módszerek variálásával kapott eredmények eltéréséb®l lehet megbecsülni módszereink

�biztosságát�, azaz a szisztematikus bizonytalanságot. Alább sorra vesszük az ehhez használt �szisz-

tematikus vizsgálatainkat�. (A kapott becsült hibák értékeir®l itt csak általános megjegyzéseket

teszek; a konkrét számértékeket ld. a hivatkozott [98] cikkben.)

1. Az adatpontok �f® értékét� adó mérést a TOFE, TOFW és PbSc detektorokból együtt kapott

pionokon végeztük. Összehasonlítottuk a csak az egyik (TOF East, TOF West) vagy csak a

másik fajta (PbSc) detektor által azonosított pionokból kapott eredményeket, illetve azt is, hogy

mekkora az eltérés a keleti és a nyugati kar C2(Q) között. Ez utóbbi jelent®s eltérést okozott;

a becsült szisztematikus bizonytalanságok egyik f® forrásának adódott.48

2. Megvizsgáltuk, hogy mennyire érzékenyek az eredmények a részecskeazonosítási vágás er®sségére

(azaz hogy az m2 spektrumon 1,5σ, a standard 2σ vagy pedig a lazább 2,5σ módon vágunk a

piontömeg-négyzet körül). Ahogy várható, ebb®l a korreláció er®sségét jelent® λ paraméter

bizonytalansága származik leginkább, ez is inkább a nagyobb mt értékeknél, ahol (f®leg a PbSc-

ben) a részecskeazonosítás tisztasága már kicsit kérdésesebb.

3. Az illeszkedési (matching) vágások standard értékének (2σ a TOFE, TOFW, PbSc detektorok-

ban, nincs követelmény ka PC3-ban) megváltoztatását is vizsgáltuk: a PC3-ra megkövetelve

2,5σ-t illetve 1,5σ-t, valamint a TOFE, TOFW, PbSc detektorokban 2,5σ-t illetve 1,5σ-t is ki-

próbáltunk. Kis impulzusnál az m2-spektrumokból láthatóan még az illeszkedési vágások után

is jelent®s háttér származik a véletlen pálya-beütés-asszociációkból, 0,2 GeV környékén a TOFE

és TOFW esetében 2-3%, a PbSc esetében 8-10%, de kicsit is nagyobb impulzusnál már jóval

kisebb ez. Ezért ezen szisztematikus vizsgálatból f®leg kis mt-nél vártunk jelent®s hatást. A

tapasztalat azonban azt mutatta, hogy a hatásnak nincs ilyen durva mt-függése.49 Ugyanakkor

(f®leg a PC3 vágás változtatásának) nagy hatása volt, leginkább a λ-ra.

4. Megvizsgáltuk a párvágások (ld. a 3.2.6. szakaszt) változtatásait is: a standard mellett még 2

másik, egy �lazább� és egy �szigorúbb� geometriájú vágást kipróbáltunk a driftkamrában és a

részecskeazonosító detektorokban is (ld. a fenti 3.14. ábrát is). Az ebb®l becsült szisztematikus

bizonytalanság nem elhanyagolható, de nem a legjelent®sebb.

5. A nyers C2(Q) korrelációs függvények Lévy-alakkal való illesztését egy adott Qmin és Qmax

értékek között kell végezni; ezen értékek változtatásának hatását is szisztematikus bizonyta-

lanságként könyveltük el (10 darab lehet®séget vizsgáltunk). Ugyancsak megvizsgáltunk kétféle

lehet®séget a Coulomb-korrekcióra. Egyikben egyszer¶en az LCMS koordinátarendszerben mért

Q változót írtuk a Coulomb-korrekcióba. A másik esetben (helyesnek gondolt módon, ld. az

el®z® fejezet 2.2.1. szakaszában a (2.40) egyenlet utáni megjegyzéseket) a Coulomb-korrekciót

adott Q ≡ QLCMS-nél a PCMS-beli QPCMS≡Qinv változó ehhez tartozó átlagos értékénél vettük.
48A mögöttes ok minden bizonnyal a nyomkövetés és impulzusmérés helyt®l függ® változékony érzékenysége: a

driftkamra �öregszik�; a benne található kb. 50000 szál némelyike elszakad(t) az évek során.
49A kis impulzusnál valószín¶bb véletlen asszociációs esetben is a részecskepálya leginkább valódi pion, nem más.
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3.3.2. A �zikai paraméterekre vonatkozó eredmények

Az alábbi ábrák az analízisünk �zikai eredményeit, azaz az illesztett paramétereket mutatják; a

satírozott hibasávok a leírt vizsgálatok alapján becsült szisztematikus bizonytalanságokat jelentik.

(A számértékek megtalálhatók a [98] cikkben; itt nem terhelem a szöveget a táblázatos közlésükkel.)

Els®ként tekintsük az α Lévy-index értékeit, melyet az alábbi 3.16. ábra mutat.
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3.16. ábra. A mért α Lévy-index az mt függvényében, statisztikus és szisztematikus hibákkal
együtt. Az ábrán vízszintes vonallal jelölt átlag α=1,207 érték¶nek adódik.

A mért α-értékek nulladik közelítésben kb. mt-függetlenek; ugyanakkor az α(mt)=α0= konstans

illesztés nem elfogadható statisztikailag. Megállapíthatjuk továbbá a következ®ket:

� Az α-értékek szigni�kánsan (azaz statisztikus és szisztematikus hibán kívül) eltérnek az α=2

Gauss-esett®l; utóbbit feltételezve elfogadhatatlan kon�denciaszintre vezet az illesztés. Fontos

megemlíteni, hogy az ismert hidrodinamikai modellszámítások egységesen Gauss-alakra vezetnek

(ld. pl. [35, 102]); a mutatott eredmény komoly érdekl®dést indított el az irányban, hogy vajon

hogyan lehet hidrodinamikai képben Lévy-eloszlás alakú forrásfüggvényt leírni.

� Nem Gauss-alakú korrelációs függvények leírására korábbi analízisekben (például a CMS kí-

sérletben p+p, p+Pb és p+Pb ütközésekben [81, 103]) gyakran az α=1-hez tartozó, azaz (a

korábbi (2.55) egyenlet alapján láthatóan) Cauchy-eloszlás alakú forrásfüggvényt feltételeztek;

eredményünk alapján a RHIC-nél Au+Au ütközésekben ez az eset is kizárható.

� Mint a 2.2.3. szakaszban említettük, a Lévy-eloszlások megjelenésének egyik forgatókönyve a

QCD kritikus pontjának közelsége. Ekkor az α kitev® az η jel¶, a kritikus pontbeli térbeli korrelá-

ció hatványfüggvény-lecsengését megadó η kritikus indexszel egyezne meg. A QCD univerzalitási

osztálya a háromdimenziós Ising-modellével egyezik meg [104], amiben pedig η≈ 0,036, illetve

véletlen küls® tér esetén η≈ 0,5 [105�107]. Eredményünk megnyugtató tehát abból a szempont-

ból, hogy ha helyes is ez a forgatókönyv, akkor sem látjuk a kritikus pont jelét
√
sNN =200 GeV

energiájú Au+Au ütközésekben, amint az egyéb eredmények alapján nem is várjuk azt.
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Tekintsük ezután az R sugárparaméterre (más néven: a Lévy-alak skálaparaméterére) vonatkozó

eredményeket, melyeket az alábbi 3.17. ábrán láthatunk. Itt nem magát az R-et, hanem az 1/R2

mennyiséget ábrázoltuk az mt függvényében: ennek oka az, hogy a hidrodinamikai modellszámí-

tások egybehangzó eredményei alapján az 1/R2 mennyiség mt-ben közelít®leg lineáris növekedését

várjuk [35,102,108], amit a korábbi (Gauss-alakot feltételez®) mérések is alátámasztanak [37,109].

Jól látszik, hogy a Lévy-alak feltételezésével kapott eredményeink konzisztensek ezzel a várakozás-

sal, ami más szempontból meglep®, tudva, hogy a hidrodinamikai kép Gauss-alakot sugall.
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3.17. ábra. A Lévy-forrás R sugárparaméterére kapott eredménye: az 1/R2 mennyiség az mt

függvényében. Erre Gauss-forrás esetén közelít®leg mt-ben lineáris függést várunk hidrodinamikai
modellszámítások alapján. Az ábrán feltüntettük egy egyszer¶ ilyen illesztés paramétereit.

Végül a korrelációs függvény er®sségét mér® λ paraméter mt-függését az alábbi 3.18. ábra jobb

oldalán látható. Ez semmiképpen nem konstans: nagy mt-nél szaturálódik, kis mt-nél csökken.

A nagy bizonytalanságok részben abból származnak, hogy amint fentebb mondtuk, az α és a λ

paraméterek er®sen antikorreláltak. Fontos továbbá, hogy több szisztematikus hibaforrás er®sen

mt-korrelált: például a részecskeazonosítási vágások változtatása majdnem teljesen egy irányú

elmozdulást eredményezett minden mt-nél. Ezek miatt érdemes volt egy származtatott mennyisé-

get bevezetni: a λ(mt) függésre a nagyobb mt-j¶ (mt> 0,55 GeV) tartományon �λmax� konstanst

illesztettünk, és az ezzel kiszámolt λ/λmax-ot vizsgáltuk. Ez a mennyiség látható a 3.18. ábra

jobb oldalán: ebben több hibaforrás hatása kiesik vagy lecsökken, így a kis mt-s csökkenés még

szigni�kánsabb.50 Az ábrán megadtunk egy egyszer¶, Gauss-alakú kis mt-s �lyukat� feltételez®,

λ

λmax

=1−H exp
(
− 1

2σ2

[
m2

t−m2
π

])
(3.13)

függvényt használó illesztést is, melyben még semmiféle modellfeltevés nincsen; bármiféle követ-

keztetések további vizsgálatához alkalmas lehet majd.
50A szisztematikus hibát itt értelemszer¶en úgy kell(ett) becsülni, hogy minden mérés-beállításnál (vágások,

illesztési tartomány stb.) az úgy jelentkez® λmax-ot használva tekintettük a λ/λmax beállításoktól függ® változását.
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3.18. ábra. Bal oldalon: a mért korrelációs függvények er®ssége (a λ paraméter) az mt függvé-
nyében (Lévy-eloszlást feltételezve). Jobb oldalon: a szaturációs értékkel visszaosztott λ-érték (a
szövegben részletezett módon Gauss-függvénnyel paraméterezve illetve egy elméleti elképzeléssel
összevetve); ez utóbbi fajta adatsorban kiesik néhány szisztematikus hibaforrás.

Megjegyzend®, hogy régebbi HBT-mérésekben a λ paraméternek, noha ismert volt ennek a ko-

herens részecskekeltéssel illetve a mag-glória-modellel kapcsolatos esetleges �zikai jelentése (ld.

a korábbi 2.2.2. szakaszt), nem igazán tulajdonítottak �komoly� szerepet.51 A 2.2.2. szakaszban

tárgyalt mag-glória-modell alapján azonban lehetséges lehet �zikai következtetést levonni:
√
λ je-

lentése eszerint ugyanis ugye az, hogy (adott mt-nél) megadja a közvetlenül az ütközési zónában

(a �mag�-ban) keletkezett pionok összeshez viszonyított arányát.

A nem az ütközési zónában, azaz a �glóriában� keletkez® töltött pionok hosszú (több mint

néhányszor 10 fm/c) élettartamú rezonanciák vagy részecskék bomlásából származnak. Ilyen bomló

részecskék például a KS
0 , az ω, az η vagy az η′. Az η→ π+π−π0 illetve az η→ π+π−γ bomlás

valószín¶sége 22,7% illetve 4,6%, az η′ → π+π−γ bomlásé 29,4%, az η′→ π+π−η bomlásé pedig

44,6% (és ez utóbbi az η-kon keresztül is töltött pionokat termel); az η és η′ bomlástermék-pionjai

hangsúlyosan szerepelnek tehát a �glória�-járulékban.52

Az η′ mezon, és kisebb részben az η mezon esete más szempontból is érdekes: ®k az u, d,

s kvark-ízeken ható SU(3) szimmetria η8 oktett illetve η1 szinglett ábrázolásának szuperpozíci-

ói; az η1 járuléka a meg�gyelhet® η′ állapotban nagyobb. Az η1 tömege az UA(1) íz-szimmetria

spontán sérülése miatt a naiv kvarkmodellt®l eltér® nagy értéket kap. Régóta ismert elképzelés,

hogy forró hadronikus közegben az UA(1) szimmetria helyreállhat, így az η′ mezon tömege csök-

kenhet [110] (és ez kisebb mértékben, de az η tömegére is hatással lehet [111]). Ha pedig egy

nehézion-ütközésben létrejöv® η′ mezon ilyen módon csökkent tömeggel keletkezik, akkor a közeg

51Például nem igazán okozott fennakadást, hogy a qinv invariáns impulzust használó egydimenziós és a qout, qside,
qlong változókat használó háromdimenziós mérések szigni�kánsan, trend-szinten eltér® λ-kra vezettek [37]. Mi ezért
(is) kezdtünk el gondolkodni a �helyes� egydimenziós gömbszimmetrikus változó kérdésén (ld. a 2.1. szakaszt).

52AKS
0 mezon 69,2%-ban π+π− párra bomlik; cτ =2,68 cm-es élettartama miatt várhatóan több cm-re az ütközési

ponttól, azonban a PHENIX-nél (a nyomkövetés tárgyalt sajátosságai miatt) ezen pionokat nem lehet hatékonyan
kisz¶rni, így ®k is a �glóriához� járulnak. Az ω mezon f® kontribúciója pedig az ω→π+π−π0 bomlás (89,2%).
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elbomlása után úgy nyeri vissza vákuumbeli tömegét, hogy közben mozgási energiájából veszít, ami

igen megnöveli a kis impulzusú glória-járulék pionok számát [112], vagyis ez egy magyarázat lehet

a kis impulzusnál látott λ(mt)-csökkenésre. Ha elfogadjuk (a mag-glória-modell alapján), hogy

a korrelációs függvények
√
λ(mt) paramétere tényleg teljesen pontosan megadja az adott mt-j¶

pionokban a bomlásból származó pionok arányát, akkor a mondott elképzelést úgy tesztelhetjük,

hogy a meg�gyelt λ(mt)-t összevetjük a külünféle keletkezett rezonanciák számarányait leíró mo-

dellekkell (úgynevezett �rezonancia-koktélokkal�). Korábbi analízisek (melyek
√
sNN =200 GeV-es

arany-arany ütközéseket vizsgáltak) is publikáltak már λ(mt) adatsorokat; ezek ilyen irányú vizs-

gálata arra vezetett [113, 114], hogy a kis mt-s �lyukat� kézenfekv®en úgy lehet leírni, ha valóban

feltesszük, hogy a kis impulzusú η′-részecskék megnövekedett számaránnyal keletkeznek, ami tehát

közvetett bizonyíték a közegbeli tömegcsökkenésükre.

A mi általunk mért adatokon, aholis mindenképpen el®relépést jelentett az, hogy konzisztenseb-

ben kezeltük a Coulomb-hatást és az illesztést (Gauss-alakú forrás helyett általánosabb Lévy-alakot

feltéve), szintén teszteltük ezt az elképzelést. Az iménti 3.18. ábra jobb oldalán a mért λ/λmax

adatokat összehasonlítottuk egy ismert alkalmazott rezonancia-koktélból (az úgynevezett Kaneta-

Xu-modellb®l [115]) számolt menettel, különféle közegbelim∗
η′ tömegértéket feltéve az η

′-mezonra.53

Látszik, hogy a vizsgált modell keretein belül a tömegmódosulás nélküli eset (amikor m∗
η′ a váku-

umbeli mη′ =958 MeV értékkel egyezik meg) nem igazán illeszkedik az adatokra, csökkent tömeg

esetén viszont elfogadható leírást kaphatunk. Eredményeink tehát meger®sítik az η′ közegbeli tö-

megmódosulásra az említett korábbi [113, 114] analízisekben is látott közvetett bizonyítékot az η′

mezon közegbeli tömegcsökkenésére.

3.4. Összefoglalás, kitekintés

Ebben a fejezetben bemutattam az els® olyan nehézion-�zikai korrelációsfüggvény-mérést, ami-

ben Gauss-alak helyett általánosabb Lévy-eloszlást tettünk fel a forrásfüggvény alakjára. Ezt a

PHENIX kísérletnél végeztünk az egydimenziós QLCMS változó függvényében. Az eredmények

nagy érdekl®désre tartanak számot. Hidrodinamikai jelleg¶ viselkedést látunk az R sugárparamé-

ter mt-függésében, noha a Lévy-stabilitási α index mért értéke kizárja az α=2 Gauss-esetet, mely

pedig a közkelet¶ hidrodinamikai alapú várakozás lenne. A korrelációs függvény er®sségét jellemz®

λ paraméter viselkedése pedig e pontosabb tárgyalás esetén is érdekes struktúrát mutat, mely a

mag-glória-modell keretein belül bizonyos részecskék (leginkább az η′ mezon) közegbeli tömegének

módosulására utal.

Mindenképpen további vizsgálatok szükségesek azonban itt. Például tisztázandó, hogy a λ

paraméter látott kis mt-s csökkenése nem származik-e koherens pionkeltésb®l. Ehhez (a koráb-

bi 2.2.2. szakaszban is említett módon) a többrészecskés korrelációs függvények szimultán mérése

53A modell ilyen módosításának �nomhangolásához szükség volt még egy a 3.18. ábrán B−1 módon jelölt para-
méter bevezetésére. Azok a csökkent tömeg¶ η′ mezonok, amelyek túl kicsi eredeti energiával keletkeznek ahhoz,
hogy az fedezze a hiányzó mη′ −m∗

η′ tömeget, �csapdázódnának� nulla impulzusnál. Fel kell mégis tenni, hogy ®k
is valamilyen más h®mérsélet-paraméter¶ termikus eloszlást kapnak végül; ezen h®mérséklet-paraméter a B−1.
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segíthetne hozzá. Érdekes kérdés a pionok mellett kaonok korrelációjának vizsgálata, az egydi-

menziós mérés általánosítása háromdimenziós Bertsch-Pratt-koordinátákat használó (vagy akár a

reakciósíktól mért azimutszög szerint di�erenciált) mérésre, a Lévy-paraméterek centralitásfüggé-

sének meghatározása. Ezen analízisekben komoly el®rehaladást értünk el a PHENIX kísérletben

is.

Jelenleg már a STAR kísérlet tagjaként ezen kísérletnél is dolgozom ilyen témákon, immáron

diákok témavezet®jeként is. Ez a kísérlet bizonyos szempontból még alkalmasabb is az ilyen tí-

pusú HBT-korrelációs mérések kivitelezésére: jóval nagyobb (kis összeillesztési �lyukak� híján az

|y|=1 rapiditásig és 2π azimutszögben az egész térszögre kiterjed®) lefedettsége miatt több adat

gy¶lik, pontosabb mérés végezhet®. Az itteni (jelenleg el®zetes, �preliminary� státuszú) eredmé-

nyek például annyiban már biztosan módosítják (azaz: pontosítják) a PHENIX-nél kapottakat,

hogy Lévy-eloszlások illesztésével itt már kizárható a hidrodinamikai jelleg¶ 1
R2 =A+ Bmt skálá-

zás; mt-nek egy törtkitev®j¶ hatványára van szükség. Ez a meg�gyelés jelenleg szintén elméleti

megalapozásra, magyarázatra vár.

A STAR kísérletben lehet®ség nyílik a RHIC Beam Energy Scan program során felvett kisebb

energiájú ütközések adatait is vizsgálni, ezeken is elvégezni a Lévy-alakú forrást feltételez® fem-

toszkópiai mérést, mely újszer¶ módon ad löketet a kritikus pont keresésének illetve a fázisátmenet

további részleteinek feltárásához.

A fejezetben bemutatott munka volt az els® olyan adatanalízis, melyet kutatócsoportunk saját

témaként a PHENIX kollaboráció keretein belül teljesen véghezvitt. Ez mintegy kinyitott egy ajtót

számomra, számunkra: másfajta, nemcsak korrelációs függvénnyel foglalkozó mérések (analízisek)

lehet®sége is elérhet® lett. Egyik a közeljöv®ben tervezett kutatási irányom például az, hogy

konkrét, közvetlen mérést végezzek az η′ mezonok spektrumára (ami fájdalmasan hiányzik mind

a PHENIX, mind a STAR kísérlet eddigi eredményei közül), ilyen módon esetleg közvetlenebb

bizonyítékot (vagy cáfolatot) kapva a közegbeli tömegcsökkenésre, egyúttal a mag-glória-modell

érvényességi körének tisztázására.
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4. Hidrodinamikai modellezés

Ebben a fejezetben nehézion-ütközések hidrodinamikai leírásának témakörében végzett kutatások-

ról számolok be. Doktori dolgozatomat csakis ebb®l a témakörb®l írtam; a már akkor bemutatott

eredményeket most csak összefoglalom röviden, a hangsúlyt az azóta végzett kutatásokra teszem.

A f®bb jelölések a következ®k. A Minkowski-féle metrikus tenzor jele gµν , +−−− szignatúrával.

x≡ (t, r) a térid®-koordináta. A hidrodinamikailag leírt közeg σ entrópias¶r¶sége, T h®mérséklete,

v sebességmez®je (illetve uµ≡ γ(1,v) négyessebessége, ahol γ≡ 1√
1−v2

a Lorentz-faktor), p nyo-

mása, ε energias¶r¶sége, esetleg µ kémiai potenciálja és megfelel® n részecskeszáms¶r¶sége ezen x

függvénye. A s¶r¶ségeket lokális nyugalmi rendszerben mért egységnyi térfogatra értjük.

4.1. Hidrodinamika a nehézion-�zikában; alapegyenletek

4.1.1. Bevezetés

A hidrodinamikai egyenletek nem tartalmaznak �zikai (energia�, id®�, méret)skálát, csak a lokális

termikus eloszlásra felírt energia� és impulzusmegmaradást. Ezért lehet hidrodinamikát alkalmaz-

ni egymástól �távoli� területeken; az egész Univerzum tágulásától kezdve a köznapi folyamatokon

át a nehézion-�zikai folyamatokig. Most ez utóbbi lehet®ségre fókuszálunk. Ahogy az 1. fejezetben

láttuk, a keletkezett kis impulzusú részecskék spektruma exponenciális, termikus jelleg¶. Ez való-

jában régebbi gondolat; már az 1950-es években meg�gyelték nagyenergiás hadron-ütközésekben

(melyeket akkoriban a kozmikus sugárzás �szolgáltatott�), hogy az átlagos transzverz impulzus

0,5 GeV/c körüli, az ütközési energiától szinte függetlenül [116, 117]. Fermi 1950-ben statisztikus

modellt javasolt az ilyen ütközésekben meg�gyelt multiplicitás-eloszlásra [118]; mondván, hogy az

er®s kölcsönhatás gyorsan szétosztja az energiát a sok megjelen® szabadsági fok között. Landau

állapította meg, hogy a részecskék spektrumának leírásához már hidrodinamikai leírás is szüksé-

ges [119]. Ezen megindulva írta fel a relativisztikus hidrodinamika egyenleteit, és munkatársaival

közösen meg is adtak egy (azóta Landau-Halatnyikov-megoldásnak hívott) egzakt megoldást, amit

alkalmazni lehetett a rapiditáseloszlás leírására [120,121].

A Landau által bevezett alapvet® képet nagyjából ma is érvényesnek gondoljuk. A nagyenergiás

nehézion-ütközésben keletkezett anyag hamar, nagyjából 1 fm/c id® alatt termalizálódik, majd a

hidrodinamikailag leírható módon tágul. (Ma, a kvark-gluon plazma felfedezése után már tudjuk,

hogy ennek során átalakul kvarkanyagból hadronanyaggá.) Ezután történik a hadronközeg kémiai

kifagyása, amikor megsz¶nnek a részecsketípus-változtató rugalmatlan szórások, majd a kinetikai

kifagyás, amikor a rugalmas szórások is abbamaradnak, így az akkori termikus eloszlás �állítja be� a

végállapoti meg�gyelhet® hadronspektrumot. A hadronokra vonatkozó mérhet® mennyiségek tehát

leginkább csakis a végállapotra érzékenyek. Fotonok és leptonok (e+ és e−) viszont keletkeznek a

kifagyás el®tt is: amint korábban láttuk, ezek �áthatoló próbáknak� számítanak, mert kijutnak a

közegb®l; az ® eloszlásuk tehát a teljes id®fejl®désre is érzékeny.
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Ami a hadronokat illeti, Landau a Tf kifagyási h®mérsékletet 140 MeV körülinek gondolta (a

piontömeg alapján; mondván, hogy Tf ≃ mπ esetén még éppen történnek részecsketípus-változtató

szórások). Ma azt mondhatjuk, hogy hozzávet®legesen helyes ez az érték, de nem világos, hogy

mennyire különbözik a kémiai és a kinetikai kifagyás; modellalkotáshoz jók ezek a fogalmak, de

nyilván nem éles váltásokról van szó, a kifagyási h®mérsékletek is �elkent� értékeket jelentenek, gon-

dolatikag is összefolyhatnak. Mindenesetre hadronok keletkezésének hidrodinamikai leírására az a

�recept�, hogy veszünk egy hidrodinamikai megoldást (azaz az egyenletek megoldásait adó uµ(x),

T (x) stb. mez®ket), és egy kifagyási feltételt, ami egy hiperfelületet de�niál, majd az ez utóbbin

érvényes, a hidrodinamikai megoldásból származtatott lokálisan termalizált eloszlásból (ld. rögtön)

kiszámítjuk egy adott hadrontípus S(x,p) forrásfüggvényét. Ez utóbbiból pedig kiadódnak a meg-

�gyelhet® mennyiségek. Például az egyrészecske-eloszlás és a Bose-Einstein-korrelációs függvény

N1(p) ≡ E
dn

d3p
=

∫
d4xS(x,p) és C

(0)
2 (p1,p2) ≈ 1 + λ

S̃(Q,K)

S̃(0,K)
(4.1)

módon írható fel (ld. a korábbi (2.2) és (2.10), (2.11) egyenleteket; utóbbit a λ szorzóval módosí-

tottuk a 2.2.2. szakaszban felidézett mag-glória-modell �gyelembevételével).

A lokálisan termalizált forrásfüggvény és a hozzá tartozó integrálási mérték az alábbi �kombi-

nált� alakban írható fel (a jelölések értelmét ld. alább):

S(x,p)d4x =
g

(2πℏ)3
pµd3Σµ(x)

B−1(x, p)+ sq
H(τ̃)dτ̃ . (4.2)

Itt g=2s+1 a spin-degenerációs faktor (s tehát a részecske spinje); sq értéke rendre 0, 1 illetve -1

Boltzmann�, Bose-Einstein� illetve Fermi-Dirac-eloszlás esetén, B−1(x, p) a sebességmez® által de-

�niált nyugalmi rendszerbeli relatvisztikus inverz Maxwell-Boltzmann�(Maxwell-Jüttner-)eloszlás:

B−1(x, p) = exp
(pµuµ(x)

T (x)
− µ(x)

T (x)

)
; (4.3)

d3Σµ(x) a kifagyási hiperfelület háromdimenziós vektori mértéke (mely négyesvektorként pszeu-

doortogonális erre a hiperfelületre); τ̃ pedig olyan �lokális id®-jelleg¶� koordináta, melynek egyik

szintfelülete a kifagyási hiperfelület (így értékét ott τ̃f -nek hívhatjuk).54 Például ha a kifagyási

hiperfelület a laborrendszerben egyidej¶, azaz rajta t=const, akkor egyszer¶en τ̃ = t, és tér-id®-

szeletelt felírásban d3Σµ(x)= (1,0) d3r . Szokták például úgy is választani a kifagyási hiperfelüle-

tet, hogy az az úgynevezett sajátid®-koordináta, τ szintfelülete legyen; ekkor tehát:

ha τ̃ = τ ≡
√
xµxµ =

√
t2−r2 ⇒ pµd3Σµ(x)dτ̃ = pµ

xµ
τ
d3r dt. (4.4)

54Az, hogy megadtuk egy szintfelületét, még nem rögzíti a τ̃ koordináta menetét (a szintfelület környékén sem); a
további el®írás az, hogy úgy kell ®t választani, hogy az integrálási mértékekre dτ̃ d3Σ(x)=d4x=dtd3r teljesüljön,
aholis d3Σ(x)=

√
d3Σµ(x)d3Σµ(x) a vektori mérték pszeudohosszaként kapott skaláris hiperfelület-mérték. Ha a

kifagyási xs hiperfelület-koordánátát az r hármasvektorral paraméterezve adjuk meg, azaz tér-id®-szeletelt felírásban
xs(r)= (f(r), r), akkor d3Σµ(x)=−εµνρσ∂xxν∂yxρ∂zxσ d3r, amib®l d3Σµ(r)= (1,∇f) d3r; ez pont akkor id®szer¶
(azaz a hiperfelület térszer¶), ha mindenhol |∇f |< 1 (persze c=1-et véve). A τ̃ választására itt a szakaszban
mutatott két egyszer¶ példa ezekkel a megfontolásokkal összhangban van.
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AH(τ̃) függvény a kifagyásnak a τ̃ �id®� szerinti eloszlása. Ha a kifagyást lokálisan pillanatszer¶nek

tekintjük, akkor a forrásfüggvény tartója a kifagyási hiperfelület, vagyis ekkor H(τ̃)= δ(τ̃−τ̃f ).
Megengedhetünk azonban τ̃ szerint �elkent� kifagyást is. Végül az, hogy a (4.2) számlálójába

pµd3Σµ(x)-et kell írni, az ezt tisztázó [122] cikk szerz®inek nevei alapján Cooper-Frye-el®írás névre

hallgat. Ennek értelme többek között az, hogy abban a lokális rendszerben, ahol a kifagyás egyidej¶

(vagyis d3Σµ lokális id®tengely-irányú), a részecskeenergia pµ-nek a d3Σµ irányú vetülete, és ezt

véve fogjuk valóban relativisztikus invariáns módon az E szorzót kapni N1(p)=E dn
d3p

kifejezésében.

Adott hidrodinamikai megoldás és kifagyási feltétel esetén tehát kiszámíthatjuk a hadronokra

vonatkozó mérhet® mennyiségeket, amiket aztán összehasonlíthatunk a mérésekkel. Ez alátá-

maszthatja a hidrodinamikai leírást; els®sorban például így lehetett lesz¶rni a kvark-gluon plazma

folyadék-jellegét. Részletesebb vizsgálatokkal az anyag érdekl®désre számot tartó további tulajdon-

ságai tárulnak fel (nyomás, állapotegyenlet, viszkozitás stb). Ehhez persze nemcsak a végállapot

ismerete lehet szükséges, hanem az id®fejl®désé is.55 Ami a hidrodinamikai egyenletek megoldását

illeti, kereshetünk numerikus illetve analitikus képletekkel felírható megoldásokat. El®bbiek gépi-

esebben alkalmazhatók, de utóbbiak szerepe sem t¶nik el: önmagukban matematikai szempontból

is érdekesek, és egyszer¶ képletekkel világíthatják meg a dinamika, a különféle hatások szerepét.

4.1.2. A hidrodinamikai egyenletek

Röviden megtárgyaljuk itt a hidrodinamika alapegyenleteit. A relativisztikus eset általánosabb; ez-

zel foglalkozunk most el®ször. Tökéletes folyadékok esetén Landau nyomán a T µν energia-impulzus-

tenzorból indulunk ki. Akkor tekintjük tökéletesnek (disszipatív folyamatok nélkülinek) a folyadé-

kot, ha mindenhol található olyan vonatkoztatási rendszer, amiben T µν diagonális, diag(ε, p, p, p)

alakú, és ekkor a laborrendszerb®l ebbe való áttéréshez tartozó uµ(x)-et tekintjük a folyadékelem

négyessebességének, a felírt p(x) és ε(x) mez®ket pedig nyomásnak és energias¶r¶ségnek. A T µν

tenzor alakja ekkor akármilyen rendszerb®l nézve olyan kovariáns kifejezés, ami a lokálisan uµ-höz

rögzített rendszerben, ahonnan nézve uµ=(1,0), az iménti diagonális alakot adja. Ez a következ®:

T µν = (ε+p)uµuν − pgµν . (4.5)

A hidrodinamikai egyenletek ezután a lokális energia� és impulzusmegmaradásból származtathatók.

Rögtön szétírjuk az uµ irányú és a rá pszeudoortogonális vetületeket (1+3 független egyenlet):

∂νT
µν = 0 ⇔ uµ∂νT

µν = 0 és (gµρ−uµuρ)∂νTρν = 0. (4.6)

Továbbá ha van megmaradó n részecskeszáms¶r¶ség, akkor annak Nµ árams¶r¶ségére

∂µN
µ = 0, ahol Nµ ≡ nuµ. (4.7)

55Az id®fejl®dés, mint mondtuk, nem rekonstruálható csakis a hadronok meg�gyelhet® mennyiségeib®l egyértel-
m¶en. Vagy valamilyen modellfeltevéssel kell élni a már termalizált kezd®állapotra, vagy a mondott áthatoló próbák
(fotonok, leptonok) mérésével és modellezésével juthatunk információhoz.
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Behelyettesítve T µν iménti (4.5) alakját a (4.6) egyenletekbe majd elvégezve a deriválásokat és a

projekciókat (emlékezve, hogy uµuµ=1, és ebb®l következ®leg uν∂µuν =0), arra jutunk, hogy

(ε+p)uν∂νu
µ = (gµρ−uµuρ)∂ρp, (4.8)

(ε+p)∂µu
µ + uµ∂µε = 0, (4.9)

n∂µu
µ + uµ∂µn = 0. (4.10)

Az els® az energiamegmaradási egyenlet, a második az Euler-egyenlet, a harmadik pedig valóban

kontinuitási egyenet. Ez még jobban látható, ha beírva, hogy u0= 1√
1−v2

, az uk hármasvektor
v√
1−v2

, a deriváltak pedig ∂0= ∂t, ∂k =∇, áttérünk háromdimenziós jelölésre:56

∂tv+(v∇)v = −1−v2

ε+ p

(
∇p+ v∂tp

)
, (4.11)

∂tε+(v∇)ε = −(ε+p)(∇v)− ε+ p

1− v2
(∂t+v∇)

v2

2
, (4.12)

∂tn+(v∇)n = −n(∇v)− n

1−v2
(∂t+v∇)

v2

2
. (4.13)

Az el®került ∂t+v∇ kombináció az együttmozgó derivált ; egy a folyadékelemekhez rögzített mennyi-

ség változási gyorsaságát fejezi ki. Az utolsó egyenlet egy ekvivalens alakja az nu0= n√
1−v2

mennyi-

ségre (a laborrendszerb®l látott s¶r¶ségre) vonatkozó szokásos típusú kontinuitási egyenlet:

∂t
n√
1−v2

+∇
( n√

1−v2
v
)
= 0. (4.14)

Ahhoz, hogy elegend® számú egyenletet kapjunk, meg kell még adni az anyag állapotegyenletét.

Felidézzünk az anyag E energiája, S entrópiája, T h®mérséklete, p nyomása és V térfogata (és ha

van, µ kémiai potenciálja illetve N részecskeszáma) közötti termodinamikai összefüggéseket:

T (S, V,N)= ∂SE(S, V,N),

p(S, V,N)=−∂VE(S, V,N),

µ(S, V,N)= ∂NE(S, V,N),

vagy di�erenciálokkal felírva

dE = T dS − p dV + µ dN.
(4.15)

Homogén anyagra E(S, V,N)=V ε
(
S
V
, N
V

)
függvényalak lehetséges; ezt visszaírva kiderül, hogy

érvényes a Gibbs-Duhem-reláció, amit átírhatunk az n≡ N
V
, σ≡ S

V
, ε≡ E

V
s¶r¶ségekre is:

E = TS − pV + µN ⇔ ε+p = Tσ + µn. (4.16)

A különféle potenciálfüggvények, azaz az ε energias¶r¶ség, a p nyomás vagy az f ≡ ε−Tσ szabad-

energia-s¶r¶ség deriváltjaira vonatkozó összefüggések így alakulnak:

dε = T dσ + µ dn

⇔
{
T (σ, n) = ∂

∂σ
ε(σ, n),

µ(σ, n) = ∂
∂n
ε(σ, n),

dp = σ dT + n dµ

⇔
{
σ(T, µ) = ∂

∂T
p(T, µ),

n(T, µ) = ∂
∂µ
p(T, µ),

df = −σ dT + µ dn

⇔
{
σ(T, n) = − ∂

∂T
f(T, n),

µ(T, n) = ∂
∂n
f(T, n).

(4.17)

56Az egyik lépésben szükség lesz a háromdimenziós δkl +αvkvl mátrix inverzére, mely δkl − α
1+αv2 vkvl.
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A (4.9) és (4.10) egyenletekb®l a dε=T dσ+µ dn és ε+p=Tσ+µn relációkkal a σ entrópias¶r¶-

ségre is megmaradási törvény adódik (összhangban azzal, hogy tökéletes folyadékot tárgyalunk):

∂µ(σu
µ) = 0 ⇔ ∂t

σ√
1−v2

+∇
( σ√

1−v2
v
)
= 0. (4.18)

Ha nincs megmaradó s¶r¶ség, akkor az összes N -et, n-et és µ-t el kell hagyni a termodinamikai

egyenletekb®l; azt is mondhatjuk, hogy ilyenkor µ≡0. Ha pedig többféle megmaradó Nj száms¶r¶-

ség (töltés) is van, akkor az értelemszer¶ µn →
∑

j µjnj, µ dn →
∑

j µj dnj stb. helyettesítéseket

kell tenni. A (4.18) entrópiamegmaradás ezekben az esetekben is érvényesnek bizonyul.

A (4.8)�(4.10) hidrodinamikai egyenletek az anyag állapotegyenletével együtt már zárt egyen-

letrendszert eredményeznek. Egy gyakori választás például az, ha az energias¶r¶sége az ideális

gáztörvény által sugallt p-vel arányos, de tetsz®leges h®mérsékletfüggést megenged® κ(T ) együtt-

hatójú függést teszünk fel; ennek is speciális esete, ha ez a κ együttható konstans (például ultra-

relativisztikus gázra κ=3). Továbbá ha van megmaradó részecskeszám, akkor ennek n s¶r¶sége és

a nyomás között is ideális gáznak megfelel® alakot választhatunk:

ε = κ(T )p, speciá-

lis esetben ε = κp;

továbbá ha van n s¶-

r¶ség, akkor p = nT.
(4.19)

Az iménti (4.16)�(4.17) összefüggésekb®l belátható, hogy (amint például a [123] hivatkozásban is

felidézik) ezek minden κ(T ) függvény esetén valóban konzisztens állapotegyenlet-lehet®ségek.57

A nemrelativisztikus hidodinamika egyenleteit úgy kaphatjuk meg, hogy �gyelembe vesszük,

hogy (most visszaírva a c fénysebességet) nemrelativisztikus esetben v≪ c, és hogy az energias¶r¶-

ség valamilyen m0 tömeg¶ részecskékb®l álló anyag esetén ε=nm0c
2+εNR alakban írható (vagyis

leválasztható a nyugalmi energias¶r¶ség), és p≪nm0c
2 illetve εNR ≪nm0c

2 teljesül. Ezekkel az

ismer®s alakú hidrodinamikai egyenletere jutunk; az εNR-et most ε-ra visszajelölve

nm0

(
∂tv+(v∇)v

)
= −∇p (Euler-egyenlet), (4.20)

∂tε+(v∇)ε = −(ε+p)(∇v) (energiamegmaradási egyenlet), (4.21)

∂tn+(v∇)n = −n(∇v) (részecskeszám-megmaradási egyenlet). (4.22)

Itt is a p=nT , ε=κp vagy ε=κ(T )p a leggyakoribb állapotegyenlet-választás a nehézion-�zikai

alkalmazások szempontjából; persze ε itt a nyugalmi energián felüli energias¶r¶séget jelenti.

* * *

57Azaz: léteznek a termodinamikai potenciálfüggvények. Konkrétan a Φ(T, T0)≡
∫ T

T0
dξ κ(ξ)

ξ függvényjelöléssel

p(T, µ)=n0Te
µ/T−µ0/T0eΦ(T,T0), f(T, n)=nT

[
ln n

n0
+ µ0

T0
− 1−Φ(T, T0)

]
, ha van megmaradó n; ha nincsen, akkor

p(T )=−f(T )= p0

T0
TeΦ(T,T0). Speciálisan ha κ konstans, akkor az ε(σ, n) illetve az ε(σ) függvény is kifejezhet®:

p(T, µ)=n0T0e
µ/T−µ0/T0

(
T
T0

)κ+1
, f(T, n)=nT

[
ln

nTκ
0

n0Tκ + µ0

T0
− 1
]
, illetve ε(σ, n)=κT0n

(
n
n0

)1/κ
exp
(

σ
κn−

σ0

κn0

)
, ha

van megmaradó n, ha pedig nincsen, akkor p(T )=−f(T )= p0
(

T
T0

)κ+1
, és ε(σ)= κ+1

κ T0σ
(

σ
σ0

)1/κ
. A klasszikus

statisztikus �zikában az entrópia nullpontja tetsz®leges; ez jelenik meg a p0, n0, T0 stb. állandókban, melyeket úgy
választottunk, hogy egy adott állapotban valósuljanak meg a közös értékek, azaz például p(T0, µ0)= p0 legyen. Egy
további összefüggés közöttük a következ®: σ0

n0
=κ(T0)+1−µ0

T0
.
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Kitekintésként megemlítjük, hogy súrlódó folyadékokra az energia-impulzus-tenzor már nem a fenti

(4.5)-szer¶, hanem valamilyen új qµ vektor� illetve szimmetrikus πµν tenzormennyiséget (h®áram-

s¶r¶séget illetve bels® súrlódási tenzort) is használó általánosabb szimmetrikus alakban írandó:

Tµν =(ε+p)uµuν − pgµν + qµuν+qνuµ+πµν , ahol uµqµ=0, uµπµν =0, πµ
µ=0. (4.23)

A qµ-re és a πµν-re írt feltételek ahhoz kellenek, hogy egyértelm¶ legyen ε és p de�níciója.58 A súr-

lódó folyadékok relativisztikus egyenleteire tett els® próbálkozásokat ma �els®rend¶� elméleteknek

hívjuk: ezek Eckart és Landau (illetve Lifsic) neveihez f¶z®dnek (ld. a [124] illetve például a [125]

hivatkozásokat).59 Problémát jelent, hogy mivel relativisztikusan az energiaáramlás (például a

h®vezetés is) tömegáramlásnak is tekinthet®, nem egyértelm¶ a sebességmez® irányának fogalma.

A Landau-féle tárgyalásban az uµ-t az energiaáramlás irányában vesszük fel (így qµ≡ 0), cserébe

az Nµ részecskeárams¶r¶ség nem uµ irányú, hanem kompenzálni kell; az Eckart-félében viszont

uµ a részecskeáram irányába mutat, de kell a qµ vektor. A deriváltakban olyan els®rend¶ kifejezé-

seket keresve (innen az elméletek megnevezése), amelyekkel az entrópiaprodukció mindenképpen

nemnegatív, lényegében egyértelm¶en adódnak az alábbi kifejezések (itt ∆µν ≡ gµν−uµuν):

Landau-eset: qµ≡ 0, Nµ=nuµ+jµ,

jµ = λ
(

nT
ε+p

)2
∆µν∂ν

µ
T
,

Eckart-eset: Nµ≡nuµ (vagyis jµ ≡ 0),

qµ = λ∆µν(∂νT −Tuρ∂ρuν),
(4.24)

πµν kifejezése pedig (noha uµ mást jelent itt és ott) mindkét esetben

πµν = η
(
∆µρ∂ρu

ν+∆νρ∂ρu
µ
)
+
(
ζ−2

3
η
)
∂ρu

ρ∆µν .
(4.25)

Három disszipatív együttható jelent meg: az η illetve ζ nyírási illetve térfogati súrlódási együtt-

hatók, valamint a λ h®vezetés (amelyek ilyen értelmét a nemrelativisztikus határátmenetb®l lehet

lesz¶rni). A mozgásegyenletek ezután itt is a ∂µNµ=0, ∂νT µν =0 feltételekb®l származtathatók.

Ezen els®rend¶ súrlódó hidrodinamikai egyenleteknek több hiányossága is van: amellett, hogy

nem egyértelm¶, hogy vajon a két módszer ekvivalens lenne, nemkauzálisak (azaz fénynél gyorsabb

hatások terjedhetnek bennük), valamint instabilak (azaz a nyugvó folyadékot leíró megoldás nem

stabil kis perturbációkra nézve) [126�128]. Az úgynevezett Israel-Stewart-féle elméletben [128],

mely a kinetikus egyenletb®l származtatva dinamikai változókként kezeli a disszipatív tagokat is,

ezen problémák (bizonyos nem túl egyszer¶ feltételek teljesülése esetén) elt¶nnek; ebben az elmé-

letben azonban nemcsak három, hanem több (az anyagra jellemz®) együttható jelenik meg (például

a relaxációs id®k). Történt fejl®dés az els®rend¶ elméletek körében is: a relativisztikus termodi-

namikai relációk konzisztens kezelésével stabil és kauzális els®rend¶ elméletet lehet alkotni [129].

Ha kifejezetten a viszkozitást vizsgálnánk, akkor természetesen kell a súrlódó folyadékok egyen-

leteinek valamelyik változata. Azonban, mint a bevezet® fejezetben is el®került, az ilyen vizsgálatok

arra vezettek, hogy a nagyenergiás nehézion-ütközésben keletkezett kvark-gluon plazma viszkozitá-

sa kicsi. Jó közelítéssel alkalmazhatjuk tehát a tökéletesfolyadék-egyenleteket a tágulás leírására.

58Például ha nem követelnénk meg, hogy πµ
µ=0 legyen, akkor πµ

µ-b®l egy tetsz®leges részt beolvaszthatnánk a
p nyomásba. Ilyen helyzet már a (térfogati súrlódást tartalmazó) nemrelativisztikus hidrodinamikában is el®áll.

59Az Eckart-féle [124] folyóiratcikkel ellentétben a Landau-féle tárgyalásról úgy t¶nik (némi utánanézés után is),
hogy valóban csak a [125] tankönyvben (mármint az eredetiben) került el®ször publikálásra.
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4.1.3. Egzakt megoldások, korábbi eredmények

Ebben a fejezetben tehát tökéletes folyadékok táguló t¶zgömböt leíró analitikus megoldásaival és

ezek alkalmazási lehet®ségével foglalkozunk; el®ször korábban is ismert eredményeket áttekintve.

A nemrelativisztikus esetben ismert egy viszonylag általános, táguló t¶zgömböt leíró megoldás-

osztály, mely fokozatosan került kidolgozásra. Alaptulajdonsága, hogy önhasonló, Hubble-folyás

típusú sebességmez®vel bír. Els® �inkarnációja� 1978-ból származik, és Zimányi-Bondorf-Garpman-

megoldásként szokták hivatkozni [130]: ez gömbszimmetrikus tágulást ír le speciális h®mérséklet�

és nyomáspro�llal. Ez a megoldás kés®bb messzemen®en általánosításra került; viszonylag általá-

nos változatok olvashatók a [131] illetve a [123] cikkekben. Ezekben a sebességmez® alakja

v(r, t) =



Ẋ(t)

X(t)
rx

Ẏ (t)

Y (t)
ry

Ż(t)

Z(t)
rz


, ahol is r ≡


rx

ry

rz

. (4.26)

Itt X(t), Y (t) és Z(t) egyel®re tetsz®leges id®függvények (de alább már az id®függést nem je-

löljük ki). Bevezetjük az ehhez a sebességmez®höz tartozó s(r, t) �skálaváltozót�, aminek az az

ellen®rozhet® tulajdonsága, hogy az együttmozgó deriváltja elt¶nik, valamint a V (t) mennyiséget:

V (t) ≡ XY Z, s(r, t) ≡ r2x
X2

+
r2y
Y 2

+
r2z
Z2

⇒ (∂t+v∇)s = 0. (4.27)

Az s szintfelületei önhasonló ellipszoidok, melyek közül X, Y és Z az s=1-hez tartozónak a tenge-

lyei; V ezen ellipszoid térfogatának mértéke. Az s együttmozgó deriváltjának elt¶nése azt jelenti,

hogy egy folyadékelemre jellemz® s érték nem változik az id®fejl®dés során.

A tárgyalandó megoldás a fentebb mondott ideálisgáz-szer¶ állapotegyenlet esetén érvényes. Az

egyik esetben a κ együttható konstans, és a következ® képletekkel lehet felírni a megoldást [131]:

p = nT,

ε = κp
⇒

T (r, t) = T0

(
V0
V

)1/κ

T (s),

n(r, t) = n0
V0
V
V(s),

ahol a V(s) és a T (s) kapcsolatára
illetve a tengelyek id®fejl®désére

V(s) = 1

T (s)
exp

(
−1

2

∫ s

0

dξ

T (ξ)

)
,

XẌ = Y Ÿ = ZZ̈ =
T0
m0

(
V0
V

)1/κ

.

(4.28)

A T (s) függvény tehát tetsz®legesen választható, de V(s)-t ® már meghatározza. A T0, V0, X0

stb. a t=t0-beli kezd®értékeket jelentik. Az X-re, Y -ra, Z-re felírt di�erenciálegyenlet-rendszer egy

tömegpont küls® potenciálban való newtoni mozgásegyenlete; az ehhez tartozó Lagrange-függvény

L =
m0

2

(
Ẋ2+Ẏ 2+Ż2

)
− κT0

(X0Y0Z0

XY Z

)1/κ
. (4.29)

Ellen®rizhet®, hogy a felírt képletek valóban a (4.20)�(4.22) egyenletek megoldását adják; m0 az ott
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szerepl® tömeg. A tengelyekre kapott mozgásegyenlet pedig könnyen kezelhet® (numerikusan).60

Akkor is kaphatunk megoldást a fentebbi (4.26) sebességmez®b®l és (4.27) skálaváltozóból kiin-

dulva, ha az állapotegyenletben tetsz®leges κ(T ) függvény szerepel [123], de �cserébe� a h®mérséklet

csak térben homogén lehet. Ez a fajta megoldás a következ®képpen fejezhet® ki:

p = nT,

ε = κ(T )p
⇒

T (r, t) ≡ T (t),

n(r, t) = n0
V0
V
e−s/2,

és az id®fejl®désekre

XẌ =Y Ÿ =ZZ̈ =
T

m0

,

d

dt

(
Tκ(T )

)
+T

V̇

V
= 0.

(4.30)

Ez is valóban megoldás a (4.20)�(4.22) nemrelativisztikus hidrodinamikai egyenletekre; az el®bbi

(4.28)-hoz képest a tengelyek és a h®mérséklet id®fejl®dése változott. A κ(T )≡κ konstans esetben

azonban visszakapjuk a (4.28) megoldás T (s)≡ 1 speciális esetét. Megjegyezzük, hogy a most

tárgyalt megoldások több lépésben, a gömbszimmetriát, a speciális κ= 3
2
, vagy általában a konstans

κ esetet, illetve a homogén h®mérsékletet fokozatosan feladva kerültek kidolgozásra [132�134].

* * *

A relativisztikus tökéletesfolyadék-hidrodinamika egyenleteinek is van több ismert, a nagyenergiás

�zika szempontjából érdekes megoldása. A már említett Landau-Halatnyikov-megoldás [120, 121]

egy implicit módon, bonyolult formulákkal adott 1+1 dimenziós (azaz egy, longitudinálisnak gon-

dolt térdimenzióban érvényes tágulást leíró) egzakt megoldás. Kezdeti állapota egy véges �lépcs®�,

a végül keletkez® részecskék dN
dy

rapiditás-eloszlását (a 4.1.1. szakaszban tárgyalt módon) kiszámítva

pedig közelít®leg Gauss-alak adódik.

Egy sokkal triviálisabb, de elterjedt gondolkodásmódot eredményez® megoldás a szintén 1+1

dimenziós úgynevezett Hwa-Bjorken-megoldás [135, 136], melynek lényege a hosszirányú boost-

invariancia: ez ideálisan �végtelen nagy� ütközési energiánál t¶nik valóságh¶nek. A sebességmez®

és az entrópias¶r¶ség ebben a megoldásban a következ® (csak egy z térkoordináta van):

vz =
z

t
⇔ uµ =

xµ

τ
, σ = σ0

τ0
τ
, ahol itt τ =

√
t2−z2. (4.31)

Ez a megoldás gyorsulásmentes (rá uν∂νuµ = 0), valamint nagyon egyszer¶; azért lett híres, mert

Bjorken-nek erre alapozva sikerült becslést adni a nagyenergiás reakciók termalizált kezdeti álla-

potának energias¶r¶ségére az y,≈ 0 midrapiditásnál mérhet® dN
dy

részecskehozam alapján (mely

ebben a modellben a boost-invariancia miatt konstans lenne y függvényében). Említést érdemel,

hogy kés®bb sikerült egy implicit 1+1 dimenziós megoldást találni, mely �interpolál� a Landau-

Halatnyikov-megoldás és a Hwa-Bjorken-megoldás között [137,138].

Többdimenziós megoldások is születtek szép számmal; több szerz® próbálkozott (sikerrel) az-

zal, hogy a z-irányú boost-invariáns Bjorken-féle tágulást kiegészítse a transzverz síkbeli dinamikát

60Analitikusan nemigen lehet megadni a megoldást; az energiamegmaradást kifejez® els® integrált persze fel-

írhatjuk: m0

2 (Ẋ2+Ẏ 2+Ż2)+κT0
(
X0Y0Z0

XY Z

)1/κ
=E0. Továbbá a κ=3/2 esetben még egy els® integrál megadható:

X2+Y 2+Z2 =
(
Ẋ2

0+Ẏ
2
0 +Ż

2
0+

3T0

m0

)
· (t−t0)2 +A0(t−t0)+B0, ahol A0 =2(X0Ẋ0+Y0Ẏ0+Z0Ż0) és B0 =X2

0+Y
2
0 +Z

2
0 .
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megragadó folyási képpel; egy ilyen megoldást olvashatunk például a [139] hivatkozásban. Feltárult

egy a fentebb mutatott elliptikus szimmetriájú önhasonló nemrelativisztikus megoldások relativisz-

tikus általánosításának tekinthet® megoldás-osztály is [140,141]; ez a következ® módon írható:

v =
r

t
⇔ uµ =

xµ

τ
,

s ≡ r2x
Ẋ2

0 t
2
+

r2y

Ẏ 2
0 t

2
+

r2z
Ż2

0 t
2
,

τ ≡
√
t2−r2 = √

xµxµ,

a többi meny-

nyiség pedig

T = T0

(τ0
τ

)3/κ
T (s),

n = n0

(τ0
τ

)3 1

T (s)
,

p = p0

(τ0
τ

)3κ+1
κ
.

(4.32)

Ez a megoldás hasonlít a nemrelativisztikus (4.26)�(4.30) megoldásokra: az itteni s és v ugyanaz,

mint az ottani, ha úgy vesszük, hogy a tengelyek id®fejl®dése állandó sebesség¶: X(t)= Ẋ0t,

Y (t)= Ẏ0t, Z(t)= Ż0t. Ez a mostani relativisztikus megoldás tehát gyorsulásmentes. A felírt

alak a konstans κ-jú ε=κp (és p=nT ) állapotegyenlet esetén érvényes; kés®bb általánosítottuk

tetsz®leges κ(T ) függvénnyel jellemzett állapotegyenlet esetére [142]. Megjegyzésre érdemes, hogy

az önhasonló Hubble-folyás alakú sebességpro�lon alapszik az úgynevezett Buda-Lund-modell [35,

143, 144], amely sokféle hadronikus meg�gyelhet® mennyiség leírásában sikeres [145, 146]: egy

olyan végállapoti parametrizációról (azaz az S(x,p) forrásfüggvényre vonatkozó modellr®l) van

szó, ami speciális esetekben a látott (nemrelativisztikus és relativisztikus) megoldásokból származó

végállapottal esik egybe, és egyfajta interpolációt valósít meg köztük.61

A [147,148] publikációkban (és a doktori dolgozatomban) bemutatott relativisztikus hidrodina-

mikai megoldásosztály azért szép, mert gyorsuló, explicit egyszer¶ egzakt megoldásokról van szó,

amely szempontból az els®k között van az irodalomban. Ez is az ε=κp, p=nT állapotegyenetet

használja. Több különböz® esetben érvényes megoldások tartoznak ide; talán a következ® kett® a

legfontosabb (D-vel a tér dimenziószámát jelölve):

ha D=κ=1, akkor egy

megoldás a következ®:

v = th(λη),

s :=
τλ−1
0

τλ−1
sh
(
(λ−1)η

)
,

n = n0

(τ0
τ

)λ
V(s),

T = T0

(τ0
τ

)λ 1

V(s)
,

(4.33)

ha pedig annyi a kikö-

tés, hogy D=κ, akkor

v = th(2η) = 2tr
t2+r2

,

s :=
τ0
τ
sh η =

r

t2−r2
,

n = n0

(τ0
τ

)2D
V(s),

T = T0

(τ0
τ

)2 1

V(s)
.

(4.34)

A megoldások gömbszimmetrikusak (illetve az els® csakis egy térdimenzióban m¶ködik); r a su-

gárkoordináta, v a sebesség nagysága, és az η �rapiditás-koordinátát� használtuk:

η = Arth r
t
,

τ =
√
t2−r2

⇔
t = τ ch η,

r = τ sh η.
(4.35)

A második megoldást az el®tte lév®, tetsz®leges λ∈R esetén érvényes megoldásnak λ=2-höz tartozó

61Olyan teljesen általános egyszer¶ relativisztikus hidrodinamikai megoldást, amely a Buda-Lund-modell forrás-
függvényére vezet, még nem sikerült találni, de érthet®, hogy érdekl®dés övezné.
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speciális esetének t¶nik, más szempontból viszont általánosabb, mert több dimenzióban, realiszti-

kusabb állapotegyenlettel is m¶ködik.62 Az 1+1 dimenziós változatot használva a fentebb említett

(a kezdeti energias¶r¶ségre vonatkozó) Bjorken-becslést sikerült pontosítanunk [148, 149];. mond-

hatjuk ugyanis, hogy a talált megoldások a λ paraméterrel általánosítja a (λ=1-nek megfelel®)

Hwa-Bjorken-megoldást. Kés®bb ezt a most tárgyalt, informálisan �λ-megoldásoknak� hívható

(4.33) megoldásosztályt (és az energias¶r¶ségbecslés-pontosítást) is általánosították [150]; a ka-

pott 1+1 dimenziós megoldás explicit alakban az η rapiditás-koordinátát fejezi ki a v sebességgel

(és nem fordítva), ugyanakkor általánosabb, például mert bármilyen κ-val m¶ködik.

A három dimenzióban is érvényes (és ott κ=3-at használó) megoldást, (4.34)-et is sikerült

kés®bb egy meglep® módszerrel tovább általánosítanom [151]. Az így kapott megoldás például

forgást is tartalmazhat; tudtommal az els® ilyen relativisztikus megoldás volt az irodalomban. Itt

is κ=3 kell, hogy legyen; a megoldás kifejezése (a [151]-belihez képest kicsit kényelmesebb jelöléssel)

v =
2tr+ ρ20v0+ τ 2Ω×r

t2+ r2+ ρ20
, T = T0

τ 20
t2+r2+ρ2

1√
1−v2

, n = n0

( T
T0

)3
, (4.36)

és persze most is p=nT érvényes. Itt Ω és v0 tetsz®leges hármasvektorok, ρ0 és τ0 pedig méret�

illetve id®skála. AzΩ vektor jelentése láthatóan valamiféle forgás szögsebessége, a (sebesség dimen-

ziójú) v0 vektor viszont nem egyszer¶en egy konstans mozgási sebességet jelent. Mindenesetre a

v0, Ω, ρ0 és τ0 konstansok 0 értékénél visszakapjuk a (4.34) megoldást. A most mutatott megoldást

kés®bb a [151] publikációtól jórészt függetlenül újra felfedezték a [152] cikkben.63

4.2. Forgó tágulás analitikus tárgyalása

A legutolsóként említett forogva táguló relativisztikus megoldás irányította rá a �gyelmemet a

nemrelativisztikus esetre (vagyis ilyen forgó megoldások hiányára); az egyszer¶bb egyenletek miatt

esetleg részletesebb, a nehézion-ütközések képéhez jobban illeszked® megoldásokat lehetne találni a

nemrelativisztikus esetben. Az alapvet® motiváció az, hogy nemcentrális mag-mag ütközésben for-

gó közeg keletkezik: kérdés lehet, hogy ez hogyan befolyásolja az id®fejl®dést. Ez az állapotegyenlet

vizsgálata szempontjából is érdekes: azt gondolhatjuk, hogy nagyobb κ érték (kisebb hangsebes-

ség, �lágyabb� állapotegyenlet) esetén lassabb a tágulás, lassabban n® a tehetetlenségi nyomaték,

tovább forog a t¶zgömb, továbbá nagyobb κ esetén lassabb az adiabatikus h¶lés, így több ideje

van elfordulni a t¶zgömbnek a kifagyás el®tt. Ez a kérdéskör tehát kvantitatíven is vizsgálhatóvá

válik, ha egy analitikus hidrodinamikai megoldásban megvizsgáljuk a végs® szögsebességet illetve

elfordulási szöget, majd ez utóbbiaknak a végállapoti mérhet® mennyiségekkel való kapcsolatát.

62Ezt felírtam a �hagyományos� koordinátákban is; ez volt az els® talált megoldásom, és nem is a τ , η koordiná-
tákban gondolkodva keletkezett, hanem más módszerekkel.

63Ebben a [152] publikációban teljesen más, az 1+3 dimenziós relativisztikus hidrodinamikai egyenletek és a
magasabb dimenziós (konkrétan: ötdimenziós AdS térid®beli) általános relativitáselméleti feketelyuk-megoldások
közötti megfeleltetés alapján dolgoztak, ami mindenképpen érdekes újdonság az énnekem a [151] cikkben végzett
vizsgálataimhoz képest. Mindenesetre ide ebbe a dolgozatba nyugodtan le merem írni, hogy a mondott forgó
megoldást már megtaláltam korábban; ennek tisztázása hivatalosan privát kommunikáció szintjén maradt.
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Forogva táguló t¶zgömböt leíró nemrelativisztikus megoldás kereséséhez kézenfekv® volt az

ismert, az el®z® szakaszban a (4.26)�(4.30) egyenletekben leírt ellipszoid-jelleg¶ megoldások általá-

nosításait keresni: hátha ilyenekben is majd egy közönséges di�erenciálegyenlet-rendszerre sikerül

visszavezetni a t¶zgömb tágulásának és forgásának id®fejl®dését. Ebben a szakaszban az ilyen

várakozásoknak megfelel® új nemralativisztikus hidrodinamikai megoldásokat mutatok be. Ezeket

fokozatos általánosítással sikerült megtalálni; a vonatkozó [153�155] publikációk közül lényegében

az utolsó [155]-re koncentrálok most, amely mintegy részhalmazként tartalmazza a megel®z® kett®t.

4.2.1. Az új forgó megoldások kifejezése

A vizsgálatainkhoz itt is a p=nT , ε=κ(T )p állapotegyenletet használjuk. Beírva ezeket a nemre-

lativisztikus (4.20)�(4.22) hidrodinamikai egyenletekbe a megoldandó egyenletek így alakulnak:

(∂t+v∇)n = −n∇v, (4.37)[
Tκ′(T )+κ(T )

]
(∂t+v∇)T = −n∇v, (4.38)

nm0(∂t+v∇)v = −n∇T − T∇n. (4.39)

Alább ezeket az egyenletet használjuk, de megjegyezzük, hogy hasonló módszerrel lehetne vizs-

gálni az n=0 (azaz megmaradó részecskeszám nélküli) esetet is.64 A keresett forgó ellipszoidális

megoldás (utólag egyszer¶nek t¶n®) alapötlete az, hogy az ellipszoid-szintfelületek elfordulási szö-

gének változása nem feltétlenül esik egybe a folyadékmozgás valamilyen fajta szögsebességével. Az

eredeti laborrendszert most K-val jelöljük: a z az ütköz® atommagok nyalábiránya, x az ütközési

paraméter iránya; a forgás tehát az y tengely körül történik. Az elfordult ellipszoid leírásához

bevezetjük tehát az y tengely körül ϑ(t) szöggel elforgatott K ′ koordinátarendszert és az ebbe a

K-ból áttér® M(t) mátrixot, valamint az ezen elforduláshoz tartozó Ω(t) szögsebesség-vektort:

M(t) =

 cosϑ(t) 0 sinϑ(t)

0 1 0

− sinϑ(t) 0 cosϑ(t)

, Ω(t) =

 0

ϑ̇(t)

0

; (4.40)

ezekkel az elforgatott K ′-ben érvényes r′ helyvektor� illetve v′ sebességvektor-komponensek és az

eredeti K renszerbeli r illetve v komponensek kapcsolata (az id®függés kijelölését elhagyva)

r′ =M−1r,

v′ =M−1v−Ω×r′;
⇔

r′x = rx cosϑ− rz sinϑ,

r′z = rx sinϑ+ rz cosϑ,

v′x = vx cosϑ− vz sinϑ− ϑ̇r′z,

v′z = vx sinϑ+ vz cosϑ+ ϑ̇r′x,

és az y-kom-

ponensekre

v′y=vy, r
′
y=ry.

(4.41)

Az �álló� ellipszoidális (4.26)�(4.30) megoldásokhoz hasonlóan, de most az elforgatott K ′ rendszer-

b®l nézve feltesszük, hogy ellipszoid alakú szintfelületeink vannak, melyek jellemz® tengelyei X(t),

64Ekkor az Euler-egyenlet is biztosan nem (4.20) alakú; kézenfekv® lehet®ség például a T (∂t+v∇)v=−∇T egyen-
let, ami úgy kapható, hogy a relativisztikus (4.8) egyenletbeli ε+p helyébe Tσ-t, dp helyébe pedig σdT -t írunk.
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Y (t) és Z(t). Bevezetjük tehát az s skálaváltozót, a V térfogatot (mint korábban):

s :=
r′x

2

X2
+
r′y

2

Y 2
+
r′z

2

Z2
, V := XY Z. (4.42)

Átírjuk a (4.37)�(4.39) egyenleteinket a K ′ rendszerbe. Ehhez a ∇′ jelölést használjuk az r′k-

k szerinti deriváltakra, a ∂′t jelölést pedig a K ′ rendszerbeli, azaz r′k-k �x értékei mellett vett

parciális id®deriváltra (ami nem ugyanaz, mint az rk �xen tartásával vett ∂t, ugyanis az r′k-k és

az rk-k kapcsolata id®függ®). A kontinuitási jelleg¶ (4.37) és (4.38) egyenletek formailag nem

változnak, a (4.39) Euler-egyenlet K ′-beli alakjában viszont megjelennek az inerciális er®k:

(∂′t+v′∇′)n = −n∇′v′, (4.43)[
Tκ′(T )+κ(T )

]
(∂′t+v′∇′)T = −T∇′v′, (4.44)

(∂′t+v′∇′)v′ = − 1

m0

∇′T − 1

m0

T

n
∇′n+ 2v′×Ω︸ ︷︷ ︸

Coriolis

+ Ω×(r′×Ω)︸ ︷︷ ︸
centrifugális

+ r′×Ω̇︸ ︷︷ ︸
szöggyorsulási

. (4.45)

A nem forgó ellipszoidális megoldás általánosítását keresve azt szeretnénk, ha 1) a sebességmez® a

koordináták lineáris függvénye lenne; ezt a K illetve a K ′ rendszerben kikötve ekvivalens követel-

ményeket nyerünk, továbbá 2) az ellipszoidális s változó most is olyan lenne, hogy az együttmozgó

deriváltja nulla; ezt is ekvivalens módon kiköthetjük a K és a K ′ rendszerben is. Arra jutunk

ebb®l (és s imént megadott (4.42) alakjából), hogy a sebességmez® csakis ilyen alakú lehet:

(∂t+v∇)s=0, azaz

(∂′t+v′∇′)s=0, és

v′ lineáris r′-ben

⇒ v′(r′, t) =


Ẋ(t)
X(t)

r′x + g(t)X(t)
Z(t)

r′z
Ẏ (t)
Y (t)

r′y
Ż(t)
Z(t)

r′z − g(t) Z(t)
X(t)

r′x

, ∇′v′ =
V̇

V
. (4.46)

Itt g(t) egy egyel®re tetsz®leges, az eddigi X, Y , Z tengelyeken és ϑ szögen kívüli további id®-

függvény. A ∇′v divergencia azonban a nem forgó (4.26)�(4.30) esettel teljesen analóg alakú, így

tehát az ottanival lényegében azonos alakban, csak az elforgatott K ′ rendszerbeli koordinátákat

használva most is megoldhatjuk a kontinuitási jelleg¶ (4.43)�(4.44) egyenleteket:

ha κ konstans, akkor tetsz®-

leges T (s) függvényünk lehet:

n(r′, t) = n0
V0
V
V(s),

T (r′, t) = T0

(V0
V

)1/κ
T (s),

és V(s) = 1

T (s)
exp

(
−1

2

∫ s

0

dξ

T (ξ)

)
,

ha pedig κ(T ) tetsz®leges, akkor most

is Gauss-alakú n és homogén T kell:

n(r′, t) = n0
V0
V
e−s/2,

T (r′, t) ≡ T (t), amire[
Tκ′(T )+κ(T )

] Ṫ
T

+
V̇

V
= 0.

(4.47)

A T -re és n-re megadott kifejezések koordinátafüggése a forgó K ′ rendszerben táguló ellipszoidokat

ír le tehát (az s-függésen keresztül). Itt is a mondott két lehet®ség közös esete ha κ konstans,

V(s)= e−s/2 és T (s)= 1. A tetsz®leges κ(T ) esetében a T id®függését megadó egyenlet (4.44)-b®l

származik; konstans κ esetén ez valóban az arra az esetre felírt T ∝ (V0/V )1/κ megoldásra vezet.
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A V(s)-nek és T (s)-nek az iménti (4.47)-ben felírt kapcsolata már túlmutat a kontinuitási

egyenleteken; ez itt is abból származik, hogy a (4.45) Euler-egyenletre továbbhaladva majd an-

nak jobb oldalán is r′-ben lineáris kifejezést kell kapnunk (ahogyan a bal oldalán is olyan jelenik

meg).65 Így viszont behelyettesítve kiderül, hogy a (4.45) Euler-egyenletre is valóban megoldást

kapunk, hacsak az eddig tetsz®leges id®függvényekre teljesülnek az alábbi öt darab közönséges

di�erenciálegyenlet (melyeket az r′x, r
′
y és r

′
z együtthatóinak egyenkénti egyenl®ségeib®l kapunk):

Ẍ

X
−g2 = T

m0

1

X2
+ 2

Z

X
gϑ̇+ ϑ̇2,

Z̈

Z
−g2 = T

m0

1

Z2
+ 2

X

Z
gϑ̇+ ϑ̇2,

Ÿ

Y
=

T

m0

1

Y 2
,

X

Z
ġ + 2g

Ẋ

Z
= −ϑ̈− 2

Ż

Z
ϑ̇,

Z

X
ġ + 2g

Ż

X
= −ϑ̈− 2

Ẋ

X
ϑ̇.

(4.48)

Úgy írtuk fel ezeket, mintha T csak az id®t®l függne; tetsz®leges κ(T ) esetén eleve ez a helyzet,

konstans κ esetén pedig ez a T (s)=1 esetnek felelne meg, de a megoldás érvényes más T (s) esetén

is (ha V(s) a fentebb (4.47)-ben megadott alakú).

Az X=Z esetre (mely �szferoidális�, azaz forgási ellipszoid alakú szintfelületeknek felel meg)

kés®bb térünk vissza; most azX ̸=Z esetben haladunk tovább. Ekkor (4.48) utolsó két egyenletéb®l

ekvivalens átalakításokkal két másik, rögtön megoldható egyenletet kaphatunk:

d

dt

[
(X+Z)2(g+ϑ̇)

]
= 0,

d

dt

[
(X−Z)2(g−ϑ̇)

]
= 0

⇒
g(t) =

χ0

(X+Z)2
+

ξ0

(X−Z)2
,

ϑ̇(t) =
χ0

(X+Z)2
− ξ0

(X−Z)2
,

tetsz®leges
χ0 és ξ0 ál-
landókkal.

(4.49)

Visszahelyettesítve (4.48) maradék egyenleteibe az X, Y , és Z �mozgásegyenletei� így alakulnak:

XẌ =
T

m
+

2χ2
0X

(X+Z)3
+

2ξ20X

(X−Z)3
, Y Ÿ =

T

m
, ZZ̈ =

T

m
+

2χ2
0X

(X+Z)3
+

2ξ20X

(X−Z)3
. (4.50)

Ezeket is tekinthetjük egy X, Y , Z koordinátájú m0 tömeg¶ tömegpont küls® potenciálban való

mozgásegyenleteinek, amelyek ilyen Lagranre-függvényb®l származnak:

L =
m0

2
(Ẋ2+Ẏ 2+Ż2)− U(X, Y, Z), (4.51)

és az U potenciál (a h®mérséklet id®függését a fentebb írtakból véve) konstans κ esetén egyszer¶:

ha κ konstans: U(X, Y, Z) = κT0

(V0
V

)1/κ
+

m0χ
2
0

(X+Z)2
+

m0ξ
2
0

(X−Z)2
, (4.52)

ahol ugye V=XY Z. A kell® U potenciálfüggvény a [153] cikkünkben írtakat követve tetsz®leges

κ(T )-vel jellemzett állapotegyenlet esetén is megadható.66 Látszik U alakján, hogy ha ξ0 ̸=0, akkor

az X>Z és X<Z tartományokat végtelen magas �fal� választja el. Ha például a kezd®állapotban

65A már ismert, a [123,131] cikkekben közölt, itt fentebb a (4.26)�(4.30) képletekben felidézett megoldás levezetése
közben is kit¶nik, hogy ugyanilyen követelmény vezet a T és az n s-függésének kapcsolatára.

66Ekkor (4.52)-ben az els® tagot le kell cserélni a V -nek az
∫ V

V0
dV ′ T (V ′)

V ′ módon adott függvényére, ahol a T (V )

függés a (4.47)-ben írt egyenletb®l kaphatóan T (V )= f−1(V0/V ), ahol is ln f(T )=
∫ T

T0
dx
(
κ′(x) + κ(x)

x

)
.
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X0>Z0, ami egy nehézion-ütközést tekintve realisztikus feltevés, akkor ez fennmaradna az egész

id®fejl®dés során: ez viszont egyáltalán nem realisztikus; úgy gondoljuk, hogy a végállapotban

szinte biztosan Z>X, a nagyobb nyomásgradiens okozta hevesebb tágulás miatt. Ezért is (és

még más, alább látott okok miatt is) arra következtethetünk, hogy a ξ0 ̸=0 esetbeli megoldások,

noha érdekes sebességmez®j¶ táguló megoldásokat jelentnek, nem relevánsak a nehézion-�zikai

alkalmazás szempontjából.67 Innent®l tehát a ξ0=0 választást tesszük, am azt eredményezi, hogy

g(t)= ϑ̇(t), és kézenfekv®bb új jelöléseket vezetünk be (amelyek harmonizálnak a korábban talált,

a [153,154] cikkeinkben leírt forgásszimmetrikus megoldásokkal is):

R :=
1

2
(X+Z), R0 :=

1

2
(X0+Z0), χ0 = 2ω2

0R
2
0. (4.53)

R tehát a forgási síkbeli �átlagos� sugár. Ezen új jelölésekkel azt kapjuk, hogy

v′(r′, t) =



Ẋ(t)

X(t)
r′x +

ω(t)

2

X(t)

Z(t)
r′z

Ẏ (t)

Y (t)
r′y

Ż(t)

Z(t)
r′z −

ω(t)

2

Z(t)

X(t)
r′x


,

ϑ̇(t) =
ω(t)

2
,

ω(t) = ω0

( R0

R(t)

)2
.

(4.54)

Újra felhívjuk a �gyelmet, hogy a v′ az elforgatott K ′ rendszerben látható sebességet jelenti.

A megoldás természetét megvilágítandó érdemes kiszámítani a teljes N0(t) részecskeszámot

és a folyadék teljes Jy(t) impulzusmomentumát (aminek valóban csak az y-komponense lesz nem

elt¶n®). A legegyszer¶bb, T (s)=1 és V(s)=e−s/2 esetre, azaz a Gauss-alakú s¶r¶ségpro�lra kon-

centrálunk; ekkor az eredmények a következ®k:

N0(t) ≡
∫
d3r′ n(r′, t) = n0V0(2π)

3/2, (4.55)

Jy(t) ≡
∫
d3rm0n(r, t)

[
r×v(r, t)

]
y
= 2N0m0ω0R

2
0. (4.56)

Ez utóbbi Jz mennyiség felírását bevilágítóbb alakban is megfogalmazhatjuk:

Jy(t) = Θy(t)ω(t)
2R2

X2+Z2
, (4.57)

ahol Θy(t) ≡
∫
d3r′m0n(r

′, t) · (x′2+z′2) = m0N0(X
2+Z2). (4.58)

Valóban kijött, hogy a teljes részecskeszám és az impulzusmomentum megmaradó mennyiségek.

A Θy tehetetlenségi nyomaték a tágulás miatt n®, az ω(t) pedig, noha a megoldásunk (például

ω(t), Θy(t) és Jy(t) kapcsolatát tekintve is) láthatóan bonyolultabb, mint egy merev test forgása,

valóban a folyadékmozgás szögsebességét jelenti.68 Az ellipszoidális szintfelületek elfordulásának

67Arra is gondolhatunk, hogy a forgás megengedése csakis egy további tetsz®leges konstanst jelenthet a nem forgó
esethez képest; például a teljes impulzusmomentumot. A χ0 mellett ξ0 megengedése ezért is �túlzásnak� t¶nik.

68Megjegyezzük, hogy a ξ0 ̸=0 esetben kapott megoldás (ld. fentebb) esetén Jy=N0m0(χ0−ξ0) adódik: ebb®l is
látszik, hogy a már elhagyott ξ0 állandó szerepe valóban kérdéses lenne, ha a forgás leírására koncentrálunk.
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ϑ̇(t) szögsebessége viszont nem ω(t), hanem ennek fele: valóban nem együtt forog a folyadék és a

szintfelületekhez rögzített K ′ rendszer.

Ha X=Z, akkor vissza kell térnünk a (4.49) egyenletek elé. Ekkor az Euler-egyenlet megol-

dásával ekivalens (4.48) egyenletek (az eddigiekkel konzisztens X =Z ≡R jelöléssel) csak három

független feltételt adnak a négy (R, Y , ϑ̇, g) mennyiségre:

RR̈−R2(g+ϑ̇)2 =
T

m
, Y Ÿ =

T

m
,

d

dt
[R2(g+ϑ̇)] = 0. (4.59)

Ilyenkor tehát csakis a ϑ̇+g határozódik meg, nem külön g és ϑ̇: nyilvánvaló, hogy forgásszimmet-

rikus ellipszoid esetén az összesített folyás-szögsebesség tetsz®legesen választható szét a koordiná-

tarendszer elforgatására és aztán ahhoz képesti forgó sebességmez®re. Ez olyan, mint valamiféle

�mértékszabadság�. Kiköthetjük például, hogy itt is �igazságosan� felezünk, azaz a ϑ̇(t)= g(t)

�mértékrögzítést� tesszük: így képletek szintjén is egyértelm¶ megoldást kapunk, amir®l könnyen

belátható ezután, hogy az X ̸=Z esetben tárgyalt (de ugye ξ0=0-t vett) megoldásnak valóban a

forgásszimmetrikus speciális esetét kapjuk.

* * *

Analitikus alakban megtaláltuk tehát a nemrelativisztikus hidrodinamikai egyenletek korábban

már sikerrel alkalmazott önhasonló ellipszoidális megoldásainak forgó általánosításait. Olyan rele-

váns megoldásokat is találtunk, amelyek akármilyen állapotegyenlet (azaz akármilyen κ(T ) függ-

vény) esetén m¶ködnek. Az alábbi 4.1. és 4.2. ábrák az állapotegyenlet hatását illusztrálják: egy

tetsz®legesen (de nem valóságtól elrugaszkodottan) választott kezd®feltétel-csomag esetén különféle

(konstans) κ értékek esetén ábrázoljuk a (fentebb tárgyalt mozgásegyenletek numerikus megoldá-

sából kapott) id®fejl®dést. A hadronikus mérhet® mennyiségek (következ® szakaszban tárgyalt)

kiszámításához szükség van egy kifagyási feltételre (ld. a fentebbi 4.1.1. szakaszt): ennek most

egyezményesen a Tf =140 MeV h®mérséklet elérését tekintjük. Az ábrákon ezt is feltüntettük.
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4.1. ábra. A h®mérséklet (balra) és a szögsebesség (jobbra) id®fejl®dése a háromtengely¶ forgó
nemrelativisztiks hidrodinamikai megoldásban különböz® (�x κ-kkal vett) állapotegyenletek esetén.
A színes pontok azt az id®pillanatot tüntetik fel, amikor a kifagyás történik (az alapján, hogy a
h®mérséklet adott Tf =140 MeV értékre csökken). A kezd®feltételek: Ẋ0=Ẏ0=Ż0=0, m0=938
MeV, T0=300 MeV, X0=4 fm, Y0=6 fm, Z0=2 fm, és ω0=0,15 c/fm.
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4.2. ábra. Az ellipszoid-tengelyek id®fejl®dése a forgó nemrelativisztiks hidrodinamikai megoldá-
sunkban különböz® (�x κ-kkal vett) állapotegyenletek esetén, ugyanazon kezd®feltétekkel, mint az
el®z® 4.1. ábra esetén. Mint ott is, most is a színes pontok a kifagyási feltétel elérését jelentik.

4.2.2. A mérhet® mennyiségek kiszámítása

Az el®z® 4.2.1. szakaszban látott forgó megoldás önmagában is érdekes, és jól tükrözi azt, ahogyan

egy nehézion-reakcióban keletkezett anyag id®fejl®dését elképzeljük. Megvizsgáljuk, hogy milyen

végállapotbeli (hadronokra vonatkozó) mérhet® mennyiségek és hogyan hordozzák a forgás hatását.

A számításokat a [154] cikkben a tengelyszimmetrikus esetre, a [155] cikkben pedig a háromtengely¶

esetre végeztük el, és mivel ez általánosabb, most ez utóbbira építkezünk.

A meg�gyelhet® mennyiségek kiszámítását a fentebbi 4.1.1. szakaszban mondottaknak megfe-

lel®en végezzük. A térben homogén T h®mérséklet és Gauss-alakú s¶r¶ségpro�l esetére koncent-

rálunk: ezzel a legegyszer¶bbek a számolások, és ez az, ami bármilyen κ(T ) állapotegyenlet esetén

m¶ködik. Kifagyási feltételnek azt választjuk, hogy a T h®mérséklet érje el a Tf =140 MeV ér-

téket: a kifagyási hiperfelület tehát most t= tf konstans koordinátaid®t jelent; ekkorra minden

id®függ® mennyiség egy meghatározott értéket vesz fel, jelesül az y tengely körüli elfordulás is:

ϑ(tf )≡ϑf . A számítások els® lépését abban a most K
′
-vel jelölt rendszerben végezhetjük, mely

a K laborrendszerhez képest ϑf szöggel elfordult, de nem forog. Az ebb®l a rendszerb®l nézett

sebesség� és impulzuskomponensek kapcsolata a már használt K� illetve a K ′ rendszerbeliekhez

képest a fentebb (4.40)-ben de�niált M mátrixszal adható meg:

p′ = M−1p ⇔
p′x = px cosϑf − pz sinϑf ,

p′x = px sinϑf + pz cosϑf ,
v′ = M−1v ⇔

v′x = v′x + ϑ̇fr
′
z,

v′z = v′z − ϑ̇fr
′
x,

(4.60)

és az y-komponensek megint csak változatlanul ugyanazok minden rendszerben. A hadronikus

meg�gyelhet® mennyiségek kiszámításához (4.2)-ben bevezetett forrásfüggvény nemrelativisztikus

változatára így azt kapjuk (behelyettesítve a megoldás el®z® szakaszban megadott képleteit, és

kihasználva, hogy konstans tf id®ben történik a kifagyás), hogy

S(r,p) ∝ n(r, tf )

T
3/2
f

exp

{
−(p−mv(r, tf ))

2

2mTf

}
⇒

⇒ S(r′,p′) ∝ n0

T
3/2
f

exp

{
− r′x

2

2X2
f

−
r′y

2

2Y 2
f

− r′z
2

2Z2
f

−(p′ −mv′(r′, tf ))
2

2mTf

}
. (4.61)
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Itt elhagytunk olyan tagokat, amelyek az N1(p) egyrészecske-spektrum esetén csak az abszolút

normálást befolyásolják, a C2(q,K) Bose-Einstein-korrelációs függvényekb®l pedig kiesnek.69

Az egyszer¶bb jelölés kedvéért innent®l lehagyjuk a kifagyást jelent® f indexet az id®függ®

mennyiségekr®l; minden ilyen a kifagyáskor értend®. A meg�gyelhet® mennyiségeket megadó képle-

tek a fent felidézett (4.1) képlettel számíthatjuk ki. A választott megoldásunk esetében lényegében

Gauss-integrálokat kell elvégezni ehhez. A spektrumra vonatkozó eredmény

N1(p
′) = E

dn

d3p′ = E

∫
d3r′ S(r′,p′) ∝ E exp

(
− 1

2m
p′kT

′−1
kl p

′
l

)
, (4.62)

ahol megjelenik a forrásfüggvény-integrandusban egyT′ szimmetrikus 3×3-as mátrix, az eredmény-

ben pedig ennek inverze, T′−1 kap szerepet. (A k, l indexekre összegzés értend®.) A spektrum

csökkenésének ütemét tehát a T′−1 mátrix elemei jellemzik; ez utóbbiakat ezért néha lecsengés-

paramétereknek (�slope parameter�) is nevezik. A mátrixelemek a mi esetünkben a következ®k:

T ′
xx = T +m(Ẋ2+ω2R2),

T ′
zz = T +m(Ż2+ω2R2),

T ′
xz =T ′

zx =mωR(Ẋ−Ż),
T ′
yy = T +mẎ 2,

T ′
xy = T ′

yz = 0,

T′−1
xx =

T ′
zz

T ′
xxT

′
zz−T ′2

xz

,

T′−1
zz =

T ′
xx

T ′
xxT

′
zz−T ′2

xz

,

T′−1
xz =

−T ′
xz

T ′
xxT

′
zz−T ′2

xz

= T′−1
zx ,

T′−1
yy =

1

T ′
yy

, T′−1
xy = T′−1

yz = 0.

(4.63)

Az M forgásmátrixszal (ld. (4.40) egyenletet) a K laborrendszerbe is átírhatjuk a spektrumra

kapott kifejezésünket. Érdemes ezt megtenni, hiszen végs® soron ez lesz az, amit mérni tudha-

tunk kísérletileg; az ebben a rendszerben adódó meredekség-paramétereket tartalmazó mátrixot

értelemszer¶en T-vel (illetve T−1-gyel) jelöljük, és konkrétan komponensenként is megadjuk:

N1(p) ∝ E exp
(
− 1

2m
pkT

−1
kl pl

)
, ahol T−1 = MT′−1

M−1, (4.64)

ahol is tehát a forgásmátrix megfelel® elemeit összeszedve

T−1
xx = T′−1

xx cos
2ϑ+T′−1

zz sin
2ϑ+T′−1

xz sin(2ϑ),

T−1
zz = T′−1

xx sin
2ϑ+T′−1

zz cos
2ϑ−T′−1

xz sin(2ϑ),

T−1
xz = (T′−1

zz −T′−1
xx ) cosϑ sinϑ+T′−1

xz cos(2ϑ),

T−1
yy = T′−1

yy ,

T−1
xy = 0,

T−1
yz = 0.

(4.65)

A p komponensei szerint teljesen di�erenciált spektrum mérése helyett (amint a bevezet® 1.1.2.

szakaszban láttuk) sokszor a szögre átlagolt 1
2πpt

dn
ddy dpt

impulzuseloszlást illetve a vn anizotrópia-

paramétereket mérik (ld. az (1.5) egyenletet). A most tárgyalt hidrodinamikai modellünkben

mindegyik Ψn reakciósík megegyezik (és egybeesnek az x�z síkkal); fontos megjegyezni, hogy ez

69Használtuk továbbá a nemrelativisztikus ideális gázok statisztikus �zikájában el®kerül®
n/(2πmT )3/2 = g

(2πℏ)3 e
µ/T képletet, amellyel áttérhettünk S(r,p) olyan felírására, amiben már az n szere-

pel: az így kapott felírás egyrészt jobban tükrözi az n mennyiség jelentését, másrészt közvetlenebbül alkalmazható
a hidrodinamikai megoldásunkat jelent® képletek behelyettesítése szempontjából.
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csak úgy realisztikus, ha nem vizsgáljuk a kezdeti állapot �uktuációinak hatását. A egyrészecskés

spektrumot tehát most a következ®, a gyakorlatban kézenfekv®bb alakba akarjuk átírni:

N1(p) =
1

2πpt

dn

dpt dy
·
[
1 + 2

∞∑
n=1

vn cos[nφ]

]
. (4.66)

A φ (x�z síkhoz képesti) azimutszöget használva a fentebb kapott kifejezésünk így alakul:

N1(p) ∝ E exp
(
− p2z
2m

T−1
zz − p2t

2mTeff

)
× exp

(
w cos(2φ)+µ cosφ

)
, (4.67)

ahol a bevezetett mennyiségek jelentése70

Teff =
2

T−1
xx+T−1

yy

, w =
p2t
4m

(
T−1

yy −T−1
xx

)
, µ = −ptpz

m
T−1

xz . (4.68)

A φ szög szerinti megfelel® Fourier-integrálokat elvégezhetjük a felírt (4.67) képletben µ szerint

végzett sorfejtéssel, majd az egyes tagokban az In(w)= 1
π

∫ π

0
dφ cos(nφ)ew cosφ integrál-el®állítást

ismerve (ahol is In(w) a módosított Bessel-függvény). Ezzel a következ®ket kapjuk:

1

2πpt

dn

dptdy
∝ E exp

(
− p2z
2m

T−1
zz − p2t

2mTeff

)
I0(w, µ), (4.69)

és vn =
In(w, µ)

I0(w, µ)
, (4.70)

ahol az In(w, µ) segédmennyiségek tényleg csak ezen imént bevezetett változók függvényei. Meg-

adhatjuk az ®nekik a µ változó szerinti teljes sorukat is,71 azonban leginkább az y≈ 0 midrapiditás

környéke érdekes, és itt a (pz-vel arányos) µ mennyiség nem túl nagy, y=0-nál pedig konkrétan 0.

Így elég lehet a µ szerinti sor els® tagjait megtartani, melyeket ezért explicitebben is megadunk:

1

2πpt

dn

dptdy
∝ E exp

(
− p2z
2m

T−1
zz − p2t

2mTeff

)
×
{
I0(w)+

µ2

4

[
I0(w)+I1(w)

]
+O(µ4)

}
, (4.71)

az anizotrópia-paraméterekre pedig

v1 =
µ

2

[
1+

I1(w)

I0(w)

]
+O(µ3), (4.72)

v2 =
I1(w)

I0(w)
+
µ2

8

[
1+

I2(w)

I0(w)
−2

I21 (w)

I20 (w)

]
+O(µ4), (4.73)

v3 =
µ

2

I2(w)+I1(w)

I0(w)
+O(µ3). (4.74)

Az alábbi 4.3. ábrán egy relatisztikusnak tekinthet® kifagyáskori állapotnak megfelel® esetben

megvalósuló v1, v2, v3 mennyiségeket ábrázoltuk az y rapiditás függvényében.

70Az itt µ-vel jelölt mennyiséget a [155] cikkben (a korábbi hasonló [123] cikkbeli jelöléssel való összhang kedvéért)
v-vel jelöljük, de ez összekeverhet® (volt) a sebességgel illetve a vn anizotrópia-paraméterekkel.

71A teljes kifejezés a következ®, páros illetve páratlan index esetére külön (tehát itt p nemnegatív egész):

I2p(w, µ)=
∑

k,l
I|k+p|(w)+I|k−p|(w)

22k+2l+1(2k+l)!l!
µ2k+2l, I2p+1(w, µ)=

∑
k,l

I|k+p|(w)+I|k−p|(w)

22k+2l(2k+l)!(l+1)!
µ2k+2l+1, ahol minden k∈Z és l∈Z

értékekre összegzünk, de azok a tagok, amelyek nevez®jébe nempozitív egész szám faktoriálisa kerülne, nullák.
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4.3. ábra. A v1, v2, v2 anizotrópia-paraméterek y rapiditástól való függésének illusztrációja a (4.74)
képletek alapján. A paraméterek a következ®k: m-et a kaontömegnek, 494 MeV-nek választottuk
(amely más szempontból nézve egy közepesmt transzverz impulzusnak felel meg; ld. a diszkussziót),
a h®mérséklet-paramétereket pedig T ′

xx=300 MeV, T ′
xz =−20 MeV, T ′

zz =500 MeV, T ′
yy =200

MeV érték¶eknek (ez összhangban van a geometriai várakozással valamint a kb. 140 MeV kifagyási
h®mérséklettel), ezen felül az elfordulás szögét ϑf =π/8, a részecskék transzverz impulzusát pedig
pt =600 MeV/c érték¶nek vettük. A mutatott vn-eket illetve a szögátlagolt spektrumot mérve
rekonstruálhatók az impulzusspektrumot jellemz® T mátrix elemei (ld. a (4.65) egyenletet).

Kiszámíthatjuk a szabad Bose-Einstein-korrelációs függvényt is a (4.1) képlettel; rögtön aK
′
(tehát

az elfordult végállapoti ellipszoidhoz rögzített inerciális) rendszerben dolgozva

C
(0)
2 (Q

′
,K

′
) = 1 + λ

|S̃(Q′
,K

′
)|2

|S̃(0,K′
)|2

, S̃(Q
′
,K

′
) ≡
∫
d3r′ e−iQ

′
r′S(r′,K

′
). (4.75)

A forrásfüggvény (4.61) alakját használva elvégezhetjük a megfelel® (Gauss-)integrálokat; eredmé-

nyül a korrelációs függvényre is Gauss-alakot kapunk. Rögtön átírjuk az eredményt a K labor-

rendszerre is; ehhez itt is a (4.40) egyenletbeli M forgásmátrixot kell használni:

C
(0)
2 (Q

′
,K

′
) = 1 + λ exp

(
−Q′

kR
′2
klQ

′
l

)
⇔ C

(0)
2 (Q,K) = 1 + λ exp

(
−QkR

2
klQl

)
, (4.76)

ahol a k, l indexekre összegzés értend®, és a K
′
illetve a K rendszerbeli megjelent (szimmetrikus)

R′2 illetve R2 mátrixok, melynek elemei az úgynevezett HBT-sugárparaméterek, a következ®k:

R′2
xx = X2TT′−1

xx ,

R′2
yy = Y 2TT′−1

yy ,

R′2
zz = Z2TT′−1

zz ,

R′2
xz = XZTT′−1

xz ,

R′2
xy = R′2

xy = 0

⇒

R2
xx = R′2

xxcos
2ϑ+R′2

zzsin
2ϑ+R′2

xz sin(2ϑ),

R2
zz = R′2

xxsin
2ϑ+R′2

zzcos
2ϑ−R′2

xz sin(2ϑ),

R2
xz = (R′2

zz−R′2
xx) cosϑ sinϑ+R′2

xz cos(2ϑ),

R2
yy = R′2

yy,

R2
xy = R2

yz = 0.

(4.77)

A felíráshoz itt a fentebbi (4.63) egyenletben bevezetett, az egyrészecsks-spektrum meredekség-

paramétereit tartalmazó T′−1 �inverzh®mérséklet-mátrix� elemeit használtuk.
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A kísérleti analízisekben sokszor az úgynevezett Bertsch-Pratt-koordinátarendszert szokás hasz-

nálni (ld. a 2.1. szakaszt): ebben a Q vektort a ql ≡ qlong, qo≡ qout és qs ≡ qside (nyalábirányú, Kt-

irányú illetve ezekre mer®leges) komponensekkel adjuk meg (ld. a (2.22) egyenletet). A K vektor

x�z síkhoz (reakciósíkhoz) képesti azimutszögét φ-vel jelölve tehát

ql =Qz, qo=Qx cosφ+Qy sinφ, qs =−Qx sinφ+Qy cosφ, (4.78)

amivel átírhatjuk a korrelációs függvényt ezen koordinátákba. Érdemes azonban el®tte egy fontos

általánosítást, a véges ideig tartó kifagyás hatását megtárgyalni (ahogy ígértük például a 2.2.1

szakaszban, a (2.40) egyenlet után). Ha a kifagyás id® szerinti eloszlásának ∆t szélessége kicsi,

akkor úgy vehetjük, hogy ennyi id® alatt nem változik a dinamika, tehát minden egyéb mennyiséget

a tf -kori értékénél hagyhatunk; más szóval a forrásfüggvény alakjára feltesszük most, hogy

S(r′, t,p′) =
1√

2π(∆t)2
exp
(
−(t−tf )2

2(∆t)2

)
· S(r′,p′)

∣∣∣
t=tf

; (4.79)

értelemszer¶ jelöléssel. Ez a változtatás egyáltalán nem befolyásolja a fentebb az egyrészecske-

spektrumra kapott eredményeket, a Bose-Einstein-korrelációs függvényben viszont lesz hatása;

ekkor ugyanis vissza kell térni a négydimenziós integrállal felírt korrelációs függvény (2.11) képle-

téhez: itt a Q
′ ≡ (Q

′0
,Q

′
) impulzuskülönbség-négyesvektort kell használni, amivel

C
(0)
2 (Q

′
,K

′
) = 1 + λ

|S̃(Q′
,K

′
)|2

|S̃(0,K′
)|2

, S̃(Q
′
,K

′
) ≡
∫
d3r′ dt eiQ

′0
t−iQ

′
r′S(r′, t,K

′
), (4.80)

és a Q
′
már meghatározza a nulladik Q

′0
komponenst a (2.5) egyenlet alapján: Q

′0
=β

′
Q

′
, ahol

β
′
= K

′

K
′0 az átlagos impulzushoz tartozó sebesség (a K

′
rendszerb®l nézve). Arra jutunk ebb®l,

hogy a ∆t megjelenésének az a hatása, hogy a sugárparamétereket tartalmazó R′2
kl illetve az R

2
kl)

mátrixokhoz egy β
′
kβ

′
l(∆t)

2 illetve βkβl(∆t)2 illetve járulék adódik, vagyis a korábban a 2.2.1. sza-

kaszban mondott módon a véges ∆t hatása valóban beleskálázható a geometriai méretekbe. Ezeket

is �gyelembe véve a Bertsch-Pratt-koordinátákban felírt korrelációs függvény alakja (értelemsze-

r¶en a β vektort is βl és βo komponensekkel felírva; a β side-irányú komponense nulla):

C
(0)
2 (Q,K) = 1 + λ exp

(
−
∑

k,l=o,s,l

qkR
2
klql

)
,

R2
oo= R2

xxcos
2φ+R2

yysin
2φ+ β2

o(∆t)
2,

R2
ss = R2

xxsin
2φ+R2

yycos
2φ,

R2
ll = R2

zz + β2
l (∆t)

2,

R2
os= (R2

yy−R2
xx) sinφ cosφ,

R2
ol= R2

xz cosφ+ βlβo(∆t)
2,

R2
sl = −R2

xz sinφ.

(4.81)

Az LCMS-rendszerben βl =0, így ekkor a ∆t hatása az azimutszögre átlagolás után valóban az

R2
oo−R2

ss = β2
t (∆t)

2 módon jelentkezik a sugárparaméterekben (ld. a korábbi (1.9) egyenletet).

Az alábbi 4.4. ábrán a pár-impulzus φ azimutszögének függvényében ábrázoltuk az egy adott

kifagyáskori állapothoz tartozó Bertsch-Pratt-sugárparamétereket.
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4.4. ábra. A Bertsch-Pratt-rendszerbeli HBT-sugarak azimutszög-függgése a tárgyalt hidrodinami-
kai modellben a (4.77)�(4.81) képletek alapján; realisztikus (R′2

xx =25 fm2,R′2
yy =16 fm2,R′2

zz =36

fm2, R′2
xz =2 fm2, ϑ≡ϑf =

π
8
) kifagyáskori értékekb®l kiindulva. Az ábra ∆t=0 értéket véve ké-

szült; a ∆t ̸=0 érték konstans eltolást okozna (leginkább R2
oo értékében, ld. a (4.81) egyenletet).

4.2.3. Az eredmények diszkussziója

Az el®z® szakaszban levezetett képletek (mint ahogyan a vizsgált megoldás is) nemrelativisztikusak;

így volt lehet®ség az egyszer¶ tárgyalásra. A korábban ismert nem forgó esetben kiderült, hogy a

nemrelativisztikus megoldásokat relativisztikusan általánosító Buda-Lund-parametrizációban [35,

143] lényegében annyi a f® változás, hogy a keletkez® hadron m tömegét, mely a meg�gyelhet®

mennyiségek nemrelativisztikus kifejezéseiben szabad paraméter, az mt =
√
m2+p2t transzverz tö-

meggel kell helyettesíteni. Ezért (noha a Buda-Lund-parametrizáció forgó általánosítása még nem

befejezett) az el®z® szakasz képleteit úgy nézhetjük, hogy azok tükrözik a forgás hatását, és a relati-

visztikus képleteket minden bizonnyal az m→mt cserével kell majd kapni. Például a HBT-sugarak

(Roo, Rss stb.) a pár Kt transzverz impulzusától függetlennek adódtak: ez nemrelativisztikus

jellegzetesség; ha a Bertsch-Pratt-sugárparaméterek kifejezésében (meglehet®sen körülményesen,

a (4.63), a (4.77) és a (4.81) egyenleteken keresztül) szerepl® m tömeget mt-vel helyettesítjük,

akkor közelít®leg kiadódik az 1/R2 mennyiségekre az mt-ben lineáris, A+Bmt jelleg¶ függés. Ez

jól egybevág sok egyéb modellszámítással illetve univerzális kísérleti tapasztalat is (amint az el®z®

3. fejezetben is el®került; lásd például [37,109,156]).

A forgás hatásának megjelenését tekintve a képleteink a [123] kézenfekv® általánosításai. Ott

nem forgó megoldással dolgoztak, a végs® ellipszoid elfordulási szögét ad hoc módon vezették be. A

most tárgyalt modell dinamikailag tárgyalja a forgást; így jóval realisztikusabb. Továbbra is fennáll

a v2 elliptikus folyás jellegzetes viselkedése; a fentebb levezetett (4.71)�(4.74) képletek lényegében

így szerepeltek a [123] hivatkozásban is. Ami változott, az az, hogy a w és a µ �skálaváltozók� (ame-

lyeken keresztül v2 a paraméterekt®l függ) hogyan tartalmazzák a kezdeti paramétereket: a mostani

realisztikusabb modellben ezekben nemcsak a ϑf elfordulási szög, hanem az ωf forgási szögsebesség
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is megjelenik. Hasonló vonatkozik a HBT-sugárparaméterekre: a korábbi eredményeken is látszott,

hogy az R2
oo, R

2
ss és R

2
os φ azimutszög szerinti π periódusú oszcillációja az ellipszoidális forrásalak,

az R2
ol és R

2
sl sugárparaméterek 2π periódusú oszcillációja pedig az y tengely körüli elfordultság

jellemz®je (a [123] és a még korábbi egyszer¶sített [157] modellben is). Mostani modellünkben a

forgómozgás hatása is jelentkezik ez utóbbiakban.

Ahogy megjegyeztük fentebb, a páratlan rend¶ vn-ekben a kezdeti állapot �uktuációja is meg-

jelenik; a mostani hidrodinamikai számolásaink ezt leválasztva érvényesek. Az elfordulás leginkább

jellemz® sajátossága a v1 anizotrópia-paraméternek az y rapiditástól (páratlan függvényként való)

függése illetve az R2
ol, R

2
sl sugarak mondott 2π periódusú oszcillációja (ld. a fentebbi 4.3. és 4.4.

ábrákat). A v1 ilyen rapiditásfüggését kiterjedten mérik; mindenesetre ebb®l jelenleg nem lehet

teljesen egyértelm¶ következtetést levonni az elfordulás szögére. Ennek oka utóbbi mennyiség kí-

sérletileg nem egészen egyértelm¶ volta (err®l ld. rögtön), illetve az, hogy az R2
ol, R

2
sl oszcillációit

igen nehéz mérni, mert kombinált els®� és másodrend¶ (Ψ1 és Ψ2) reakciósík-információ kell hoz-

zá. Tudtommal a RHIC-nél nem is végeztek ilyen szisztematikus vizsgálatot ezen mennyiségekre;

a most tárgyalt modell (és az alább látott implikációk) nagy motivációt jelenthetnek ehhez.

Az elfordulás szögének vizsgálata arra vezet, hogy a ϑf mennyiség (melyet most ϑr módon

jelölünk, minthogy ® a koordinátatérbeli elfordulás) mellett bevezethetjük a most ϑp illetve a ϑq

módon jelölt szögeket: ezek az impulzusspektrum illetve a Bose-Einstein-korrelációs függvény el-

fordulási szögei (amilyen szög¶ y tengely körüli elforgatással a K-ból kapott rendszerb®l nézve

az impulzusspektrum illetve a korrelációs függvény diagonális). A spektrumot illetve a korrelá-

ciós függvényt jellemz® fentebb bevezetett T′−1 illetve R′2 mátrixok alapján, 2×2-es mátrixokra

vonatkozó egyszer¶ összefüggések használtatával könnyen meghatározhatjuk ezen szögeket:

ϑp = ϑr + ϑ′
p,

ϑq = ϑr + ϑ′
q,

ahol tg(2ϑ′
p) =

2T ′
xz

T ′
xx−T ′

zz

és tg(2ϑ′
q) =

2R′2
xz

R′2
xx−R′2

zz

(4.82)

A ϑ′
p és ϑ′

q szögek tehát a spektrum és a korrelációs függvény sajátrendszerének a már koordiná-

tatérben elforgatott K
′
rendszerhez képesti további elfordulását jelentik. A konkrét kifejezéseik

tg(2ϑ′
p) =

2ωR

Ẋ+Ż
, tg(2ϑ′

q) =
2mXZωR(Ż−Ẋ)

(T+mω2R2)(X2−Z2)+m(X2Ż2−Z2Ẋ2)
. (4.83)

Érdekes, hogy ϑp nem függ a részecske m tömegét®l, ϑq viszont igen, és nulla, ha formálisan

m=0-t veszünk,. Ha a relativisztikus általánosítás a fentebb mondott módon valóban az m→mt

cserét jelenti, akkor láthatjuk, hogy a ϑq HBT-elfordulási szögnek a részecskepár mt transzverz

tömegének függvényében való mérésével az mt → 0 limeszben le lehet olvasni a végs® ϑr geometriai

elfordulást. A mondott elfordulási szögek méréséhez szükség van (a mindig is mért anizotrópia�

és HBT-sugárparaméterek mellett) a fentebb külön kiemelt v1 illetve R2
ol, R

2
sl sugárparaméterek

mérésére.

A 4.5. ábrán az elfordulási szögek id®fejl®dését illusztráljuk különféle (konstans) κ értékeket vett

állapotegyenletek esetén; valójában persze a kifagyáskori (külön jelöl®vel jelölt) ϑp és ϑq értékek

mérhet®k.
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4.5. ábra. Illusztráció az x�z síkbeli elfordulási szögek id®fejl®désér®l a hidrodinamikai megol-
dásunkban, különféle állapotegyenletek esetén, a kifagyáskori értékek kiemelésével. a): a koordi-
nátatérbeli ellipszoidok (a K ′ rendszernek K-hoz képesti) elfordulása, b): a ϑp elfordulási szög;
az impulzusspektrum sajátrendszerének elfordulása, c): a ϑq szög; a HBT-korrelációs függvény
sajátrendszerének elfordulása. Utóbbi kett® mérhet® kísérletileg. A mostani ábrákhoz használt
paraméterek és kezd®feltételek megegyeznek a 4.1., a 4.3. és a 4.4 
@ ábrákéival.

Látszik, hogy a kifagyáskori értékek valóban érzékenyek az állapotegyenletre; a 4.5. ábrán látott

esetben a ϑq inkább, mint a ϑp, azonban ez a trend más paraméter-értékeket véve másképp ala-

kulhat. Az alábbi 4.6. ábra a kifagyáskori elfordulási szögeket mutatja a kezdeti ω0 szögsebesség

illetve az állapotegyenletet jellemz® κ konstans függvényében.
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4.6. ábra. A kifagyáskori elfordulási szögek (ϑr, ϑp, ϑq; ld. a szövegben és az el®z® 4.5. ábra ma-
gyarázatában) paraméterfüggése; a): a kezdeti ω0 szögsebesség függvényében κ=1,5 �x értékkel,
b): az ω0=0,15 c/fm �x értéknél a κ függvényében. Az összes tovább paramétert a 4.5. ábrán
szerepl®kkel megegyez®knek választottuk.

Most nem vizsgáljuk tovább szisztematikusan az összes lehetséges állapotegyenlet esetét (azaz a

megoldásunkban tetsz®leges κ(T ) függvényalakok implikációit). Látjuk mindenesetre, hogy ér-

demes a ϑp és ϑq szögek szimultán mérésére szisztematikus mérési programot véghezvinni. Így

(a jelen 4.2. szakasz bevezet®jében mondottakkal is összhangban) valóban a állapotegyenletr®l

nyerhetünk információt; az ütközési energia függvényében való esetleges nemmonoton viselkedés

feltárása pedig a kritikus pont kísérleti kereséséhez járulhat hozzá. A jelen szakaszban kifejtett

hidrodinamikai modell (matematikai érdekessége mellett) ehhez a munkához ad hasznos táptalajt.
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4.3. Polarizált barionok keltése analitikus hidrodinamikai modellben

Az eddig tárgyalt meg�gyelhet® mennyiségek (egyrészecske-eloszlás, Bose-Einstein-korrelációk)

mellett az utóbbi években egy újabb mennyiség is szerephez jut a nehézion-�zikai kísérletekben:

a keletkez® barionok (melyek feles spin¶ részecskék) polarizációja. Ennek mérése a kísérleti adat-

mennyiség növekedésével vált lehet®vé: leginkább a Λ (és a Λ̄) barion polarizációja mérhet® a f®

bomlási csatornában (a paritássért® Λ→ pπ− illetve Λ̄→ p̄π+ bomlásokban) keletkez® részecskék

irányeloszlásából.72 A f® motivációt az jelenti, hogy egy elméletileg nem teljesen megalapozott, de

széles körben igaznak elfogadott gondolatmenet szerint a forgó közeg tágulása során a spinek mint

szabadsági fokok is termalizálódnak, mintegy átveszik a forgás hatását [158]. Így tehát a végálla-

potban keletkezett barionok polarizációja nem elt¶n® lesz, és a közeg forgó mozgásának mértékér®l

hordoz (az el®z® szakaszban tárgyalt meg�gyelhet® mennyiségekt®l független) információt.

A (leginkább a STAR együttm¶ködés által elért) kísérleti eredmények azt mutatják, hogy a

nehézion-ütközésekben a Λ-barionok noha csak százalék nagyságrend¶, de jól mérhet®, a centrali-

tással monoton módon csökken® (azaz centrálisabb ütközésben kisebb) polarizációval keletkeznek,

továbbá kisebb és az ütközési energián n® a polarizáció mértéke [159�164]. A polarizáció f® iránya

a nyalábtengelyre és a reakciósíkra mer®leges, mint az el®z® szakaszban is, most is y-nal jelölt

irány, mely az impulzusmomentum iránya is.
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4.7. ábra. A STAR kísérlet mérése
√
sNN = 200 GeV-es arany-arany ütközésekben keletkezett

Λ-barionok polarizációjára (bal oldalon: a centralitás függvényében, jobb oldalon: a pt transzverz
impulzus függvényében, hidrodinamikai modellekkel is összevetve); a [160] hivatkozásból átvéve.

A mondott el®zmények után sok numerikus hidrodinamikai számolás látott napvilágot, amely va-

lóban nemnulla polarizációt jósolt [165�168]. Azonban itt is (mint az egyéb meg�gyelhet® mennyi-

ségek leírása esetében is) lenne tér az egzakt, analitikus hidrodinamikai megoldások használatára:

ilyenek tárhatják fel képletek szintjén a kapcsolatot a kezdeti állapot, a végállapot és a polarizá-

ció között. Ez motiválta az ebben a szakaszban kifejtett számolást: a kit¶zött cél az lett, hogy

72Hasonló módon például a Ξ-hiperon polarizációja is mérhet®. Természetesen a legtöbb keletkez® barion proton,
azonban a jelen tudásunkkal elképzelhet® kísérleti berendezésekkel ezek polarizáció-mérése lehetetlen.
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vizsgáljuk meg a polarizációt mint meg�gyelhet® mennyiséget egzakt hidrodinamikai megoldások

keretei között. Az alábbiakban az els® ilyen vizsgálatot mutatom be a [169] publikációnk alapján.

A polarizált barionkeltés leírásának lényege az [158, 167], hogy adott p (négyes)impulzussal

keletkez® részecskék ⟨S(p)⟩µ polarizációs négyesvektora egy lokális polarizációs ⟨S(x, p)⟩µ négyes-

vektor várható értékeként adható meg:

⟨S(p)⟩µ =

∫
d3Σνp

νf(x, p)⟨S(x, p)⟩µ∫
d3Σνpνf(x, p)

, (4.84)

ahol �gyelembe vettük a Cooper-Frye-el®írást (ld. a 4.1.1. szakaszt; d3Σµ(x) a kifagyási hiperfelületi

mérték). Itt f(x, p) a részecskék keletkezését leíró lokális termikus Fermi-Dirac-eloszlás:

f(x, p) =
g

(2πℏ)3
1

exp
(pµuµ(x)

T (x)
− µ(x)

T (x)

)
+1

, (4.85)

melyet azonban a nagyenergiás ütközések ilyen fenomenológiai leírásában szokásos módon (illetve

kis �betöltöttség� esetén, ami a ritkább Λ, Ξ stb. barionokra minden bizonnyal igaz) közelíthetünk

úgy, hogy egyrészt Maxwell-Boltzmann-eloszlást veszünk (azaz elhagyjuk a +1-et a nevez®b®l),

másrészt µ=0-t írunk. Ha µ
T
=0 helyett µ

T
= konstans feltételezéssel élnénk, az konstans szorzót

adna a számlálóban és a nevez®ben is.73 Az alábbiakban tehát úgy vesszük, hogy

f(x, p) = C0 exp
(
−pµβµ(x)

)
, ahol βµ(x) =

uµ(x)

T (x)
és C0=

g

(2πℏ)3
. (4.86)

Itt bevezettük a βµ(x) négyesvektor-mez®t, az úgynevezett inverz h®mérsékletmez®t. Érdemes

megjegyezni, hogy (tudva, hogy uµ mindenképpen 1-re normált, uµuµ=1) ez utóbbi βµ(x) vektor-

mez® egyszerre tartalmazza a T (x)-re és uµ(x)-re vonatkozó információt; mindketten rekonstruál-

hatók bel®le: 1
T (x)

=
√
βµ(x)βµ(x), majd uµ(x)=T (x)βµ(x).

A polarizáció leírásának leglényegesebb eleme viszont az ⟨S(x, p)⟩µ helyfügg® négyesvektor,

melyre a [158] cikk alapján, feltéve, hogy a spin-szabadságifokok is lokálisan termalizálódnak, a

következ® alakot fogadjuk el:

⟨S(x, p)⟩µ =
1

8m

(
1−f(x, p)

)
εµνρσpσ∂νβρ. (4.87)

Itt εµνρσ a négydimenziós Lévi-Civita-tenzor (ε0123=1, teljesen antiszimmetrikus), m pedig a ke-

letkezett barion tömege. A numerikus hidrodinamikai modellek az itt el®vezetett képleteket hasz-

nálják a polarizáció kiszámítására (ld. pl. [167]); az alábbiakban mi is ezeket használjuk, de a µ(x),

T (x), uµ(x) stb. mez®ket egzakt hidrodinamikai megoldásokból vesszük.

Választásunk a lényegében egyetlen ismert olyan relativisztikus hidrodinamikai megoldásra

73A µ=0 feltételt úgy is mondhatjuk ugye, hogy nem vizsgálunk megmaradó n részecskeszámot. Ami a
µ/T =konstans feltételt illeti, megjegyezzük, hogy az anyag állapotegyenletét is �gyelembe véve (nem elt¶n® n
esetén) írhatnánk olyan alakban is az f(x, p) függvényt, amib®l egyértelm¶, hogy teljesül az

∫
dp f(x, p) = n(x)

normálás. Például ultrarelativisztikus ideális gáz esetén p=nT , ε=κp, és κ=3, amib®l g
(2πℏ)d e

µ/T = n
4πT 3 adódik,

vagyis ekkor µ/T konstans volta azt jelenti, hogy n ∝ T 3, ami egyrészt az adiabatikus tágulás ismert jellemz®je,
másrészt valóban teljesül az alább tárgyalandó esetben.
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esett, amely forgást is tartalmaz: ez a fentebbi 4.1.3. szakasz végén a (4.36) egyenletben felidézett,

2011-ben általam talált, a [151] cikkben leírt megoldás. Külön kényelmes a mostani számítások

szempontjából, hogy ezen megoldást a v, T mez®k használata helyett szinte könnyebben fel is

írhatjuk a most el®térbe került βµ négyesvektor (inverz h®mérsékletmez®) segítségével:74

v =
2tr+ ρ20v0+ τ 2Ω×r

t2+ r2+ ρ20
, T = T0

τ 20
t2+r2+ρ2

1√
1−v2

, n = n0

( T
T0

)3
⇔ βµ(x) = aµ + F µνxν + (xνbν)x

µ − xµxµ
2

bµ, (4.88)

ahol a konstan aµ, bµ négyesvektorok és az antiszimmetrikus F µν tenzor kapcsolata a megoldásban

szerepl® paraméterekkel (szokásos tér-id®-szeletelt kijelölésben)

aµ =
ρ20

2T0τ 20

(
1

0

)
, bµ =

1

T0τ 20

(
1

0

)
, Fµν =

1

2T0

(
0 0

0 −Ω×

)
. (4.89)

A kifagyási hiperfelületet a τ ≡
√
t2−r2= τ0 konstans sajátidej¶ felületnek vesszük: ez a τ0 azo-

nosnak vehet® a megoldás felírásában szerepl® τ0-lal; T0 ekkor az r=0 koordinátájú pontban a

kifagyáskori h®mérsékletet jelenti.

Rátérve a polarizáció számítására láthatjuk, hogy a (4.84) képlet nevez®jében éppen az in-

variáns impulzuseloszlás (egyrészecske-spektrum) szerepel, amit ezért most szintén kiszámítunk

(mellesleg ezt sem végezték még el korábban erre a most tárgyalt relativisztikus hidrodinamikai

megoldásra). Beírva a fentebbi képleteket, a hiperfelületi mértéket a (4.4) egyenletb®l véve, és a

kifagyási hiperfelületet az r vektorral paraméterezve (vagyis t=
√
τ 20+r2-et véve), a részecske p

hármasimpulzusát illetve E=
√
m2+p2 energiáját használva azt kapjuk, hogy∫

d3Σνp
νf(x, p) ≡ E

dn

d3p
= C0

∫
d3r

(
E− pr√

τ 20+r
2

)
×

× exp

{
−E(2r

2+τ 20+ρ
2
0)−2

√
τ 20+r

2pr−τ 20 r(p×Ω)

T0τ 20

}
. (4.90)

Ez az integrál mint integrál mindenképpen létezik, de analitikus alakban nem igazán végezhet® el.

A szükséges mértékben teljesen pontos közelít® képlet kapható azonban Gauss-közelítéssel.75

Felidézzük: N dimenzióban a Gauss-közelítés olyan f , g :RN →R függvények szorzatának in-

tegráljára használható, ahol az f függvénynek éles maximum-csúcsa van egy jól de�niált r0 pontban

(melyet a ∂kf(r0)= 0, k=1 . . . N egyenletek megoldásával lehet megkeresni), ett®l távolodva gyor-

san elt¶nik, a g függvény pedig nem túl gyorsan változik r0 környékén. Ekkor f(r)-et egy r0-ra

koncentrált Gauss-alakkal közelítjük, melynek nagyságát (amplitúdóját) az f(r0) függvényérték

adja meg, a kitev®jében szerepl® kvadratikus alakot pedig az f függvény r0-beli másodikderivált-

mátrixából véve olyannak állítjuk be, hogy a második deriváltak szintjén is megegyezzen r0-ban

az eredeti f függvény és a Gauss-alak. A másik g tényez®tt pedig egyszer¶en r0-beli konstans

74Visszatekintve ezen megoldás megtalálásában éppen a βµ vektormez® ilyen alakú felírása jelentette a f® lépést.
75A [169] cikkben egyfajta szóhasználati hagyomány miatt ezt nyeregponti integrálásnak hívtuk; utóbbi fogalom

elvileg általánosabb, a Gauss-közelítésnek komplex függvények közé való kiterjesztésével kapott módszert takar.
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értékével helyettesítjük. Ezen közelít® alakok szorzatát ezután az ismert Gauss-integrálképletekkel

integrálva kapjuk az eredményt, melyet az eredeti integrál Gauss-közelítésének nevezünk:∫
dNr g(r)f(r) ≈ g(r0)f(r0)

√
(2π)N

detM
, ahol Mkl =

∂k∂lf(r0)

−f(r0)
, és ∂kf(r0) = 0. (4.91)

A fentebbi (4.90) integrálhoz az ottani exponenciális tényez®t kell a csúcsos f(r) függvénynek

tekinteni. Az r0 maximumhely megkereséséhez elég ekkor a kitev® deriváltját vizsgálni:

∇
{
− 1

T0τ 20

(
E(2r2+τ 20+ρ

2
0)− 2

√
τ 20+r

2rp− τ 20 r(p×Ω)
)}∣∣∣∣

r=r0

!
= 0 ⇒

⇒ 4Er0 − 2
√
τ 20+r

2
0p− 2(pr0)√

τ 20+r
2
0

r0 − τ 20 (p×Ω) = 0. (4.92)

Adott p vektor esetén ez alapján r0 a p és a rá mer®leges p×Ω vektorok lineárkombinációja lesz;

így keresve a megoldást végül arra jutunk, hogy (most p̂-pal jelölve a p irányú egységvektort)

r0 =
τ 20
2p

√
E−m
2m

{
1

τ0

√
τ 20 (p̂×Ω)2(E−m)2 + 4p2 · p̂+

√
2m(E−m) · p̂×Ω

}
, (4.93)

a másodikderivált-mátrixra pedig a következ® adódik:

Mkl =
2

T0τ 20

{(
2E−pr

A

)
δkl −

pkrl+plrk
A

+
pr

A3
rkrl

}∣∣∣∣
r=r0

, (4.94)

ahol A ≡ τ0
2

√
4p2+(E−m)2τ 20 (p̂×Ω)2

2m(E−m)
. (4.95)

Ezen M mátrix determinánsára van szükségünk, melyet legkézenfekv®bben a sajátértékeinek szor-

zataként kaphatunk meg. A p és a p×Ω irányok látható kitüntetettsége folytán �észrevehetjük�,

hogy a p×(p×Ω) vektor sajátvektora M-nek; a sajátértéket is megkaphatjuk ebb®l. Ezután pedig

(mivel szimmetrikus valós mátrixról van szó) a másik két sajátvektort az erre mer®leges, azaz a

p és a p×Ω vektorok által kifeszített síkban kereshetjük, közben a maradék két sajátértéket is

megkapva. A részletes számításokat a [169] cikk függelékében megtalálhatjuk; az eredmény:

detM =
32m2

T 3
0 τ

6
0

(E+m)p. (4.96)

Ezzel és r0 fentebbi kifejezésével végül azt kapjuk, hogy Gauss-közelítésben

E
dn

d3p
∝

√
π3T 3

0 τ
3
0

32p(m+E)
exp

(
− 1

T0

[
m+

ρ20
τ 20
E +

τ 20
4
(p̂×Ω)2(E−m)

])
, (4.97)

vagy egy kicsit kényelmesebb alakban felírva, bevezetve egyfajta Teff(E) �lokális meredekségpara-

métert� (mely tehát még szintén az energiától függ, de nagy E-knél már alig):

E
dn

d3p
∝

√
π3T 3

0 τ
3
0

32p(m+E)
e−E/Teff(E), ahol Teff(E) =

T0
m
E
+

ρ20
τ20
+

τ20
4
(p̂×Ω)2

(
1−m

E

) . (4.98)
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Rátérhetünk ezután a keletkezett barionok polarizációjának kiszámítására a (4.84) és a (4.87)

képletek alapján. El®ször is megállapíthatjuk, hogy amennyiben jogos volt a Fermi-Dirac-eloszlást

Boltzmann-eloszlással közelíteni (ahogy azt a kicsi fázistérbeli betöltöttség miatt gondoltuk), akkor

a (4.87) egyenletben is szerepl® f eloszlásfüggvényre f≪ 1, így az ott szerepl® 1−f kifejezésb®l

az f -et elhagyhatjuk. A (4.84) képlet számlálóját is Gauss-közelítésben tudhatjuk kiszámítani

(mint ahogyan a nevez®ben szerepl® egyrészecske-spektrummal is tettük az imént). Ekkor viszont

az ⟨S(x, p)⟩µ négyesvektort is a �simán változó� (a Gauss-közelítést megadó fentebbi (4.91) kép-

letben g-fel jelölt) függvényrészhez kell sorolni, amit egyszer¶en ki kell értékelni a (fentebb r0-lal

jelölt) maximumhelyen. Ekkor a maradék integrálok kiesnek (4.84) számlálójából és nevez®jéb®l,

merthogy ugyanolyan alakú (Gauss-)integrálok jelennek meg itt is, ott is.

Arra jutottunk tehát, hogy a polarizációt rendkívül egyszer¶ megadni Gauss-közelítésben:

⟨S(p)⟩µ = ⟨S(x, p)⟩µ
∣∣∣
r=r0

=
1

8m
εµνρσpσδνβρ

∣∣∣
r=r0
. (4.99)

Itt a használt megoldásnak a βµ vektorral való (4.88) felírását vehetjük igénybe, amib®l arra jutunk,

hogy (az ottani jelölésekkel)

∂νβρ = Fρν+x
αbαgνρ+xρbν−xνbρ ⇒ ⟨S(p)⟩µ =

1

8m
εµνρσpσ

(
Fρν+xρbν−xνbρ

)∣∣∣
r=r0

. (4.100)

Itt már ki is használtuk εµνρσ antiszimmetriáját és gνρ szimmetriáját, továbbá xµ most úgy értend®,

hogy a kifagyási hiperfelület azon pontja, aminek térkomponense a r0 maximumhely. Beírva ez

utóbbit, valamint Fµν és bµ kifejezéseit (4.88)-ból végül megkapjuk a polarizációs négyesvektort az

alábbi id®� és térkomponensekkel:

⟨S(p)⟩0 = − 1

8m
ε0klmpm(Fkl+xlbk−xkbl)

∣∣∣
r=r0

= − 1

16m
εklmεklqpm

Ωq

T0
=

1

8m

pΩ

T0
, (4.101)

⟨S(p)⟩k = 1

8m

(
εk0lrpr(Fl0+xlb0−x0bl) + εkl0rpr(F0l+x0bl−xlb0)+

+ εklr0p0(Frl+xrbl−xlbr)
)∣∣∣∣

r=r0

= − 1

8m

(
2b0εklmxlpm+Eεklmεmlq

Ωq

2T0

)∣∣∣∣
r=r0

=

=
1

8mT0

(
EΩ− 2

τ 20
r0×p

)
k
=
mΩk+(E−m)p̂lΩlp̂k

8mT0
. (4.102)

Szokásos tér-id®-szeletelt feírásban az eredményünk az, hogy a kelektezett barionok polarizációja

a tárgyalt gyorsuló és forogva táguló egzakt relativisztikus hidrodinamikai megoldásban

⟨S(p)⟩µ =
1

8mT0

(
pΩ

mΩ+ E−m
p2

(Ωp)p

)
. (4.103)

A polarizációs négyesvektornak a pµ⟨S(p)⟩µ=0 feltétel miatt (mely a polarizációs négyesvektor

általános jelentéséb®l is tudvalev®, valamint látszik a (4.87) kifejezésen is) csak három független

komponense van. Ez a feltétel úgy jelenik meg, hogy ha áttérünk a részecske nyugalmi rendsze-

rébe, akkor ott az id®komponens elt¶nik; kézenfekv® tehát az ezen rendszerbeli polarizációs (hár-
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mas)vektort vizsgálni. A kísérletek is ezen komponenseket mérik. A p impulzusú és E=
√
m2+p2

energiájú részecske nyugalmi rendszerébe áttér® (passzív) Lorentz-transzformáció mátrixa

Λµ
ν =

1

m

(
E −pl
−pk mδkl +

E−m
p2

pkpl

)
, (4.104)

ezt hattatva tehát az iménti (4.103) eredményünkre egyszer¶en az adódik, hogy

a nyugalmi

rendszerben
⟨S(p)⟩µ =

(
0

Snyug.

)
, ahol Snyug. =

Ω

8T0
. (4.105)

Az eredmény rendkívül egyszer¶: a vizsgált modellünkben a keletkezett barionok polarizációja

konstans, és arányos a forgó hidrodinamikai megoldás egyfajta szögsebességét megadó Ω vektorral.

Néhány fontos megjegyzés azért tartozik ehhez is:

1. Ez az els® olyan képlet, ami analitikus kapcsolatot ad egy adott hidrodinamikai modellben a

meg�gyelhet® barion-polarizáció és a tágulás dinamikai jellemz®i között. Minden olyan eset,

amikor sok-sok szimulációs eredmény mellé kevés de egyszer¶ képlet is megadható, mindenkép-

pen el®relépést jelent a megértésben.

2. Az, hogy valóban a forgás �okozza� a polarizációt, az eredményünkben mindenképpen tisztábban

látszik, mint a bonyolult numerikus szimulációkban (amelyek egyszerre követik le az id®fejl®dést

és számítják ki bel®le a meg�gyelhet® mennyiségeket).

3. A vizsgált modellben a polarizáció konstans; többek között nem függ a részecske impulzusától

sem. Ez (ránézve az iménti 4.7. ábrán felidézett kísérleti eredményre) nem is elrugaszkodott

eredmény. A meg�gyelt centralitásfüggésb®l pedig ekkor következtetést vonhatunk le a forgás

mértékére: centrális ütközésekben ez nyilván nulla, periférikusabb ütközésekben pedig nagyobb.

4.4. Összefoglalás, további kutatási irányok

Ebben a fejezetben nehézion-ütközések hidrodinamikai leírásának fejlesztése terén végzett munkák-

kal foglalkoztam. A 4.1. fejezetben áttekintettem az alapfogalmakat, a hidrodinamikai egyenleteket,

az egzakt megoldások szerepét, illetve utóbbiak terén már ismert (részben saját magam által elért,

már a doktori dolgozatomban bemutatott) korábbi eredményeket. Egy olyan egzakt megoldás (a

tetsz®leges állapotegyenlet¶ Hubble-megoldás [142]), mely már frissebb, és hozzám is köthet®, nem

kapott külön szakaszt.

A 4.2. szakaszban azt jártam körül, hogy lehetséges-e a korábbi ismert egzakt megoldáso-

kat olyan módon általánosítani, hogy forgást is tartalmazzanak; ez egy id®szer¶ vizsgálati téma,

ugyanis az adatok egyre inkább betekintést engednek a tágulási dinamika ilyen szint¶ részleteibe

is. Bemutattam azokat a munkáimat, amelyeknek során megtaláltam a nemrelativisztikus hidro-

dinamikai egyenleteknek ilyen (igen általános, táguló forgó ellipszoid alakú s¶r¶ségpro�lokat leíró,
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állapotegyenletek széles osztályára m¶köd®) megoldásait, valamint részletesen körüljártam, hogy

a forgás hatása milyen meg�gyelhet® mennyiségekben és hogyan tükröz®dik. Illusztráltam is a

kapott eredményeket, megvizsgálva az állapotegyenlet hatását is. Azt találtam, hogy egyrészt

az elfordulási szög valóban érzékeny az állapotegyenletre (mégpedig a sokféle kompetitív folya-

mat közül leginkább a kifagyásig eltelt id®tartam változása miatt), másrészt külön kell választani

a különféle mérési módszerekkel (egyrészecske-spektrumból vagy a Bose-Einstein-korrelációkból)

meghatározható elfordulási szöget. A RHIC-nél felvett adatokból kimért releváns kísérleti adatok

híján egyel®re ezen elképzelések konkrét ellen®rzése a mérési program stádiumában van.

A 4.3. szakaszban a végállapotban keletkez® barionok (Λ-részecskék) polarizációjával foglalkoz-

tam. Ez egy újonnan mérhet®vé vált (és mért) mennyiség, amely a numerikus számítások szerint

igen érzékeny a tágulási dinamikára. Megmutattam az els® analitikus hidrodinamikai számolást

erre a mennyiségre; a vizsgált modell (az els® ismert relativisztikus gyorsuló és forogva táguló

megoldás, noha analitikusan elég bonyolult volt megtalálni) a dinamika szempontjából igen egy-

szer¶nek mondható. Ennek ellenére az alapvet® meg�gyelést (nagyjából pt-független globális, �y�,

azaz reakciósíkra mer®leges tengely¶ polarizáció) jól leírja.

Egyik látott kutatási irány szempontjából sincs az i-re feltéve a pont; mindkett®höz érdekes

egy már szinte teljesen kidolgozott (de még publikáció el®tt álló, diákokkal közösen végzett) mun-

kám, mely azon alapul, hogy a látott forgó táguló megoldásoknak megfeleltethet® relativisztikus

végállapoti parametrizációt dolgozzak ki (mely az úgynevezett Buda-Lund-modell [35, 143] forgó

általánosítása lenne). Ebb®l a 4.2. szakaszban ígért módon az ott látott nemrelativisztikus tárgya-

lásnál realisztikusabb mt-függés¶ meg�gyelhet® mennyiségek adódnának, valamint a polarizációt

is di�erenciáltabban lehetne leírni. Utóbbi mennyiség szempontjából meg kell jegyezni, hogy a

globális polarizációnál részletesebb méréseket is végeztek; leginkább a z-tengely irányú polarizáció

azimutszög-függését [170]. Ez utóbbi a transzverz síkbeli tágulási dinamikára is igen érzékeny,

és jelenleg egyfajta rejtélyt jelent sokféle numerikus hidrodinamikai modell szempontjából, mert

azok sok esetben ellentétes el®jel¶ függést jósolnak [171]. A numerikus modellezés összetettsége

azonban már-már �elfedi� a tiszta �zikai okot emögött; a kidolgozandó analitikus módszerünk ezen

kérdéskör vizsgálatának is új löketet adhatna, illetve részben már ad is. Az analitikus formuláink

tisztábban rávilágíthatnak a polarizáció eredetére (mely a βµ vektor négyesgradienséb®l szárma-

zik, de nem világos, hogy melyik komponensek milyen arányban szerepelnek, és hogy szükséges-e

a ∂µβν−∂νβµ tenzor id®fejl®dését külön vizsgálni).

Összefoglalva: a hidrodinamikai leírás, azon belül is az egzakt megoldásokon alapuló analitikus

modellek használata fontos eszköz marad a nehézion-�zikai fenomenológiában; ilyenek egyre �no-

mabb hangolása az egyre érdekesebb meg�gyelések leírására is alkalmazhatók. Dolgozatom ezen

fejezetében az ilyen irányú már elvégzett és a közeljöv®ben elvégzend® munkákból adtam ízelít®t.
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5. Tézispontok

Az alábbiakban tézispontokba szedve felsorolom a dolgozatban bemutatott eredményeket és a

megfelel® publikációkat. Utóbbiak a dolgozatban a többi hivatkozott cikkel közösen számozódtak;

most kiemelem ®ket, de megadom az irodalomjegyzékbeli számaikat, illetve a dolgozathoz mellékelt

különlenyomatok �le-neveit is.

1. Kidolgoztam a nehézion-�zikai Bose-Einstein-korrelációk mérési módszertanát Lévy-eloszlások

feltételezésével, különös �gyelmet fordítva a Coulomb-e�ektus hatására (Lökös Sándor dokto-

randusszal illetve Máthé Gergely és Kurgyis Bálint BSc hallgatókkal, valamint Csanád Mátéval

közösen). Ezt a módszertant aztán sikerrel használtuk a PHENIX és kés®bb a STAR kollabo-

ráció keretei között az ilyen irányú mérések elvégzéséhez.

(1a) M. Csanád, S. Lökös, M. Nagy, Universe 5, 133 (2019), arXiv:1905.09714

( [58]; NM_cikk01.pdf.)

(1b) M. Csanád, S. Lökös, M. Nagy, Phys. Part. Nucl. 51, 238 (2020), arXiv:1910.02231

( [59]; NM_cikk02.pdf.)

(1c) B. Kurgyis, D. Kincses, M. Nagy, M. Csanád, Universe 9, 328 (2023), arXiv:2007.10173

( [60]; NM_cikk03.pdf.)

2. Megvizsgáltam a töltött pionok és kaonok Bose-Einstein-korrelációs függvényében a végállapo-

ti er®s kölcsönhatás szerepét Lévy-eloszlás alakú forrásfüggvények feltételezése esetén (Kincses

Dániel doktorandusszal és Csanád Mátéval közösen). Az eredmények szerint kicsi, de észreve-

het® e�ektust okoz ez; a pontosabb analíziseikben már eleve ezt a módszert használjuk.

(2a) D. Kincses, M.I. Nagy, M. Csanád, Phys. Rev. C 102, 064912 (2020), arXiv:1912.01381

( [86]; NM_cikk04.pdf.)

3. Új, önmagában is igen érdekes matematikai módszert fejlesztettem ki és implementáltam (kollé-

gáimmal, Kincses Dániellel és Csanád Mátéval, illetve Purzsa Aletta BSc hallgatóval közösen) a

Coulomb-kölcsönhatás �gyelembevételére Bose-Einstein-korrelációk fenomenológiai leírásában.

A módszer nagymértékben megbízhatóbbá teszi a vonatkozó számolásokat, és elérhet® közel-

ségbe hozza a bonyolultabb modell-forrásfüggvények kezelését is.

(3a) M. Nagy, A. Purzsa, M. Csanád, D. Kincses, Eur. Phys. J. C 83, 1015 (2023),

arXiv:2308.10745

( [93]; NM_cikk05.pdf.)

4. A brookhaveni PHENIX kísérleti együttm¶ködés magyar csoportjának tagjaként az els® Lévy-

eloszlást használó korrelációsfüggvény-mérésben betöltött szerepem az egész vertikumon végig-

megy: módszertani kifejlesztés, adatfelvétel, adatredukció és �analízis, eredmények elérése és
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publikálása. Megállapítást nyert, hogy a femtoszkópiailag rekonstruálható részecskekelt® for-

rásfüggvény valóban nem írható le Gauss-alakkal, a korreláció er®ssége a pontosabb leírásban

is mutatja a jellegzetes �lyukat� kis transzverz tömegnél, illetve hogy a sugárparaméter Lévy-

eloszlás feltételezése esetén is hidrodinamikai jelleg¶ viselkedést mutat.

(4a) A. Adare et al. (PHENIX), Phys. Rev. C 97, 064911 (2018), [Erratum: Phys.Rev.C 108,

049905 (2023)], arXiv:1709.05649

( [98]; NM_cikk06.pdf.)

5. A nehézion-reakciók leírására használható egzakt hidrodinamikai megoldásokat keresve több

lépcs®ben megtaláltam az eddigi legáltalánosabb nemrelativisztikus t¶zgömb-megoldást, amely

háromtengely¶ ellipszoid alakú közeg forgó tágulásának leírására is alkalmas. Kiszámítottam az

ezen megoldásból adódó meg�gyelhet® mennyiségeket, melyekben egyszer¶ képletek segítségével

nyomon követhet® a (nemcentrális ütközésekben biztosan megjelen®) forgás hatása. Részlete-

sen megvizsgáltam az állapotegyenlet keménységének és a végállapoti forgásnak a kapcsolatát,

javasolván, hogy a rekonstruálható elfordulási szögfajták ütközési energia függvényében való

vizsgálata az állapotegyenleten keresztül az er®s kölcsönhatás kritikus pontjának lokalizásására

is hasznos lehet.

(5a) T. Csörg®, M.I. Nagy, Phys. Rev. C 89, 044901 (2014), arXiv:1309.4390

( [153]; NM_cikk07.pdf.)

(5b) T. Csörg®, M.I. Nagy, I.F. Barna, Phys. Rev. C 93, 024916 (2016), arXiv:1511.02593

( [154]; NM_cikk08.pdf.)

(5c) M.I. Nagy, T. Csörg®, Phys. Rev. C 94, 064906 (2016), arXiv:1606.09160

( [155]; NM_cikk09.pdf.)

6. Megvizsgáltam, hogy leírható-e a nehézion-ütközésekben keletkez® barionok meg�gyelt pola-

rizációja analitikus hidrodinamikai modellekkel. Boldizsár Bálint BSc hallgatóval és Csanád

Mátéval közösen els®ként alkalmaztam realisztikus (forgó) egzakt hidrodinamikai megoldáso-

kat ennek a meg�gyelhet® mennyiségnek a kiszámítására. Megállapítottuk, hogy a levezethet®

egyszer¶ képletek meglep®en jól leírják a meg�gyelést, a dinamikai jellemz®kkel (a közeg impul-

zusmomentumával) való kapcsolatot pedig tisztán feltárják.

(6a) B. Boldizsár, M.I. Nagy, M. Csanád, Universe 5, 101 (2019), arXiv:1812.05587

( [169]; NM_cikk10.pdf.)

Itt a végén pedig nagy-nagy köszönetet mondok mindazon családtagjaimnak, kollégáimnak, baráta-

imnak, cimboráimnak, akik támogattak, bátorítottak, elviseltek, bárminem¶ kis és nagy segítséget

adtak az id®k során, ahogyan ez a dolgozat és a mögötte fekv® munka megvalósult. #YKWYA
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