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e Fz a leirat a ,Matematikai modszerek a fizikiban” c. tantargy komplex fiiggvénytannal fog-
lalkozo részéhez késziilt; ott kb. a félév negyedében kell elmondanom, amennyit lehet, ide joval
tobbet leirtam. Az abrak most is a Gnuplot ill. az Inkscape programokkal késziiltek. Komplex
fiiggvénytanbol amugy sok jo jegyzet/konyv van; nem pontosan tudom, miért kezdtem el ezt.
Sokszor hivatkozom a ,Vektorszamitas” jegyzetre; a jeloléseim is leginkabb ugyanazok, mint ott,
és nagyban épitiink az ott tanultakra. Mar bevezettiik egyszer a komplex szdmokat, megtanultunk
derivalni-integralni, s6t: vonalmenti integralokkal is talalkoztunk. Ezek nagy szerepet kapnak itt.

e Fz sem kinnyed olvasmdny! Ne siessiink, alaposan gondoljuk végig, s6t lehetSleg papiron ceru-
zaval kovessiik (azaz: probaljuk valos idében, ,elére” megesinélni) a szamolasokat olvasas kozben!
Probaltam ,lélekkel megtolteni” a szoveget, de nem tudtam elkeriilni a matematikai iromé-
nyokban szokasos, olvasast nehezité ,aljassdgokat”. Pl. azért hasznalok, hasznalunk képleteket
(szovegkozben is), mert azok tomorebbek, de ennek ara van. Tipikus eset, hogy igy, egy levegével
le van irva, hogy A<KB=C<D=F<F" ekkor arrdl van sz6, hogy egyenként teljesiilnek a ,lépések”
(hogy A<B, B=C, C<D, stb.), amiket egyenként végig kellhet gondolni, és végiil levonni a kovet-
keztetést, hogy A<F. Az ember agya (f6leg ha a jelolt bettik bonyolult kifejezések) ezt lassabban
dekodolja, mint a folydszoveget; nehéz rutinosan ,olvasasi tempot valtani”, amikor kell.

e A komplex fliggvénytan a fizikiban idénként kiilon magyarazat nélkiil a tarsolybol elGvett ,ma-
tematikai modszer”. ElGszor ritkdbban, késébb egyre tobbszor lesz sziikség ra: érdekes specialis
fliggvények, integralasi modszerek, differencidlegyenlet-megoldasok jobb kezelhet&ségét nytjtja.
Kisporolom annak ismételgetését, hogy mennyire fontos, amit tanulunk. A komplex fliggvénytan
a matematika egyik gyongyszeme is; ma is kutatott teriilet, de az alapokat jo 200 éve kidolgoztak
(nagyrészt Augustin-Louis Cauchy, valamint Bernhard Riemann; sokszor fognak 6k szerepelni).

o Irtam hosszu fiiggeléket is: sehonnai plusz témakorck, bizonyitasok befejezései, matematikai be-
vezetSk /tisztazasok kaptak itt helyet. Némelyik fliggelékbeli anyag talan jobban érezné magat egy
matematikus kurzuson, de taldn veszteség éri azt a fizika BSc szakos hallgatot, aki eldl ,eltitkoljak”
ezeket, igy azt gondoltam, hogy elfér ennyi ,matematikuskodas”. A f&szévegben legaldbbis mindig
megemlitem, hogy mikor milyen tételt vagy fogalmat hasznalunk.

e Sokat tamaszkodtam Matolcsi Tamés egykori analizisoraira (és a kapcsolodo ,,Analizis” jegyzet-
sorozatra.!) Visszamendleg koszonetet mondok neki (és szerzétarsainak); most azért lesporoltam
a szigorusagbol. Hasznos volt szamomra Halasz Géabor , Komplex fiiggvénytani fiizetek” jegyzetso-
rozata is; ez sokkal tobb mindent targyal, és a matematikus szakon tankonyv.

e Néhany aprosag mar most elére:

1.) Ugye A C B azt jelenti, hogy A részhalmaza B-nek. Vigyazat: nem lehet elégszer mondani,
hogy ez megengedi azt is, hogy A megegyezzen B-vel, nem fogom ezt mindig kiilon hangsulyozni!
2.) Ha z és y kiilonb6z8 valés szamok, akkor vagy x<y, vag y<z; akdrmennyire kicsit térnek is
csak el, mindkét esetben még mindig van kozottiik végtelen sok tovabbi valds szam.

3.) Ha U halmaz, és HCU, akkor a H részhalmaz karakterisztikus fiigguénye (jelben: xp) az az
U-n értelmezett valos értéki (tehat: U — R) fiiggvény, aminek értéke az x€U helyen 1, ha x€H,
és nulla, ha z¢ H. Sokszor hasznaljuk pl. valés intervallumok karakterisztikus fiiggvényeit.

1Bzt kevés fenntartassal jo szivvel ajanlom annak, aki kicsit el akar mélyedni a matematikaban; letdltheték innen
(2020): http://szofi.elte.hu/ szaboa/MatolcsiKonyvek/pdf/jegyzet/, analizisl-t6l 9-ig.
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1

1. Ismétlések, komplex szamok, komplex valtozos fiiggvények

1.1. Komplex szamok és miiveleteik

e Az els6 két oldal ,plusz érdekesség”: komplex szamok bevezetése mdsképp. A valos szamok hal-
maza (R) ugyebar olyan halmaz, amelyben értelmezett egy dsszeadds és egy szorzds nevii miivelet,
amely barmely két halmazelemhez (szdmhoz) egy halmazelemet (azaz szémot) rendel, és

— Al: Az dsszeadds asszociativ: barmely harom z,y, z szamra (x+y)+2z = 2+ (y+2).
— A2: Az dsszeadds kommutativ: barmely két x, y szamra x4y = y+x.

— A3: Van egy nulla nevid szam, 0, amire igaz, hogy minden x szamra x40 = x.

— A4 Minden x szdmnak van ellentettje, —x, amire x + (—x) = 0.

— M1: A szorzds asszociativ: (ry)z = x(yz) barmely harom z,y, z szamra.

— M2: A szorzds kommutativ: barmely két x, y szamra xy = yx.

— MS3: Van egy ,egy” névre hallgatoé szam, 1540, amivel minden = szamra z-1 = x.
— M/ : Minden nemnulla x#0 szamnak van reciproka, %, amire x% = 1.

— AM: Az Gsszeadasra nézve a szorzas disztributiv: minden z, x, y szamokra z(x+y) = zz + zy.

A reciprokkal szorzas neve ugye osztds, az ellentett hozzdadasanak neve ugye kivonds.?

A valoés szamok az eddigieken feliil még azt is tudjak, hogy teljesen kitoltik a szidmegyenest.

e Az A1—AM tulajdonsagokat annyira szeretjiik, hogy nevet kaptak: egy olyan halmazt, amit el-
lattunk ezeket teljesits Gsszeadas— és szorzasmiivelettel, (szam)testnek hivunk (angolul: field). Az
A1—AM tulajdonségok a testaxiomdk. (Az ,axioma” jelentése alapigazsag; itt alapkdovetelménynek
fordithatjuk). Pl. a racionélis és a valés szamok halmazai (Q és R) is egy-egy szamtest.?

Az el6z6 pont utolso kitétele (a szamegyenes kitoltése) viszont csak a rendezett valos szamok
sajatja, a testaxiomaktol fliiggetlen tulajdonsag (pl. Q-ra ugye nem is igaz). Jo lenne viszont R-nél
tovabb béviteni a szamfogalmat. A szamegyenes mar tele van, kovetkezd otlet a sik. A kérdés:
be tudunk-e vezetni a sik pontjain mint ,szam”halmazon olyan (majd Gsszeadasnak és egymdssal
szorzasnak nevezett) miiveleteket, amelyekre teljesiilnek a fentebbi testaxiomak.

e A sikot tekinthetjiik kétdimenziés valos vektortérnek. Uj szamhalmazunkban meg szeretnénk

talalni a valos szamokat is: adodik, hogy ,sikbeli”; z-vel jelolt szamaink alakja legyen:
z:=a-1+b-U, Itt 1 a valos 1€R, U pedig egy ,,4j szamegység”. A ,sik-szamok” tehat
ahol a,b € R. 1 és U valos linearkombinacioi, és 1 =1-14+0-U ésU =0-1+1-U.

Az a-1+0-U szamok halmaza (ahol a€R) lesz a valds tengely, az R beagyazasa a sik-szamok kozé.

Az=a-14b-U  szamaink” dsszeaddsdt szinte egyértelmi, hogy szokasosan, vektorkomponensek
modjara kell értelmezniink, ha szeretnénk, hogy teljesiiljenek az A1—A/ tulajdonsagok:

Ha zi=a1-14+b-U, z=ay-1+by-U, akkor zi1+zo := (a;+as) - 1+ (b1+bs) - U.

Nulla: 0-140-U. Ellentett: z=a-14+0-U = —z:=(—a)-14+(=b)-U.

2Az A1—-AM Kkitételekbol logikailag egyszertien kovetkezik (probaljuk meg!), hogy tényleg igaz, hogy a 0, az 1,
és egy szam ellentettje ill. reciproka egyértelmtiek. Ez kell is, ha igy akarjuk a kivonést és az osztast értelmezni.

3Erdekesség: a (korzével-vonalzoval egységszakaszbol) szerkeszthetd szdmok halmaza is test; ez az elemeinek
Osszegei, szorzatai, kiilonbségei, hanyadosai mellett pozitiv elemei négyzetgyokeit is mind tartalmazza, igy tehat
bévebb Q-nal. Az algebrai szamok halmazanal viszont sztikebb: pl. a /2 nem szerkeszthetd (Id. ,kockakett6zés”).



2 1. ISMETLESEK, KOMPLEX SZAMOK, KOMPLEX VALTOZOS FUGGVENYEK

e A szorzas érdekesebb lesz. Szeretnénk, hogy asszociativ, kommutativ és 6sszeadasra disztributiv
legyen; ehhez az kell, hogy az 1 és U kombinécidjaként felirt szamokat ,tagonként” lehessen szorozni:

nn=a;-14+0b-U, N 21 - 2o = arag - (1-1) + (a1botaghy) - (1-U) + biby - (U - U)
Zo=ag-1+by-U kell, hogy legyen. (Méris kihasznéltuk, hogy 1-U =U-1.)
Ha megmondjuk, ,mennyi” 1-1, 1 -U és U - U, kész a ,szorzétabla”. Szeretnénk, ha tovabbra is
a valos 1 (azaz az 1 -1+ 0-U) lenne a szorzas egységeleme; emiatt 1-1 = 1 és 1-U = U kell,
hogy legyen (a zjzp-re felirt iménti képletbdl lathatoan, ha a;=1 és by=0, de ay, by akarmi; vagy
forditva). U - U értéke kérdéses: mindenesetre ez is valamilyen sik-szam kell legyen:

U-U=al+ pU, ahol a€R, S€R egyszer s mindenkorra lefixalt valos szamok.

Ugy ttinik, hogy ahanyféle o, B valos szamokat valasztunk, annyiféleképpen vezethetiink be értel-
mes szorzasmiiveletet a sik-szédmainkon. De nem mindegyik lehetGség lényegesen kiillonbozo.

e Az U helyett ugyanolyan joggal egy mésik U':=A-1+B - U szamot is hasznalhatunk arra, hogy
U’ és az 1 linearkombinaciojaként felirjuk a sik-szamokat (itt A, B € R, és B#0). Adott « és 8
esetén viszont megfelel§ A-t és B-t valasztva U’ szorzasa esetleg egyszertibb. Ellendrizziik, hogy

U=A-1+B-U = U U = (aB*~BAB—A*1 + (BB+2A)U'

Mindenképp megvélaszthatjuk ugy A-t, hogy U’ -U'-bdl kiessen a U'-s tag, azaz U'-U' valos legyen:
1 . . ! / B2 2
Legyen A= _§BB’ ezt visszairva: u - -u = I(ﬁ —|—4a) - 1.

Héarom lehet6ség kinalkozik attol fliggéen, hogy az eredetileg megadott v és 3 szamok milyenek.

1. Ha 4a+/3%=0, akkor az iménti U’-t nevezziik el N-nek. ,Sik-szdmaink” szorzasa az lenne, hogy

21 %9 = (a11+b1N)(a21+sz) =

— . 1 b . . = bb”l
z=a-14+b-N, N-N =0, ebbo = aay - 1 + (a1by+azby) N

Ez a szorzas kommutativ, asszociativ, az 1, azaz 1-14+0 - N az egységeleme, és az Osszeadasra
disztributiv: majdnem minden testaxioma teljestil. M4 viszont nem. Nemcsak a 0-1+0- N
nullanak, hanem az 6sszes 00+ b- N alakd szamnak sincsen reciproka (itt b€R akarmi lehet):
probaljuk ki, hidba szorozzuk itt az ilyen szdmokat barmivel is, nem johet ki 1, azaz 1-1+0-N.

2. Ha 4a+3?>0, akkor B-t megvalaszthatjuk 2/1/4a+32-nek, és az Gj U'-t most E-nek nevezhet-
jiik, amivel az ilyen tipusu szorzési szabalyu ,sik-szamainkra” az vonatkozna, hogy

21 R — (a11+b15)(a21+625) =

=a-1+4b-&, £-E=1, bbdl
z=a-1+ ebbol (a1az + b1bs) - 1 4 (ar1ba+asby) - £.

Itt is M4-gyel lesz hiba: nemcsak a 0-1+0-& nullat, hanem az 6sszesa-1+a-E ésa-1—a-&
szamokat (a€R akarmi) is hidba szorzom barmivel, nem kaphatok 1-et, azaz 1 - 140 - E-t.

3. Végiil (alig varjuk), ha 4a+3%<0, akkor B-t 2/+/|4a+[(%|-nek valaszthatjuk, és az igy kapott
U'-t nevezziik Z-nek, ezzel ebben az esetben a szorzési szabaly az lesz, hogy

Z1 "Ry = (a11+b11)(a21+b21) =

— .1 b,I I.I:—l bb”l
z=a-1+ ; ) ebbol (a1ag — biby) - 1 + (arba+asghy) - Z.

Ugyebar kideriil, hogy igy tényleg csak a nullanak nincs reciproka: (szam)testet kapunk. Ez a
komplex szamok C halmaza; az atmenetileg Z-vel jelolt ,dolgot” jelolhetjiik ¢-vel, ahogy szoktuk.
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o A fentebbi fejtegetés Gsszefoglalva: ha ,a sikot betoltd” szamok Osszeadasat és szorzasat sze-
retnénk az A1—AM testaxidméakat megtartva bevezetni, akkor vagy nem sikeriil, vagy pedig (az
1j szamegységet alkalmasan valasztva) lényegében a z = a + bi alakt komplex szamokra jutunk.

Komplex szamokkal mint kéttagi kifejezésekkel lehet szdmolni, i-t 6néllé szimbolumként kezel-
ve, melyre i? = —1. (Tényleg ,megtalaltuk” tehat a negativ valos szamok négyzetgyokeit is.)

21tz = (CL1+CL2) + (bl+b2)27 1 a; — bll

Z1—R9 = (al—ag) + (bl—bg)i, Z— = a2——|—bQ (11)
2129 = (a1a3—b1b2) + (arba+asby )i, ! b

leal—i‘ibl,
Zo=9+1by

A komplex szamok C halmaza tehat test: az Osszeadésukra és szorzasukra igazak az A1—AM tu-
lajdonsagok (1d. fentebb; valos szamokra mondtuk ki ket, de épp ez a lényeg, hogy komplexekre is
igazak). A komplex szamok tovabba kitéltik a komplex sikot, épp mint a valosak a szamegyenest.

e R-bil C-be kilépve feladtuk a rendezést; ezt nem nagyon sajnéljuk. Vajon léteznek-e még a
,siknal is bonyolultabb” szamok? Valasz: tovabbi altalanositdsokat is tehetiink, de egyre tébb
megszokott dolgot kell feladni. Pl. az un. kvaterniok halmaza négydimenzios valos teret tolt ki
(ugy, ahogyan valds szamokkal valo linedrkombinalasra nézve R egy—, C pedig kétdimenzios); a
kvaterniok szorzésmiivelete azonban nem kommutativ. Eleresztve a gyepl6t: adott N esetén az
N x N-es méatrixok (matrix-)szorzasanal 1) nincs kommutativitas, 2) nincs mindennek inverze (,re-
ciproka”), tovabbé 3) nemnulla tényezsk szorzata is lehet nulla. A métrixszorzas és —Osszeadas (a
tobbi jo tulajdonsaga miatt) emlékeztet szamok szorzasara és Osszeadasara, de mar annyira masmi-
lyen, hogy esziink dgaban sincs altalanos matrixokat onalldé szdmként értelmezett objektumoknak
tekinteni. A komplex szdmok viszont még elég jok ahhoz, hogy szamokként kezelhessiik Gket.

Még masképp: a C az a halmaz, ami még kényelmesen szdmhalmaznak tekintheté algebrai
értelemben (tehat: testet alkot), de mar elég érdekes geometriailag: sik, amin vannak gorbeék,
érdekes alaku tartoméanyok, stb. Végiilis ezen kett&sség az oka annak, hogy a komplex (differenci-
alhato) fiiggvényekre meglepetésszertien erds allitasokat tehetiink majd.

e Ujra 6sszefoglalunk néhany alapfogalmat. A komplex szamsikot kifesziti a valos tengely (ezen
sakik” R mint C részhalmaza), és a képzetes tengely, amelyet merdlegesen rajzolunk. Elnevezések:

Komplex szam: z=a-+bi, a,beR

z komplex konjugéltja: ¥ =a — b,
z valos és képzetes részei:  Rez =R(z) =a, Imz=73(2) =0,
z abszolutérték-négyzete: |22 = a®+b* = 22" € R,
z argumentuma (fazisa): ¢ =argz € |—m, 7.
2 trigonometrikus ill. exponencidlis alakja: 2z = |z|(cos p+ising) = |z]e™.

A Re és az Im helyett hasznalnak ilyen furcsa R és I bettiket is nyomtatasban.*

e Az el6bbi Osszefoglaloban is mar kihasznalt Euler-formula alapvets fontossagu:
e’ = cos + isin o, de akarmilyen z-re is exp(iz) = cos z + isin z. (1.2)

Ezt vagy ,kidumaljuk” (azaz: sin-t és cos-t geometriailag ismerve igy értelmezziik a komplex ex-
ponencialist, 1d. pl. a Vektorszamitas jegyzet 2.4. szakaszaban), vagy ,levezetjiik” (azaz: az exp

4ATEX-ben ezt a karaktertipust a $\mathfrak{R}$ és a $\mathfrak{I}$ modon érhetjiik el; a beépitett \Re és
\Im parancsok flancosabb: ilyen R és & betiiket produkalnak; utébbiakat én nem szeretem.
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fiiggvényt mashogy, pl. hatvanysoraval bevezetjiik, és ezen (1.2) Euler-formuldnak megfelelGen
értelmezziik a sin és cos fliggvényeket; ennek ismétlését 1d. lentebb az 1.4. szakaszban). Az Euler-
formulat és az elemi fliggvények , komplexesitett” jellemzGit hasznos tudni; lesznek példak béven.

e A most p-vel is jelolt argumentum (fazis), ami a z iranyu ,vektor” valos tengellyel bezart
szOge, argz, nem lenne egyértelmd. Szokasosan megszoritjuk a |—m, 7| tartomanyba, azaz a
vagast a negativ valos féltengelyre (pontosabban: ald) tessziik: pozitiv (6ramutatoval ellentétes)
korbejarassal arg z né m-ig, majd az R~ féltengelyen athaladva visszaugrik —m ,f61é”.

=1 Rz =4+3i
(@)} :
[ :
3] 5 §§
wn Y :
g \’L\/ Z ‘N
argz —m o |, Y _ar9”
Do 0= I
y Y I
L o . t t Y
A -1 O 1 valds tengely *
argz ——m \ ¢ -i
' ( ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, )
Rez =
¢ = 4-3j

1. dbra. A komplex szamsik egyszert fogalmainak illusztracioja (kb. tavalyrol atemelve).

e A komplex hatvanyozast igy érdemes ugye definialni: a,b€C akarmilyen szamokra (ha a#£0)

Lnz :=In(|z|) + i arg 2,

a’=exp (b Lna) = "%, ahol (1.3)

és ugye —m<arg z<m.

Felidéztiik a komplex logaritmust is. Az arg z a fazismegallapodas miatt az egyes x,y tartomé-
nyokban kiilonféleképpen irhato fel az ismert arctg fiiggvénnyel. Néhany részben atfeds lehetdség:®

Tartomany: ‘ R(z)>0 ‘ J(z)>0 ‘ J(z)<0 ‘ R, -t kivéve akéarhol:
Y — Y T T 9 y
arg(z+1iy) ‘ arctg 2 arctg e

T z T _ 7
5 — arctg ” ‘ arctg "
e Emlékeztets a komplex szamok miiveleteinek geometriai jelentésérdl: az Gsszeadéas a (két-

2

dimenziés sik mintajara) vektor-Osszeadasként értelmezédott, vagyis egy komplex szamhalmaz
minden eleméhez egy konstans z, szamot hozzaadva azt mintegy a z; ,vektorral” eltoljuk.
Szorzéasnal a fazisok Osszeadodnak (de a fazist ugye gy kell érteni, hogy végil mindig —7 és 7
kozé essen), az abszolutértékek pedig szorzodnak. Egy z-vel valé szorzas tehat origo kdzéppontu
|z|-szeres nagyitast és arg z sz0gl elforgatast jelent. Specidlisan: +i-vel vald szorzés egyszertien
+90°-0s elforgatast jelent. Ebbdl (is) nyilvanvalok az alabbi Osszefiiggések; azért felirjuk Sket:

R(iz) = —T(2), R(—iz) = T(z), J(iz) = R(z), J(—iz) = —R(2). (1.4)

Az utolsé bonyolultabb: tgy kapjuk, hogy 1/z-t a lentebbi (1.9) képlettel kifejezziik, egyszertisitiink, és y/z-re
(mivel a fazismegallapodas szerint 3(1/z) > 0 mindig igaz) az els6 képletet alkalmazzuk: az igy kapott eredmény

kétszerese lesz z argumentuma. A trigonometrikus tg(2gp):12+tt% képletbdl indulva is ugyanerre juthatunk.
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e R-bsl C-be kilépve tjra kell gondolnunk a hatvanyozast, amit valos kitevSknél is (a€R™ és ceR

clna

esetén) az a® = exp(clna) = €™ modon értelmeziink. A logaritmus azonossagaibol kell kiindulni:

In(ab) =lna+Inb, és

Valos szamok kozott: ha a,b € RT, ceR (1.5)
In(a®) =c-Ina,
mivel minden z€R-re In(exp x) = z. Ezekbdl kovetkezdleg igazak a szokasos Osszefiiggések:
Valos szamok kozott (ab)® = a® - b°, és (ac)d =a“. (1.6)

Tudva, hogy eX*Y = eXeY tényleg mindig igaz, valamint tudva a logaritmus iménti azonossagait az
elsét igy igazolhatjuk: (ab)® = ecn(@) = gellnatinb) — gelnatelnb — gelnagelnb — ge . pe - A masodikat

pedig igy: (ac)d = (@) = pdelna — ged - A gzomort hir ezek utéan viszont az, hogy
Komplex szamok k6zott, azaz Ln(ab) nem mindig egyenlé Ln a + Ln b-vel, (1.7)
ha csak azt tudjuk, hogy a,b € C, és Ln(a’) nem mindig egyenld b - Ln a-val. '

Konkrétan: Ln z = In |z|+i arg z, emiatt az els§ azonosséag tigy romolhat el, hogy két komplex szam,
a és b argumentumai 6sszeadodnak, amikor az ab szorzatot képezziik, de ha a kapott ,,argumentum”
m-nél nagyobb vagy —m-nél kisebb lenne, akkor 2m-t levonunk, vagy hozzdadunk, hiszen keményen
megkoveteltiik, hogy az argumentum mindig |—7, 71]-be essen.® Az pedig hasonléan végiggondolva
még nyilvanvalobb, hogy Ln(a®) és b- Lna teljesen mésok is lehetnek, fsleg ha b¢R. Igy tehat

komplex szdmok (ab)® nem feltétleniil egyenls a® - be-vel, (18)
kozott mozogva: és (a®) totél mas is lehet, mint a®. '

o Itt a fazisatbukds méar ,durvabb” eltéréseket is okozhat.” Sokszor kériilményes lenne minden
(ab)° = a°b¢ atalakitasnal leellendrizni, hogy az ab szorzasnal ,nem bukik-e at” a fazis, azaz tényleg
igaz-e az egyenlGség; kés6bb, az 5.1. szakaszban majd latunk egyszeriibb modszereket.

Mar most kiemeljiik, hogy ha r€R™, akkor argr = 0: emiatt ha r€R™, akkor (ar)¢ = a°r® min-
dig igaz. Masrészt ha meZ valos egész szam, akkor is (ab)™ = a™b™ mindig igaz. Szorozgatéasként
gondolva a hatvanyozasra ez nyilvanvalo, az el6z6 ponttal pedig tigy harmonizél, hogy amikor a

2ri-c_y3] akkor és csak akkor

szorzasbol jove esetleges 2mi ugréast visszatessziik a kitevébe, akkor e
tudhatjuk biztosan, hogy 1-gyel egyenls, ha c=m egész. De méar pl. tortkitevékkel (négyzetgyokkel

is, ami 1/2-dik hatvanyozas) is vigyazzunk: komplexben \/E\/l_) nem mindig egyenls v/ ab-vel.

e Ha ¢¢Z, az f(z) = z¢ fiiggvénynek vagasa van az z€R™ féltengelyen: ehhez kétfelsl kozelitve
mésok a hatéarértékek (mivel 2¢ = e“M# és J(Ln 2) feliilr6l +im-hez, alulrél —im-hez tart ott).
Valos pozitiv « kitevére az f(z)=z“ hatvanyozasfiiggvény geometriai jelentést hordoz. Ugye
2o = eolnlzltiargz) — palnlzlgiaargz — | yjagicargz, ha jtt a€R, akkor az utobbi alak egy exponencialis
alakban jol felirt komplex szam, melynek abszolutértéke az eredetiének a-adik hatvanya: |z%|=|z|*.
Erdekesebb, hogy az argumentum oa-szorosara valtozik. Ha a<1, akkor tehat a fiiggvényiink
az R~ vagastol kétfelé visszahajtogatva a komplex sikot legyezGszertien ,0Osszébbesukja”’, ha pedig
a>1, akkor pedig ,kihajtogat™ utobbi esetben egy = kozépponti szogi ,&kbdl” (a 0 < argz < 7
tartoméanybol) indulva a f6ls6 félsikon 1évE 6sszes komplex szam kiadodik a-adik hatvanyként.

6Példa: a = 261%”, b= 3€i%ﬂ; mindkettére arg = %ﬂ' = 135°. Ekkor ab-ra irhatjuk, hogy & 6ei3™-nel egyenld,

az argumentumdra viszont azt kell mondanunk, hogy az 27-vel kevesebb, —7. Most tehat Ln(ab) = In6 —i7, de
Lna+Lnb = (In2+idir) + (In3+idin) = In6 + i3, azaz itt emiatt tényleg Ln(ab) # Lna + Lnb.

7Az el6z6hoz hasonlo példa: ellendrizziik, hogy ha a = %(ifl), b=i és c=4i, akkor (ab)¢ = 3™, de a®-b° = e =7,
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e Az 1/2-edik hatvanyozés, azaz négyzetgydokvonas komplex szamok kozott mozogva is ,yalos
miiveletekkel elvégezhetd™ adott z=a-+ib szamra kijon az a w = A+iB, amire w? = z:

1

z = a—f—zb (A+ZB>2 = a,+'lb A = 7 A /a2_|_b2 + a,
’ = A?—DB?=a, = sgn(b)

Vz = A+iB. =\ 9AB—b B g\/i NN

Ugye arg z€]—m, 7|, és a hatvanyozésra fentebb latottak szerint a képhalmaz ilyenkor egy ,legyezd-

(1.9)

Osszébbhajtassal” adodik: igy latjuk, hogy a négyzetgyok eredményének a fazisa mindig } -5, %} -be
esik. A gyokvonas képhalmaza tehat a JR(2)>0 félsik (kivéve az J(z)<0 képzetes féltengelyt).

Az A, B parra az A?—B?=a, 2AB=b egyenletrendszerbdl kétféle megoldas adodna. A felirt
képletiink ezek koziil azt vilasztja, aminek a valds része nemnegativ, ahogy kell. Tovabbé negativ
valos szamra (azaz ha a<0 és b=0) a négyzetgyck tényleg +i/]a|. (Emlékezziink: a sgn szignum-

fiiggvény negativ valos szamra —1, pozitivra +1; tovabba ugy vessziik, hogy sgn(0) = 1).

e A komplex konjugalast nemcsak Osszegen, szorzaton, hanyadoson, elemi fiiggvényeken ,emelhet-
jiikk 4t”, hanem legtobbszor a logaritmuson is, és emiatt a hatvanyozason is: gondoljuk még egyszer
végig, hogy mivel Ln z = In |z| +i arg 2, és arg z vagasa a negativ valos féltengelyen van (azaz arg z
,Szimmetrikus” a valos tengelyre), emiatt hacsak z¢R ™, akkor Ln(z*) = (Lnz2)*. Az Ln(z), zeR~
esettdl eltekintve tehéat egy ,bonyolult kifejezés” konjugaltja gy adodik, hogy az ,Osszetevéknek”
egyenként a konjugaltjat vessziik (specialisan: i-t mindenhol —i-re cseréljiik).

1.2. Polinomok, raciondlis tortfiiggvények (alaptudnivalok)

Néhany fontos fiiggvényt kicsit dsszefoglalunk ebben és a kovetkezd szakaszokban. A legtébbjiik
mar ismerds, és késébb még bévebben, més szempontokbdl is ismerkediink még veliik.

Polinomok: igen fontosak a polinomok; ¢k talan ,a legegyszertibb” fliggvények. Példaul:

els6foku masodfoku harmadfoku - N-edfokn
ap+ayz, ap+aq z4as2?, ap+aq z4as2 +az??, ZIJQV:1 ayz".
[tt az ag, a1, ag, ...szdmok a polinom szempontjabol rogzitett (komplex) szamok, a polinom

egyiitthatdi (amiket sokszor maés, pl. a, b, ¢ bettikkel jeloliink; lényeg, hogy ne a valtozoéval). A
polinomoknak szdmos j6 tulajdonsaga van, ezeket legtobbszor rutinszerdien hasznaljuk.

e Az els6 egy egyszerii dolog, amirdl a kés6bbiekben deriil majd ki igazan, hogy mennyire fontos:

ha P(z) egy nem nulladfokid polinom,

Allitas:
A5 akkor ha |z|—00, akkor |P(z)|—o0.

(1.10)
Vagyis ha z-vel akdrmilyen iranyban végtelenhez tartunk, azaz |z|— o0, akkor P(z) is a végtelenhez
tart. (Hogy egy komplex szam végtelenhez tart, azt mindig gy értjiik, hogy az abszolutértéke
oo-hez tart.) Az allitas indoklasa: P(z) = Son apz® = 2N - (an + SRl A2 44, ésa
zarojel ay-hez tart, 2V pedig végtelenhez, ha N>0. (A polinomunk akkor N-edfoki, ha ay#£0.)

e Egy nulladfokii polinom éppen az ag egyiitthatd értékd konstans fiiggvény. Nem nulladfoku
polinom viszont (mivel |z|—oo-re végtelenhez tart) semmiképpen nem konstans fliggvény. Ebbol
kovetkezik, hogy egy polinom fokszama (a legmagasabb foku tag kitevSje) és egyiitthatoi egyér-
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telmiek. Azaz: ha tudjuk valahonnan, hogy P és @) polinomok, és P(z)=Q(z) mindeniitt, akkor
biztos, hogy P és () ugyanolyan egyiitthat6ju ugyanannyiadfokd polinomok. Ugyanis P—() ekkor
azonosan nulla fliggvény és polinom: P és () egyiitthatoinak kiilonbsége csak csupa 0 lehet.

e Valés szamok kozott ugye pl. az 2244 polinomnak nincsenek valos zérushelyei. Komplexek
viszont vannak: 2¢ és —2¢. Ha C-t vessziik értelmezési tartomanynak, akkor igaz az tun.

C-n értelmezett nem nulladfokd (akar komplex

Algebra alaptétele: (1.11)

egylitthatos) polinomnak biztosan van zérushelye.
Ez nem annyira alaptétel; be kell bizonyitani, 1d. kés6bb.® Megjegyzés: polinomokra a zérushely
és a qyok szavakat felvaltva, azonos értelemben hasznélja mindenki, innentsl mi is néha.

Els6— és masodfoku polinomokra gondolva nem nagy tjdonsag az algebra alaptétele, hiszen:

L(z):=az+b, b Q(2):=az*+2bz+c, b+ Vb*—ac
= 2= = g=——27

L(z)=0 T a Q(2)=0 a
(Emlékezziink: a négyzetgyok C-ben is egyértelmiien ,elvégezhets”, 1d. fentebb az (1.9) egyenletet!)
Harmadfoku egyenlet megoldoképlete (1d. az A fiiggeléket is) nem véletleniil kevésbé ismert,
nem tal kényelmes. Magasabb (pl. 6t6d—)foka polinomokra pedig nincs megoldoképlet. Nem
lenne tehat egyértelmt, hogy minden hiilye komplex egyiitthatos sokadfokti polinom is tényleg
valahol biztos ,atmegy a nullan”; azaz felvett értékének valos és képzetes része egyszerre nulla lesz
valamilyen z-nél. A tétel lényege, hogy van ilyen z zérushely (csak esetleg nem tudjuk kifejezni).

e Ha viszont egy N-edfokt P(z) polinomnak van egy zérushelye, z;, akkor felirhato (z—z) - P(2)
alakban, ahol P(z) is polinom: N—1-edfokt. Ennek is van zérushelye, pl. z;, igy ebbdl (z—z5)-t
emelhetiink ki. Ezt folytatva P(z)-t egyértelmiien felirhatjuk igy (un. gyoktényezds alakban):

P(2) = a2 +an_ 12V . Farztag = P(z) =an(z—21)(2—22) ... (z—2n).
Persze ez oda-vissza egyértelmii: ha adottak a zq, 2o, ... 2y zérushelyek és az ay egyiitthato, akkor

szorozgatassal a P(z) polinomot kifejezhetjiik a z-hatvanyok szerint rendezett alakjaban.

e Lehetséges, hogy a gyoktényezds alakban kijelot zg...zy szamok koziil némelyek ugyanazok
(,egybeesnek”): az ilyen érték neve t6bbszoros zérushely. Ezt a lehet&séget tudva gy célszeri
fogalmazni, hogy N-edfokt P(z)-re egyértelmiien létezik

— n darab zérushely (ahol n < N egész szam), jelben: 21, z9,...,2,,

— minden zx-hoz (itt &k = 1...n lehet) egy mp>1 egész szam (a z, zérushely multiplicitasa),
— 1gy, hogy a polinom N fokszama kiadodik, mint N = mq +mso + ... + my, és

— ezekkel a polinom felirhaté N darab gyocktényez§ szorzataként, azaz ilyen alakban:

Pn(z) = aNgz—zl) . (z—zlz-gz—zg) N -Ez—zn) . (Z—an =
m;,db m;db m;,db
=an(z—21)™ - (z—=2)"™ - .. - (2—z,) ™

Ha z, multiplicitasa my., akkor zi-t my-szoros gyoknek is mondjuk. Ha egyik gyok sem esik egybe
semelyik mésikkal (azaz minden gyok egyszeres), akkor persze N darab van belgliik, azaz n=N.

8Nem is algebrai tétel igazibol: nem elég a miiveleti tulajdonsagokat vizsgalni (hiszen barmilyen ilyen gondolat-
menet R-re ugyantgy igaz lenne, mint C-re, és R-ben ugye nem is igaz a tétel). ,Analizisbeli”, azaz a C halmaz
folytonossagi”, alakbeli tulajdonsagaira épiilé modszereket felhasznalo bizonyitas kell majd.
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e Példak: ezeket ellendrizziik, és gondoljuk végig, ahogy csak tudjuk:
1) 322 —6(1—i)2z2 +3(1—4i)z + 61 = 3(2—1)*(2+2i),

2.) i22 — (14+i)z + 1 = i(z—1)(2+4i),

3.) 23— (4=1)22 + (3—4i)z+ 31 = (2=3)(2+i)(2—1),

4.) 224 — 8iz® — 1222 +8iz +2 = 2(z2—i)4,

5.) 2 =228+ 322 —diz+4 = (2—20)%(2+1)%,

6.) 24 =323+ 622 =122+ 8 = (2—26)(2+2i)(2—1)(2—2),

7.) 2 —2234622 6249 = (2—iV3)(24iV3)- [2— (14+V2i) |- [2— (1-V/2i)],
tehét: harmadfoku, z;=1 kétszeres, zo=—2i egyszeres gyok,

1)
2.) masodfoki, z;=1 és zo=—1 egyszeres gyokok,

3.) harmadfoku, z1=3, zo=—1i, 23=1 egyszeres gyokok,

4.) negyedfoku, z;=i négyszeres gyok,

5.) mnegyedfoki, z;=2i és zo=—i mindketts kétszeres gyok,

6.) mnegyedfoku, z1=2i, zo=—2i, z3=1, 24=2 egyszeres gyokok,

7.) negyedfoku, 21=1V/3, 20=—i\/3, 23=14+V/2i, 24=1—+/2i egyszeres gyokok.

e Fontos specialis eset, ha az egyiitthatok mind valosak (nézziik at az el6z6 két utolsd példat is):
r€R-re nyilvan P(z)€R is igaz,
Altalanosabban: P(z*) = [P(2)]" is igaz,
emiatt ha P(z)=0, akkor P(z])=0 is,

vagyis ha z; zérushely, akkor 2] is az,

Ha a P polinom egyiitthatoi
mind valés szdmok, akkor:

L1l

emiatt az Osszes zérushely vagy valos,
vagy van egy komplex konjugalt parja.

Ha egy ilyen polinomnak van egy nem valos z; zérushelye, akkor tehat 2] is az; ez a kettd gyokteé-
nyezd egy valos egyiitthatos masodfoku kifejezéssé all Gssze:

(z=21)(2=2}) = 22 — (1 +2])2 + 2125 = 2 — (2Re ) - 2 + |21 *.

Ha itt z; nem valos, akkor ha az eredeti polinomunkat R-ben maradva akarnank szorzatta alakitani,
akkor ez a masodfoku kifejezés lenne itt a ,yvégallomas”; ez csak komplexben bonthato ketté.

Racionalis tortfiiggvények: két polinom hanyadoséat szoktak ezzel a névvel illetni; ilyeneket:

P ¢ 34422+ 4
(z)  ahol P(z) és PL: R(z) = 327 4+ 42° + .
Q(z)  Q(z) polinomok. 22 —2z+2

Valodi racionéalis tortfiiggvénynek hivhatjuk az olyat, ahol a szdmlalo kisebb fokd, mint a nevezé.

R(z) =

Ha a szamlélo polinom fokszdma nem kisebb, mint a nevez&é, akkor sorozatos egyszertisitésekkel
(,polinom-osztassal”) olyan alakra juthatunk, ahol a maradék méar valodi racionalis tortfiiggvény:

P(z) Py(2) azaz R(z) ilyen alakba irhato; itt P, és P,
R(Z) - = Pl (Z) + ) . . , . , .
Q(z) Q(z) is polinomok, és P, kisebb fokd, mint Q.
Az el6bbi példaban (ellendrizziik le!):
34422+ 4 142 -1
R(z) =22 T2 g gy 210

22 —2242 2292242
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e Valodi racionélis torteket parcialis tortekre bonthatunk. Tudva a nevezd polinom zq, 2z,
. zérushelyeit olyan valodi tortek Osszegeként irhatjuk a fiiggvénytlinket, amelyek nevezGiben
z—z,-k vagy ilyenek hatvanyai vannak. N-edfokd nevezé esetén N darab tag lesz.

1. Ha a(z N-edfoki) nevezének csupa egyszeres zérushelyei vannak (jelben itt: 21, 29,..., 2y):

P(z) ap+a1z+az? + ... +an_1z

R(z) =

Q(2)  alz—2)(2—2)(z—2)...(2—2N)

A A A
Loy A AN

= R(z) = )
(2) Z—z1 Z—Z9 Z—2ZN

A szamlaloban itt legfeljebb N —1-edfoka polinom lehet, ezért irtuk igy. A kérdés itt: mik ezek
az A1, Ao, ..., Ay szamok; egyaltaldn talalhatunk-e ilyeneket. Kétféleképpen haladhatunk.

Egyrészt ha elhittiik, hogy tényleg léteznek megfelels Ay, As, ..., Ay szamok, akkor a kapni vélt
tort-osszeget hozzuk kozos nevezdre: a nevezd (z—z1)(z—22) ... (z—2n) lesz, ami tényleg a Q(2)-
vel aranyos. Ha az igy kapott szamlalorol megkoveteljiik, hogy azonosan egyezzen meg az elvart
P(2)-vel, N darab linearis egyenletet kapunk az Ag-kra. Az allitas az (mindjart latjuk), hogy
biztosan mindig van egyértelmd megoldasa (ami ugye nem lenne teljesen magéatol értet6ds).

322 -8 2
Példa: R(z) = ———F+—— Masik példa: T(z) = T

23— 5224+ 4z
A nevezd zérushelyei z;=0, zo=1, z3=4,
egyszeresek, és valosak. A keresett alak:

a b C  kéz.nev.
R = — —_— —_— =
(2) z * z—1 + z—4
_ (a+b4c)z*—(4b+5a+c)z+4a

IR
A nevezd gyokei x1=0, xo=i, r3=—1: egy-
szeresek, nem mind valosak. Az elvart alak:
_ é_'_ B C kf)ZéleV.

T T—1 x_ﬂ
(A+B+C)z* +i(B-C)z + A

T(z)

2(z—1)(2—4) x(x—1i)(x+1) ’
Osszehasonlitva az eredeti nevezgvel: amibdl az eredeti nevezdvel Gsszevetve:
a+b+c = 3, a=—2, A+B+C =1, A =05,
4b+bate=0, = b=2, i(B-C)=0, = B=-2
4a = —8 =4 A=05, = -2,
2 51 10 1 5 2 2
=4 - 4 = = Tha)=—-— — — —.
= R(Z) z 3z—1 3 z—4 (z) r  xr—i T+

. Tovabbra is az egyszeres zérushelyi nevezs esetét vizsgaljuk. A parcialis torteket megado
masik modszer egyszertibb és altalanosabb is. Legyen Q(2) = (z2—21)(2—22)(2—23) ... (z—2n);
vegyiik tgy, hogy a legmagasabb foku tag egyiitthatojaval mar egyszertsitettiink, igy az 1-gyel
egyenls. Legyen most is P(z) legfeljebb N—1-edfokt. Az, hogy létezik a parcialis tortekre
bontott alak, a nevezsbeli Q(z) polinommal vald atszorzassal is egyenértékiileg felirhato:

P(z) = Ai1(z—29)(2—23)(2—24) ... (z—2N)+
+As(z—21)(2—23)(2—24) ... (z—2N)+
& +A3(z—21)(2—22)(2—24) ... (z—2N)+
+ ...+
+AN(z—21)(2—29)(2—23) ... (2—2N_1)-
Latszik a lényeg: minden Ag-hoz tartozo tagban a megfelel6 z—z, tényezd lehagyodott. Ha
most az utobbi alakot kiértékeljiik valamelyik z; zérushelyen, akkor a bal oldalon a P(z) érték
szerepel, a jobb oldalon pedig minden tag kiesik, kivéve éppen az A,-s, mert egyediil ebben
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nincs z—zy szorzo. Ezt az egy tagot kiértékelve majd visszaosztva azt kapjuk tehét, hogy
P P
V k-ra: A = () = [ (2) : (Z_Zk)}
(zk—21) - - (2e—2k—1) (2 —2k41) - - - (2—2N) Q(z)

ahol az utobbi alakban tehat a nevezébeli Q(2)-bdl lehagyodik a z—zj tényezs, és a maradék
értelmes véges (hatar)értéket ad z=z;-ban. Ekvivalens kovetkeztetésekkel haladtunk: tényleg

. (1.12)

z=z}

léteznek a megfelel6 A szamok, s6t, meg is kaptuk Sket. Az el6z6 elsé példa igy megoldva:

3228 1 3228 n 1 3228 n 1 3228 6
_ == : —_— ész.
2(z=1)(z2—4) 2z (z=1)(z—4)l:=0 2z—1 z(z—=4)l:=1 2z—4 2z(z—1)l:=4’

) A /3 10/3
= =5 =

3. Ha az N-edfoki nevezének t6bbszoros zérushelyei is vannak, akkor is N darab parcialis tort
lesz, és a t6bbszoros gyokok minden a multiplicitdsuknal nem nagyobb fokszammal elGkeriilnek:

Ha a Q(z) polinomnak a zj, gyoke my-szoros, azaz Q(z) = ... (z—z)"™ - ...,
akkor a parcialis R(z) = P(z) A,(:) A,(f) P A,(gm’“)
tortes alak ilyen: Q) T z—a () ()™

azaz my darab kiillonbozd tagban szerepel zi. Itt is kdzos nevezére hozunk, és tagonként meg-
koveteljiik, hogy visszakapjuk a szamlalot: linearis egyenletrendszer adodik az A-kra. Példa:

R(z) = 4o — 4x A nevezd: z'4+822+16 = (22+4)? = (v—2i)(z+24)?,
24822416 ennek tehat két darab kétszeres zérushelye van.

Az elvart alakot kozos nevezére hozzuk, és Osszehasonlitjuk a megkovetelt szamlaloval:

a b c d  Kiznev.

T =2 (=202 at2i  (e420)?

(a+c)x®+[2i(a—c)+b+d|x? + (4dib—4id+4da+4c)x + 4[2ia—2ic—b—d)]
(=202 (21 2i)?

a+c=4, a=2,
2ia—2ic+b+d= 0 b=1 2 1 2 1
= . . ’ = ’ = R(z)= — .
dib—did+a+c= —4, c=2, () —2i (2—2i)2 MY (242i)2
2ia—2ic—b—d= 0 d= —i,

Tobbszoros zérushelyt nevezd esetén is felirthato egyfajta ,altaldnos” megoldas: ez belesimul a
késébb elkeriils in. Laurent-sor nevd fogalomba, addig pihentetjiik.

1.3. Hatvanysorok

e A ,végtelenedfokil polinomokat” hatvanysoroknak hivjuk; kozelebbrsl, az ilyen fiiggvénysorokat:
f(z) =ao+ a1z + a2 +azz® + ... = ioanz", (1.13)

vagy a 0 helyett egy adott zq kdzéppontot rogzitve hatvanysornak hivjuk az ilyen fiiggvénysort is:
f(2) = ag + ar(z—20) + ag(z2—2)? + as(z—2)* +... = io an(z2—20)", (1.14)

ahol minden n€N{ indexre az a,-ek adott (komplex) szdmok: a hatvanysor egyiitthatoi.
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e Ez a hatvanysorokkal foglalkoz6 szakasz remélhetéleg onmagéban is megall, de a B fliggelék sok
alapismeretet részletesebben targyal: sorokrol, sorozatokrol, konvergencidrdl, fiiggvénysorokrol.”?

Végtelen Osszegnél kérdés, hogy létezik-e (a sordsszeg konvergens-e). Ilyen figguénysoroknal ez
a z valtozo értékétdl fligg. Biztos létezik az Osszeg z=zg-ban, ahol ap-n kiviil minden tag nulla,
igy f(z=z) = ap. Kérdés: mi egy hatvanysor mint fiiggvénysor konvergenciahalmaza, azaz
milyen z-kre 1étezik a kijelolt végtelen Osszeg. Ez az egyiitthatoktol fiigg.

e Az adhat Otletet, hogy egy egyszerd hatvanysorrél mindig is tudtuk, hogy mikor konvergens:

Geometriai & Ha |z|<1, konvergens (és értéke ——),
Iz 424 = > 2 2 gens ( )
sor z€C-re: =0 Ha |z|>1, akkor nem konvergens.

Ezt a geometriai sorosszeget tudva!® esetleg &ltalanos hatvénysort is esziinkbe jut igy felirni:

o0 o0 n
Y>an(z—20)" = > | Wy - (z—20)]| ; ez ,szinte olyan”, mint a geometriai sor.
n=0 n=0

Azon fog mulni a dolog, hogy ,az /a, - (—29) abszolutértéke kisebb-e 1-nél”. Ennek persze igy
nincs értelme: alapbdl az {/a,, szamok minden n-re masok. A sordsszeg létezésébe akarhany véges
sok tag nem szol bele: érezziik, hogy az {/a, szdmoknak, s6t csak a nagysadguknak az n—o0 esetben
valo viselkedése a perdonts. Ha az | {/a,|-ek ilyen homélyos értelmi ,végtelen n-beli értékét” 1/R-
rel jeloljiik, akkor olyan z-re, amire |z—zy|>R, a ‘{l/a_n(z—zoﬂ abszolatérték ,,n—oo-beli értéke
1-nél nagyobb™: a sorosszegiink bizonyara nem létezik, de ha |z—z|<R, talan igen.

e Ennyi mellébeszélés utan jojjon az R rendes definicioja:

A3 ap(—20)" hatvény- ) (Ha a nevezé 0 ill.
n=0 R:= - " . 00, értelemszertien (1.15)
sor konvergenciasugara: lim sup ({/]an]) R=ooill. R=0.)

Természetesen W :‘ /ay|, hiszen |a,| valos. A limsup még nem ismerds esetleg: valds szdmok
b, sorozatara ha az konvergens, akkor limsupb,, = limb,, limsupb, viszont akkor is létezik, ha
lim b, nem. A limsupb, a sorozat un. felsd hatdrértéke: ez ,a legkisebb” szam (de még mindig
lehet +00 is), aminél a sorozatnak csak véges sok tagja nagyobb. (Részletesebben és példakkal
megsegitve 1d. a B.1. fliggelékben.) Azaz barmilyen x-re ha x> limsup b,,, akkor z-nél a b,, soro-
zatnak csak véges sok tagja nagyobb, ha viszont x < limsup b,,, akkor végtelen sok. Kigondolhato

ebbdl, hogy valds konvergens sorozat felsé hatarértéke tényleg ugyanaz, mint a hatarértéke.

A hatvanysorok konvergenciatulajdonsagaira vonatkozo alaptétel pedig a kdvetkezs:
i e divergens (nem Osszegezhetd), ha |z—z|>R,

Cauchy-Hadamard-tétel: i i
e pontonként abszolut konvergens, ha |z—zy|<R, (1.16)

o
a Y an(z—2)" hatvénysor e a zp koriili r sugaru korlapon egyenletesen
n=0 konvergens barmilyen r<R érték esetén.

A bizonyitas a fentebbi ravezetést koveti; érdekl6déknek leirtam a B.4. fliggelék elején.
A fogalmakat is rendesen bevezetjiik a B.2. és a B.3. fliggelékekben. Egy sor abszolut konver-

9Kiegészitésképpen (vagy ha valami nem érthets) elolvashatjuk a fiiggeléket persze most is. Vannak ott még

esetleg ott is tilkapésnak szamité bizonyitasok is; mindenesetre az alapfogalmakat is részletesebben bevezetjiik ott.
k 1—2"
11—z

- ) o . . ) N—1 g . . .
19A geometriai sort régen csak valos szamokra ismertiik, de a véges >, 2* Gsszeg komplex szamokra is

és itt is a szamlaloban 2V -nek éppen akkor van N—oo esetén hatarértéke (ami nulla), ha |z|<1.
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gens, ha a tagok abszolutértékeinek létezik a végtelen 0sszege: ebbdl méar kovetkezik, hogy maguk-
nak a tagoknak is létezik az Gsszege (ami persze sem magéban, sem abszolutértékezve nem ugyanaz
alapvetGen, mint az abszolutértékek Gsszege). Az ilyen z-k esetén tehat a hatvanysor Osszege egy
jol definialt szam: értelmes a z-hez ezt rendels fiiggvény, a hatvanysor dsszeg(figguény)e. Hogy a
hatvanysor mint fiiggvénysor egy halmazon egyenletesen is konvergal (tart) ehhez a fliggvényhez,
az azt jelenti, hogy a halmazon nézve a téle valo ,legnagyobb eltérés” is nullahoz tart.

e Minden hatvanysor konvergenciahalmaza tehat egy kor a C sikon, aminek a kifejezé nevii
konvergenciasugdr, R a sugara. El6fordulhat, hogy R=0: egy ilyen hatvanysor semmilyen z#zp-ra
nem konvergens. Az is lehet, hogy R=oc: ilyen hatvinysor minden z€C-re konvergens. Ilyen
hatvanysor barmilyen ,,00-nél kisebb r”, azaz barmilyen véges sugaru korlapon (és emiatt minden
korlatos halmazon is) egyenletesen is konvergens, de az egész C-n nem.!

Megjegyzés: ha a hatvanysor értelmezési tartoméanyat lesztkitjiik a valos szamokra (és zp=x is
valos), akkor a konvergenciakor az [xo—R, m0+R] szakaszt jelenti (ill. az egész R-et, ha R=00).

e A Cauchy-Hadamard-tétel nem mond semmit a konvergenciakor hatararol (0<R<oo esetén):
kiilonféle hatvanysorok esetén lehet, hogy a hataron a sortsszeg mindenhol abszolut konvergens,
lehet, hogy néhol csak konvergens (de nem abszolut, azaz: ,feltételesen”, 1d. a B.2. fiiggelékben),
lehet, hogy néhol divergens is (és az is, hogy mindenhol az).

Masrészt véges R esetén sokszor talalhatunk egy bévebben értelmezett differencialhaté fiigg-
vényt, ami a konvergenciakoron beliil megegyezik a hatvanysor 6sszegével (I1d. késébb, analitikus
elfolytatas cimen). A hatvanysor kérvonalon valé viselkedésének alapvetGen semmi kéze ahhoz,
hogy a ,kiterjesztett” fiiggvény hol értelmes és hol nem. A C.5. fiiggelékben visszatériink ide.

T2

tok (abszolutértékei), akkor R bizonyéra kisebb. Fontos, hogy az n-edik gytkvonas jo ,simitd™
nem tul lassan névekvs a,-ekre is lehet, hogy {/|a,| nem né. Eleinte érdemes konkrétan mindig
megvizsgalni, hogy mennyi az R; mindjart latunk fontos példakat.

c st

kideriil, hogy néha egyszertibben kitaldlhaté egy fiiggvény hatvanysoranak konvergenciasugara.

e Véges sok tag Osszeadasa kommutativ, tobb indexre vald Gsszegzés esetén is mindegy, milyen
sorrendben Gsszegziink; a szorzas disztributiv az Osszeadéasra. Végtelen Osszegek tudhatnanak
furcsasagokat. A hatvanysor viszont (ahol konvergens, ott) abszolut konvergens: ebbdl kovetkezik
(1d. a B.2. fiiggelékben), hogy ilyenkor a végtelen Osszegre is igazak a véges Osszegre vonatkozo jo
tulajdonsigok: a tagokat cserélgethetjiik, két sort 6sszeszorozva mindegy, milyen sorrendben adjuk
Ossze a tagok szorzatait; a tagokat két csoportba rendezve is 6sszeadhatjuk. Ezeket a gyakorlatban
rutinszertien hasznaljuk; j6 tudni, hogy hatvanysoroknal tényleg minden rendben.

Az r<R sugaru korlapon valo egyenletes konvergencia, és hogy mindegyik részletosszeg (poli-
nom) folytonos, eredményezi, hogy a hatvanysor 6sszegfiiggvénye is folytonos itt. A bizonyitast
a B.3. fiiggelékben lefirtam. Ha a nem folytonos fiiggvényeket ,,amugy is utaljuk”, akkor elég tudni,
hogy egy hatvanysornal nem lehet gond: konvergenciakorén beliil folytonos fiiggvényt allit els.

UEnnek (és a konvergencia ,gyorsasdganak” tovabbi részleteinek) gyakorlati jelentdsége is van béven, amikor
egy hatvanysorral értelmezett fiiggvényt szeretnénk numerikusan kiszamitani. Altalaban szinte sosem elég azt
mondani egy szamitégépes programnak, hogy adja Ossze a tagokat és kész; a hatvanysor Osszegfiiggvényérdl szinte
mindig ki kell deriteni valami tovabbi tulajdonsagot, ami a kiszamitast bizonyos z-kre egyszeriibbé teszi. Olyasmire
gondolhatunk, hogy pl. a sin fliggvényrdl kideriil, hogy periodikus 27 szerint: ez ilyen ,plusz” tulajdonsag.
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Im z 7//////////// I?gr?\zlglr%tens ! \ 4l e

viisii.divergens \ \
e o o o \ B /

o

4 -

2. &dbra. Balra: hatvanysor konvergenciakore a C sikon (véges R esetén). Jobbra: példa R — R
«, . 3 7 9 11

hatvénysor konvergenciajéra: sinx = r — %3 + ‘g—? — 5+ % — 37 + .-, egyre magasabb foki

kozelité polinomokkal. Itt R=oo: a sor mindenhol pontonként konvergens, de az egész R-en

nem egyenletesen, mert barmely részletosszegtél a legnagyobb eltérés co. Minden véges szakaszon

viszont a legnagyobb eltérés elég kicsivé valik elég magas foki kozelité polinom esetén.

o Véges Osszeget derivalhatunk tagonként, végtelen Gsszeget nem mindig. Azonban hatvanysor
osszegfiiggvénye differencialhato is, ahol értelmes, és lehet tagonként derivalni. Konkrétan:
f(2) = ag + a1(z—2) + as(z—20)% + as(z—2)° + ag(z—20)* + ...
= fl(2) = a1+ 2ax(2—20) +3az(z—20)* +das(z—20)* + ...

tomoren:  f(z) = ijoan(z—zo)" = fl(z)= ijonan(z—zo)"_l.

A derivaltakbol Osszerakott fliggvénysor is hatvanysor. A lehetséges nyugtalanitoé kérdések:
1.) Az eredeti konvergenciakoron beliil a tagok derivaltjaibol allo hatvanysor konvergens-e?
2.) Ha igen, Gsszege egyenl6-e az eredeti hatvanysorosszeg derivaltjaval (ami tényleg létezik-e)?

e Mindkét valasz igen. Az els6hoz: legyen R az eredeti sor, Ry a derivalt sor konvergenciasugara:

% = limsup {/|ay|, Allitas: hatvanysornak és derivaltjanak (1.17)
RAI = limsup {/n|a,|. ugyanaz a konvergenciakore: R = R;. '

A lényeg: a kett kozotti kiilonbség , felszivodik”; allitas: lim, ., /n = 1. Ezt ki is probalhatjuk”,
de be is lathato, hogy tényleg igaz.'?

Ha még azt is tudjuk (Id. a B.1. fiiggelék végét is), hogy R értéki ¢, és d, sorozatokra ha
¢, konvergens, és 0< lim ¢, <oo, akkor lim sup(c,d,)=(lim ¢,)(limsup d,,), tényleg ugyanannyinak
adodik R és Ry, ahogy allitottuk.

A maésodik ,igen” vélaszt (hogy a derivaltak hatvanysor-Osszege tényleg az eredeti hatvanysor-
osszeg derivaltjat allitja els) a B.4. fiiggelékben bizonyitjuk. Sz6rozdsebb; csak érdekldGknek!

12Adott £>0-ra a binomialis tételbsl (1+¢)™ = 1+ ne + %n(n—l) +...4e">14 %n(n—l), ahol nagyvonaltiak
voltunk. Ha n elég nagy (hogy ne?>2 legyen), akkor 1+£2n(n—1)/2 > n, emiatt ekkor (1+¢)" > n, azaz 1+¢ > /n.
Barmilyen e>0-ra tehat elég nagy n-t6l kezdve /n kisebb 14e-n4l, de 1-nél még nagyobb: a hatarértéke tényleg 1.
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e A lényeg: hatvanysor Osszefliggvénye differencidlhato, és lehet tagonként derivalni. Viszont
az igy kapott derivalt maga is egy hatvanysor ugyanazzal a konvergenciakorrel, igy rd is elmond-
hatjuk ugyanezt. S6t, akkor méar akarhanyszor, azaz akarhanyadik derivaltra is. Hatvanysor tehat
a konvergenciakorén beliil végtelenszer is differencialhat6 (,sima”) fiiggvényt allit eld.

A derivalt sorokat is tomoren felirhatjuk, és ki is értékelhetjiik ket a zy kozéppontban:

e _\n _ mivel az n=0-s tag ennyit ad,
1z = 2 an(z=20)" = f(20) = ao, 2p-ban pedig a tobbi tag nulla.

3
Il
o

_ Az ap-s tag itt nullaval szorzodik, az
/ _ _ n—1 / — 0 )
Flz) = nz::[) nan(2—20) = fla)=a ai-es adja ezt, a tobbi nulla zp-ban.

o0

"0\ — _ . \n—2 1 _ ag és ay 0-val szorzodnak, as-bol
F'(z) = 2 n(n=1)an(=20) = [(=) =20 ez jon, a tobbi nulla zy-ban.

n=0
S _ Itt csak az as-as tag
" _ o _ _ n—3 " _ 9.9, 3
[(z) = ;::Onm 1) (n—=2)an(z—2) = ["(z0)=3-2-as lesz nem nulla zy-ban.

Fix m>0-ra az m-edik derivalt sora kényelmesen faktoridlissal irhato; zp-ban kiértékelve pedig
= |
gondoljuk ki, hogy ™ (z) =3 Lan(z—zo)"_m = F™ (z0) = m! - ap,.
=0 (n—m)!
e Fzek alapjan egy hatvanysort tehéat igy, a derivaltakkal kifejezve is irhatunk:
o f(n) (ZO)
=2

n=0 n!

Hatvanysor més alakja: f(2) (z—2z0)". (1.18)
Ez majdnem az, ami Taylor-formula névre hallgat. Itt azt lattuk be, hogy ha f(2)-t hatvanysor
allitja el6 (a konvergenciakoron beliil), akkor az egyiitthatokat beazonosithatjuk igy, a derivaltak-
kal. Az igazi kérdés: egy mdsképp megadott f fiiggvény felirhato-e ilyen hatvanysorként adott z
pont koriil. Késébb kideriil, hogy sok fontos esetben igen, de érdemes dvatosan bénni ezzel.

e Két hatvanysor esetén ha minden egyiitthatoé ugyanaz, akkor a sorosszegek is nyilvan azonosan
egyenlSk. Lehet-e, hogy két kiilonb6z6 hatvanysor mégis ugyanazt a fiiggvényt allitja elg; hatha a
végtelen Gsszegzés tud ilyen triikkoket. .. Nem: ha egy hatvanysorra R>0, akkor zp-ban értelmesek
a derivaltjai, és az elallitott f fliggvénybdl az egyiitthatok egyértelmiien kiadodnak (azaz: nem
lehetnek mésok), mint az imént is latott modon az f megfelels derivaltjaibol adodoak.

1.4. Elemi fiiggvények, egyszerti hatvanysorok

e Keressiink olyan hatvanysort, aminek a derivaltja 6nmaga (ugye ez lesz az exp(z) fiiggvény):

o0 oo o o0 o
f(2)=2" an2", f=f = ST a,2"= Y na, 2"t = Y a,2"= > (n+1)a,, 12"
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Az utolso 1épésben atjeloltiik a jobb oldali n 6sszegzdindexet n—1-re: az el6zd jobb oldalon az
n=0-s tag kiesik, vagyis ott n 1-t6l fut co-ig, igy n—1 fut 0-t6l co-ig. A lényeg: az atjelolés utén
a két oldali hatvanysor a z-hatvanyok szerint ugyanigy rendezett alakban all eléttiink.

Lattuk, hogy két hatvanysor pont akkor azonosan egyenls, ha a megfelels egyiitthatok egyen-
ként megegyeznek. Ezt mostani esetiinkben az utols6 alak két oldalara alkalmazva

(n+1)a, 1 = a, minden neN-ra,
igy ag-bol kijon sorban a tébbi:

1 1 a 1 a
TQo, CL2:§&1:—0 a3:§a2:—?, e Ay = 7.

a1=7 20
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e Az exponenciilis filiggvény egyértelmiien adodik az el6z6ekbdl ag=1-et vélasztva:

22 23 2 o 2" Eddig azt tudhatjuk tehét, hogy
Ay

=1 N
exp(2) == 1+ TR =2 exp(0) = 1, és L exp(z) = exp(2).

1!

A konvergenciasugar itt oo. Emlékezve a fenti (1.15) definiciora, ehhez azt kell belatni, hogy

lim = = 0. (1.19)

Rogzitett A>0 szamra lim,, o, A"/n! = 0.13 Szavakban: a faktoridlis gyorsabban né minden expo-

nencidlisndl. Emiatt barmilyen kicsi e>0 esetén ha n elég nagy, akkor (é)T% < 1, vagy atrendezve:
e-vnl>1, azaz ﬁ < e. Emiatt lim,, _,, Vn! =0, azaz limsup vn! = 0; kész.

e A (soraval definialt) exponencialis fliggvény tehat az egész C-n értelmes. Alaptulajdonsaga:
exp(z) exp(w) = exp(z+w), minden z,w € C esetén. (1.20)

Ezt most kétféleképpen is belathatjuk; mindketts ,jobban cstszik” mér az el6z6 szakaszban (és
a B fiiggelékben) eldkeriilt megalapozéasokkal. ElsG: rogzitett zg és ,yaltozd” z esetén

Csak abbol, hogy exp’ = exp, és a szorzat d

derivalési szabalyabol ellendrizziik, hogy dz ( exp(z) - exp(zo—z)) =0

Emiatt az exp(z) - exp(zp—z) mint z fiiggvénye konstans, ez a konstans pedig z=0-ban valo kiér-
tékeléssel (mivel exp(0) = 1) nyilvan exp(zp). Vagyis exp(z) exp(zo—z) = exp(zp) minden zy és z
esetén; ha zp-t atnevezziik w+z-nek, pont a fenti alakban kapjuk az alaptulajdonsagot.

A masik modszer az exp(z) és exp(w) sorai szorzatdnak manipulalasa. Abszolit konvergencia
esetén (azaz most is) a végtelen Osszegeket is cserélgethetjiik. Most az a (kiilon ezért a B.2.
fiiggelékben megvizsgalt) eset kell, amikor a tagok szorzatait mas sorrendben adjuk ssze.

o0 p
Egyrészt:  exp(z) - exp(w) = Masrészt:  exp(z4w) = 3 M =
B L p=0  P*
z w ZFw o 1 2 plePawt o . 2Pd
SR AT i M N e w—zz T
k=0 K=o b0 h=0i=0 1L 0P =0 (p—9)'d! =00 (0—a)! 4!

A két szines kifejezés egyenls,'* mert ugyanazon ,kétindexes végtelen Osszeg” felirésai: az elsé
soronként majd oszloponként megy, a masodik pedig az atlokon. A binomialis tétel is kellett.

—t—t—t—t+—t+—+—+—>/( > (
- L] L] ° ° L] L] ° -- prq wq
- & T - o
i T 1
kY kY
e Az (1.20) tulajdonsag miatt lehet ugye bevezetni az e* := exp(z) definicioval az e szam (ami

tehat exp(1)-gyel egyenls) akarmilyen hatvanyat, majd barmilyen komplex szamét, ahogy fentebb

13z érezhetd, hiszen ahogy m-et néveljiikk, a nevezébe egyre nagyobb plusz tényezdk keriilnek, a szamlaloba

pedig csak tjabb A- k Rendesen: ha meN olyan rogzitett szam, amire m>A+1, akkor ha n>m, akkor ‘i’; =
f; . m‘il . ni2 . , ebbdl pedig (nagyvonaltian csak az utolsod tényezst megtartva) ilyenkor % < A% A de

= "l

még igy is latszik, hogy n — oo-re ez a jobb oldal nulldhoz tart, igy a (biztos pozitiv, és ennél kisebb) bal oldal is.
1Ez a Vektorszamitéas jegyzet 8. fejezetében is szerepel. Ujdonsag, hogy most mér (az itteni fiiggelékeket is
atragva) tudhatjuk, hogy tényleg nem csindlunk disznoségot, amikor itt végtelen sordsszegek tagjait cserélgetjiik.
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(is) felidéztiik az (1.3) egyenletben. Tovabba tudva, hogy abszolut konvergens sorokat tényleg ket-
tébonthatunk, a tobbi elemi fiiggvényt bevezethetjiik az exp soranak paros ill. paratlan részeiként:

n ez+€—z ) N 22 N 2,4 N 26 N 28 N 210 N 212 N 00 Z2n
chz:= = —t -t =4+ =+ —+—+...=
2 21 41 6l 810! 12! n=o (2n)!’
oF— " S35 LT 9 11 L3 oo p2ntl
hz:— — =
e 2 gteta Tttt m T A ey
eiz_l_efiz 2,2 24 2’6 ZS ZlO Z12 159 (_1)n
cos 2 > TR TRE IR TR T R TT PR TEIRAR
eiz_e—iz Z3 Z5 Z7 29 le Zl3 foe) (_1)n )
i = — = _ _— = — _— — _— .. = N 77 2+
SHEE T THTE T m o T 2 nii)i”

Ha még szokatlan, ellendrizziik, hogy helyesen irtuk fel szummaéval a kijelolt sordsszegeket! Ezen
hatvanysorok konvergenciasugara is oo: egyrészt mert az exp(z)-bdl szarmaznak, de kozvetleniil is
kijon: az, hogy minden mésodik egyiitthaté nulla, nem rontja el a limsup {/|a,|-re kapottat.

e Ezen definiciokbdl és az exponencialis alaptulajdonsagabol a sin, cos, sh, ch fiiggvények min-
den tulajdonsaga kijon; ellendrizziik djra ezeket! Pl. hogy teljesiil az exp(iz) = cos(z) + isin(z)
Euler-formula, az addicios és pitagoraszi osszefiiggések (sin /cos-ra és sh /ch-ra is); 1d. pl. a Vek-
torszamitas jegyzet 2.4. szakaszaban, de remélhet6leg ezek egyre inkdbb vériinkké valnak.

Mivel hatvanysorosszegek, és mindenhol értelmesek, a bevezetett fiiggvények tényleg folytono-
sak és akarhanyszor differencialhatok (ez most mar bizonyitott tény lett!). Azt is ellendrizziik Gjra,
szummas jeloléssel és anélkiil is, hogy (megtamogatva elméletileg azzal, hogy szabad) tagonkénti
derivalassal valoban az ismert sin’ = cos, cos’ = — sin, sh’ = ch, ch’ = sh sszefiiggéseket kapjuk!

Ha z = z€R valds szam, akkor (mivel a sor egytitthatoi valosak) nyilvan valosak e, sinx, cos ,
shz, cha értékei is. A hatvanysor alapjan cos(0) = 1, és azt is megéllapithatjuk (pl. az x=2-t
kiszemelve), hogy cos(2) < 0, és hogy a cos fiiggvény monoton csékken =0 és z=2 kozott.!?

Ezek miatt tehat 0 és 2 kozott pontosan egyetlen jol meghatarozott valés szam van, ahol a cos
fiiggvény nullat vesz fel. Nevezziik el ezt a szimot 7/2-nek! Igy vezethetjiik be a 7 szamot
rendesen. A m-re tehat cos (g) =0, és a sin? 4 cos? = 1 pitagoraszi Osszefiiggés miatt sin (g) =1
(és nem —1, mert sin itt ugye pozitiv). Ezek utan a trigonometrikus fiiggvényeknek a -t hasznélo
azonossagai (periodikussag, specialis értékek, zérushelyek) mar kijonnek az addiciés képletekbdl.

e A sin(z) fiiggvény zérushelyei tehat tényleg . .., —3m, =27, —7, 0, m, 27, 37, ..., acos(z)-€ pedig
.= %ﬂ', — 55 %W, ... Ezeket persze régota tudjuk; most rendesen bevezettiik a m-t is. Erdemes

kiilon hangsilyozni, hogy a sin(z) és cos(z) fliggvényeknek komplex z-kre sincsenek tovabbi
zérushelyei: a sin zérushelyei komplex szamok kozott is pontosan csak az n - 7 alakt valos
szamok, a cos-é pedig az (n+%)7r alaki valos szamok, ahol n€Z lehet. Ellenérzés:

2 = ... =sin’z + sh?y, N ha y#0, akkor ezek po-

= ... = cos’x + sh?y zitivak, igy nem nullak.

| sin(x+iy)

F= T | cos(z+iy)

’ 2

15Az, hogy ,a cos grafikonjabol latszanak ezek”, nem megnyugtatd: egyelére csak a hatvinysort hasznalhatjuk

grafikonrajzolashoz is, és a sor sokadik tagjai esetleg elronthatnak a latvanyosan teljesiilé kbvetkeztetést. A hatvany-
2 4 6 2 6 6

sorbol viszont minden kijon. Pl igy: cos(2) = —%4—2——2——1—28—?— o=1-2(1-22) - 2—( —22)_2 ( —2) -

41 6! 34 6! 7.8) 6! 7-8
Utobbi felirdsban az elsé két tag Osszege —3, aztan pozitivakat vonunk ki: garantiltan cos(2) < 0. Hasonl6an
sinx = x—‘%—?—i—ﬁ—?—%—&—’g—?— o= (1-%2) + E—?( —%) +...: ha z€]0, 2[, akkor csupa pozitiv szamot Osszegziink,

igy itt sin(z) > 0. Emiatt mivel cos’ = —sin, a cos(z) tényleg monoton csékken legalabbis x=0 és x=2 kizott.
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e Foglalkozzunk més hatvanysorokkal is! A geometriai sort derivalassal és integralassal is tovabbfej-
leszthetjiik. Hatvanysordsszeg derivaltja a tagok derivaltjainak Osszege, igy az Osszegfliggvényeket
is felirhatjuk. A kapott sorokrél mér tudhatjuk, hogy mind ugyanott konvergensek. Néhény lehe-
téség (a zo kozéppontot 0-bol méshova is tehetnénk z helyébe z—z-t irogatva):

Példak: Tagonként: Tomoren: A konvergenciakoéron beliil:
& 1
file)=1+2+422+22+24+ 254204 ... = > 2 R=1, fl(x):—z.
n=0 —
S 1
fol)=1—2+22 =234+ =22+ 25— ... = (-1)"2" R=1, folx)=—.
n=0 1+Z
S 1
f3(z) = 14224422482 +1624 +322°4... = ) 2"2" R=1, [fi(z)= T3
n=0 -
fa(z) = 24222 + 323 +42* + 5254625 +... = > nz2" R=1, fi(z)= a ZZ)Q'
n=0 -
fo(@) =24+ 322+ 328+ 14+ 225+ 328+ ... = 3 Lom R=1, fs;(z)=—Ln(1—2).
n=0

Az els6 a geometriai sor: trividlisan lim sup {L/m = 1, azaz R=1; ebbdl indultunk ki a Cauchy-
Hadamard-tétel bevezetésekor. Ha z-t —z-re cseréljiik, fo-t kapjuk: az |a,|-ek ugyanazok, igy is
vilagos, hogy ott is R=1. Az f; ugyanaz, mint f;, ha 2z-t tekintjiik valtozonak. Igy nyilvan z-re
nézve itt R:%, ami az elsé R fele. Es valoban: /27 = 2, igy % jon ki az R limsup-os kifejezésébdl
is. A konvergenciasugar definicioja tehat konzisztens a valtozo ilyen fajta atjelolésével.

Az f5 derivéltja fy, igy az f5 sordsszege az T els6 sszegfiiggvény (z=0-ban f5(0)=0-t felvevo)
primitiv fiiggvénye: tudva, hogy a vagason kiviil d%an = %, tényleg a mondott sordsszeget
kapjuk. Figyelem! Az In(1—z) fiiggvénynek vagasa van (nem differencialhato) az [1,00] C R
félegyenesen: visszatériink erre, mindenesetre Ln(1—z) az egységkoron (azaz a |z|<1 koron) beliil
értelmes, differencialhato, és derivaltja tényleg ﬁ: igaz a felirt kovetkeztetésiink.

Az fy sor az fi els6nek a derivaltja (z-vel szorozva): igy adodik f; sordsszege. A derivalt
sorokrol tanultak miatt vilagos, hogy f; és f5 ugyanott konvergens, mint f;, azaz R=1 rajuk.

e Nézzilk meg az f(z) = (1—2)~ &ltalanos hatvanyfiiggvény hatvanysorat is! Itt a rogzitett
a€C barmilyen szam lehet (még komplex is); a=1 a geometriai sort adja vissza. Allitas:
1 a alatl) , N ala+1)(a+2) 3

SRR
TR TR O T 123 ’

ha |z|<1. (1.21)

A 2"-es tag szamlalojaban tehat n darab 1-gyel arrébbi szam szorzata van (és a nulladfoku tag 1;
ezt beleértik ebbe a jelolésbe). A formula lényegében a fiiggvényiink Taylor-sora: mivel

fe)=(01=2)7" [ =a-(1-2)7"  [(2) = ala+1) - (1-2)" ",
ezek z=0-beli értékeibdl a szisztémat felismerve az (1.18) Taylor-képlet a felirt sort adja. Késébb
latjuk be, hogy ez tényleg elddllitja a megadott f(z) fliggvényiinket a konvergenciakérén beliil.
Kiilon kiemeljiik az %—edik hatvany fontos és gyakori esetét: a paros szorzatokkal (2-4-6-. . .-tal)
bévitve ellenérizhetjiik, hogy az egyiitthatok az aldbbi alakban irhatok fel itt:

1.§.§.”_<n_1) @)t Lo Bt (1.22)

2) ~ 2ml 1—2z  n=02%(n!)?

e Ha a=-—m nulla vagy negativ egész (meN]), akkor nem végtelen az iménti (1.21) sor (mert
ekkor az Osszes n>me-es egyiitthato nulla). Ilyenkor (1.21) a binomialis tétellel is megkaphato
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m-edfoki polinomot adja. Ha viszont a¢Z;, akkor a konvergenciasugar R=1. Belathatjuk ezt
az R limsup-pal megadott képlete alapjan. (Erezhetd az eredmény, mert az a, szamlalojaban is
és nevezGjében is hasonld litemben novekvs szorzatok vannak.) Ha a=m pozitiv egész, akkor a
geometriai sor m—1-edik derivaltjarol van szo, amir6l tudjuk, hogy ra& R=1. Ha 2R(«)>0, akkor
van olyan meN{, amire RR(a)<m, és ekkor tetszdleges n-re lassuk be, hogy n < |n+a| < n+m.
Emiatt az ilyen a-hoz tartozo {L/m—eket beszorithatjuk a geometriai sorhoz és annak m-edik
derivaltjahoz tartozo (l/m-ek kozé, és utobbiak sorozata mindkét esetben 1-hez tart; kész. Az a-
hoz tartozo ilyen sor derivaltja az a+1-hez tartozoval aranyos: ha PR(«)<0, a sort elégszer derivalva
visszavezet&diink a mar kipipalt R(«)>0 esetre (ugye a derivalt sor konvergenciasugara ugyanannyi
marad). Ha pont a=—m, azaz polinomunk volt, akkor ez azonosan elttinne ennyi derivalastol, igy
ez a(z el6bb is kiemelt) specialis eset is belesimul ebbe a gondolatmenetbe.

e Az arctg és az Arth fiiggvények sorai a logaritmussal kifejezett alakjaikbol kaphatok:!

1 1+z 1 1+iz , 1 . 1
Arthz = 3 Ln 1— arctg z = % Ln - = (Arthz2) = Tt (arctg z) = T

Akar az @ fentebbrsl kaphato sorainak tagonkénti primitiv fliggvényét keresve, akar a logarit-

musokat szétbontva,'” majd Ln(142) fentebbi sorait hasznéalva az adodik, hogy

3 5 7 9 0o 22n+1

z z z z

Arth z = —t 4+ =+ —+ ... = h <1 1.23

rth 2z z+3+5+7+9+ 2 o a |z|<1, (1.23)
JE- R R S . L2+

t = z——+ =+ —— ... = —1)r— h <1 1.24

arctgz = 2 3 + 5 - + 5 nZ::O( ) 1’ a |z|<1; ( )

és valoban mindkettd sorra R=1. Tagonkénti primitivfiiggvény-kereséssel az Arsh és az arcsin
ilyen sorait is megkaphatjuk (valos z-re; a sort aztan kiterjeszthetjiik komplex z-kre is):

, 1 x  (2n)! , < (2n)! gl
/ 2n
= — _— :> — - 7
(arcsin z) — n:022”(n!)2x arcsin x 7;::(]22"(”!)2 TR
1 > (2n)!-(=1)" © (2n)!-(—1)" 2t
A h /: = AN WAL = A h - .
rshe) = e = 5 ol RS e et

Megjegyzés: Arsh-t (és abbdl kiindulva arcsin-t is) kifejezhetjiik logaritmussal is:
Arshz = Ln (24+V22+1), arcsin z = —i Ln (iz+v1-22). (1.25)
Tovabb: arccosx = § — arcsinz, az Arch viszont R-ben nem értelmes x=0 kornyékén.

X ok ok

Ebben a fejezetben elmélyitve atismételtiink komplex valtozos fliggvényeket. A kovetkezo fejeze-
tekben kovetkeznek azok a témakorok, amelyeket ténylegesen komplex fliggvénytannak hivnak: a
lényeg, hogy Ossze kell kapcsolni a komplex differencidlhatosagot C sik-voltaval, ,,geometridjaval’.
Az igy szerzett ismeretek az eddig targyalt fliggvények jobb megértését is elGsegitik.

16Ha még nem rutin, ellendrizziik, hogy a megadott képletek valoban helyesen adjik meg a th és a tg inverzeit,
ill. alabb is a sh, ch hasonld inverzeit is helyesen adtuk meg!

"Valos |z|<1-re biztos igaz, hogy In 1+£ = In(1+x)— In(1—z). Komplex szdmokra a fazisugras miatt nem mindig
igaz, hogy Ln ¢ = Lna — Lnb, mindazonaltal most belathatjuk, hogy |z|<l-re mégiscsak Ln =2 = Ln(1+z) —
Ln(1—z). Kés6bb majd latunk a fazisok végiggondolasanal egyszertibb modszereket is ez utobbi allitas belatasara.
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2. Komplex differencialhatosag és egyszeri kovetkezményei

Ideje ratérni az igazi” komplex fliggvénytanra. Az értelmezési tartomdany tehat C (vagy részhal-
mazai); az érkezési halmaz sokféle V vektortér is lehetne, de a legalapvet&bb eset az, amikor ez is
a komplex szamok C halmaza: innentél f : C »— C fiiggvényekkel foglalkozunk.

2.1. Komplex differencidlhatésag
e Tudjuk, hogy mit jelent, hogy egy f : C — C fiiggvény differencialhato:

f differencialhat6 z-ben, . flw)—f(2) . flz+Az) — f(2)
, . L lim ———~7 = lim
ha létezik ez a hatéarérték: w—z W—2 Az—0 Az

= f'(2). (2.1)

Akkor &ll szilardan az épitmény, ha azt is megkoveteljiik, hogy ez a z az értelmezési tartomény
belsd pontja legyen, azaz Domf a z mellett még annak (legalabb egy kis) korlap-kornyezetét is
tartalmazza. Tovabba azt mondjuk, hogy f differencidlhato, ha Domf minden pontjaban az.

e EgyfelSl ha C-re mint szdmhalmazra gondolunk, a valos fiiggvényekre megszokott (és a szam-
miiveleteket hasznalo atalakitasokkal belathato) differencialési szabalyok érvényben maradnak:

1. Ha f és g differencidlhatoak z-ben, akkor

(a) minden AeC szamra Af is differencialhato z-ben, és (Af)'(z) = - f'(2),

(b) f+g is differencialhato 2-ben, és (f+g)'(z) = f'(2) + ¢'(2),

(c) fg is differencidlhaté z-ben, és (fg)'(z) = f'(2) - g(2) + f(2) - ¢'(2),

(d) Az el6z6 kettd értelemszertien véges sok tag ill. tényezs esetére is szokasosan igaz,
)
)

((e Ha f(2)#0, akkor % is differencialhaté z-ben, és (%)/(z) = ——(J{Egg.

f) Ha g(z)#0, akkor (c)-bdl és (e)-bol % is differencialhato z-ben, és (g)/(z) = f'<z)9((zg>(;;;§2)g'(z).

2. Ha f differencidlhatd z-ben, g pedig f(z)-ben, akkor a kompozicio, g o f is differencidlhato

. & — dfdg
T odz dg dz”

3. Ha f folytonosan differencialhato z egy kornyezetében, és f'(z)#£0, akkor f injektiv a z egy

(esetleg sztikebb) kornyezetében, f~1 differencialhato f(z)-ben, és (f~1)(f(z)) = f,%z) igaz.'®

4. Az identitas-fliggvény, f(z)=z differencialhato, és f'=1 (konstans 1). Minden konstans f(z)=c

z-ben, és (go f)'(2) = ¢'(f(2)) - f'(z). Szokésos tomorsegge

fiiggvény differencialhato, és f'(2)=0. Az exp, sin, cos, sh, ch elemi fiiggvények derivaltjai a
fenti 1.3. szakaszban atismételt hatvanysoraikat tudva tényleg azok, amiket ismeriink.
Ezekbdl épitkezve kijon a derivalési szabély-gytjtemény. Kis pongyolasaggal: ha egy elemi fiiggvé-
nyekkel, miiveletekkel, tortekkel-szorzattal, stb. felirt valos f(z) fiiggvény differencialhato, akkor
ha ,az x-et z-re cseréljilk”, igy kiterjesztve C-re, differencidlhato C — C fiiggvényt kapunk.

s s

hatarérték fogalmaban benne van, hogy akkor létezik, ha akarhogyan tartunk is w-vel z-hez, a
hanyados ugyanahhoz az f’(z) komplex szamhoz tart. A valos differencialasnal legfeljebb balrol
és jobbrol, a komplex sikon azonban méar igen sokféleképpen kozelithetiink w-vel z-hez. A diffe-
rencialhatosag feltétele igy nézve igen erds.!® Nem is teljesiil minden ,egyszert” fiiggvényre.

18 Az inverz derivaltjanak képlete ugye kijon abbol, hogy ffl(f(z)) = z, és ekkor w — z esetben f~! derivaltja
%—b(’il jon. Az viszont, hogy a mondott feltétel elég, komolyabb tétel. Esetleg visszatériink ra.

190lyannyira, hogy (a kdvetkezményeket latva) majd felmeriilhet, hogy nem 16ttiink-e vele til a célon. Megnyug-
tatasul: a tovabbiakban meglatjuk, hogy hasznos elmélet viragzik ki a komplex differencidlhatosag definiciojabol.
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e Intd példak: egyszeri C — C fiiggvények, amelyek mindenhol folytonosak, de sehol sem dif-
ferencialhatok. Utobbihoz elég belatni, hogy minden z esetén létezik kettd irany, amelyek mentén
w-vel z-hez tartva nem egyforma a megkovetelt (2.1) hatarérték (ha létezik is).

A vizsgalt A derivalthoz kells kiilonb- lim fw)—f(z)
f fiiggvény ségi hanyados hatarértéke, w—z  w—z
Komplex konju- Valos iranyban, w=z+¢: Képzetes iranyban, w=z+ie:
o P . (z4e)*—2* ¢ (z4ie)*—z*  —ie
gélas, f(z) = 2" — =2 —L - =— —-1
i i
I , Valos iranyban, w=z+-¢: Képzetes iranyban, w=z+ie:
Valo6s rész kép- ’ . ’
R —R R —R 0
Zése7 f(z) — m(z) <2—|—€) (Z) _ E 1 (Z+Z€) (Z) AN 0.
£ £ ic ic
Képzetes 1ész kép- Valos iranyban, w=z+¢: Képzetes iranyban, w=z-+ie:
P “EP L 5(4e)-3(2) 0 I(etie)-3(z) e ,
zése, f(z) =3(z) = — 0. = o
i i
Abszolitértak kép. | 270, sugdrirdnyban: w=2z(1+4¢) 270, korirdnyban: w=ze*
, B O R B o D
zése, f(2) = |z ez e ' z(e=—1)  z(e—1) '

Itt € pozitiv valos nulldhoz tartd szam, a hatarértékek e—0-t jelentenek. Gondoljuk végig mindet!
(P1. hogy tényleg g, noha e=0-ban nem értelmes, e—0-ra nulldhoz tart). Az abszolutértékre irtak
2#0-ra értelmesek; z=0-ban 6 mar R-re lesziikitve sem differencialhato.

A felsorolt fliggvényekhez tehat semmilyen z-re nem létezik a kiilonbségi hdnyados hatarértéke,
mert minden z-re talaltunk két iranyt, amelyek mentén nem ugyanannyi.

A | A .
mzo @ mz @
) e W = ze¥

w =|z + 1€
w = z(14¢)
——————————— oo - o
Z w==z+¢ ' 2

3. abra. Baloldal: az f(z) = 2%, f(2) = R(2), f(2) = J(2) fiiggvények nem differencidlhatosaganak
belatasahoz hasznélt irdnyok. Jobb oldal: az f(z) = |z|-hez a sugériranyt és a szogiranyu irany.

e Az imént vizsgalt C — C fiiggvények tehat sehol sem differencialhatok. Elég megjegyezni,
hogy a komplex konjugilas nem differencidlhat6: ebbdl kovetkezik, hogy a tobbi felsorolt

sem az, mivel f(z) = z differencialhato, de R(z) = $(z+27), J(z) = 5:(2—2%), |2]> = 22",

2.2. A Cauchy-Riemann-egyenletek

e Bevezetés: hasznos lesz, ha minden f : C — C (azaz: komplex szamokon értelmezett és
komplex értékeket felvevs) fliggvényhez két darab két valos valtozos, valos értékeket felvevd,

20Ha ez nem elég meggy6zs, kiprobalhatunk méas iranyt rakozelitéseket is: vilagos lesz, hogy valéban nincs
értelmes hatarérték egyik esetben sem semmilyen z-re, mert valtozatos értékeket kaphatunk kiilonb6zé irdnyokbol.
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tipikusan U(z,y)-nal és V' (z,y)-nal jelolt fiiggvényt tarsitunk. Ezek f valos és képzetes részeit
fogjak jelenteni: ha a z komplex valtozét z+iy moédon (z,y € R) adjuk meg, akkor az eredmény
f(2)-értéknek vehetjik a valos és képzetes részeit, amelyek z-n keresztiil z-t6l és y-t6l fliggenek.

Toémoren: ha 2z =az+iy, akkor f(z)= f(z+iy) =U(z,y) + iV (z,vy). (2.2)

e Ha adott f(z)-hez U és V a kérdés, akkor legtobbszor konkrétan be kell irni z = z+iy-t, és addig
alakitani (tudva komplex szamokat Gsszeadni, szorozni, hatvanyozni, az elemi fiiggvények addicios
tételeit hasznalni, stb.), amig ki nem deriil az eredmény valos és képzetes része. Jo ,alloképesség-
novels edzés” az is, ha probaljuk az eredményt egyszert szép alakra hozni.

Példak jonnek; ellendrizziik 6ket! Itt ¢ = a+ib adott konstans komplex szamot jelent.

) — o Ulz,y) =z, . U(z,y) = ax—by,
f(z) ==z Viey) = —y. f(z) = ¢z, V(e y) = bi-tay
_ . U(:FU) =, — 52 U(l’,y) :IQ_y27
flz) = Ra) V(r,y) =0. fz) =2 V(r,y) = 2xy.
e U(z,y) = v, _ 3 U(z,y) = 2*=3xy?,
f(z) =3(z) Vi y) = 0. f(z)=2°, V(e y) = 3%y
Y — 202 L (22
F(2) = |22 Uz, y) = z°+y7, F(2) = Loz Uz,y) = 5 In(2*+y°),
V(r,y) =0 V(z,y) = arg(z+iy).
_ U(z,y) = a, . U(x,y) = e®cosy,
f(z) =c¢, Vi) = b, f(z) = ¢, V(e.y) = " sing,
_ Ulz,y) =z, B U(x,y) = sinzchy,
fla) == Viz,y) =y. J(z) = sinz V(z,y) = cosxshy.
_ U(z,y) = _ U(x,y) = coszchy,
fle) =4, V(z,y) = J(z) = cos V(z,y) = —sinzshy.
i h
U(z,y) = shxcosy, | Ulz,y) = .silxc g
_ _ sin“z+sh”y
fz) = shz, J(2) = sin 2z’ —coszshy
V(z,y) =chxsiny V(z,y) = ————
sin“z+sh”y
x sinx cos
1 Ulz,y) = 53 Ul,y) = ———=,
_ 7ty _ cos?z+sh7y
f(z)=-, f(z) =tgz, b oh
: V(z,y) = 5 V(e,y) = 20
’ x2+4y? ’ cos2z—+sh’y
T+a shxchx
Ule,y) = , Ul y) = SBEhe
f(z) = b &) (z+a)*+(y+b)* f(z) =thz (z.9) sh®z-+cos?y
z+c’ Viz,y) = —(y+0b) ’ Vie.y) = sin y cos y
Y (z+a)*+(y+b)* ’ sh’*z+cos?y’

A latott nem differencialhato fliggvényeket pirossal kiemeltiik. Az Ln képzetes része, arg(z+iy)
igy maradt (1d. az el6z6 fejezetben, az (1.3) egyenlet kornyékén). Utolso példaként jojjon +/z:

f(z)=+z2 = Ulx,y) = f\/ vty +x, V(zy) = Sgn—\/%m\/ Vait+y? —z,  (2.3)

ehhez nem z = x+iy-t behelyettesitve alakitunk, hanem ki kell fejezni valos és képzetes részekkel a
négyzetgyokvonas eredményét (1d. a kordbbi (1.9) egyenletet és kornyékeét).
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e Legyen tehat egy C — C fiiggvény f(z) = U(x,y) + iV (x,y) alakban adott (ugye z = z+iy,
vagyis = és y a C sikon a Descartes-koordinatak). Ha f differencidlhato, az komoly feltételeket
jelent az U és V flggvényekre; nemcesak annyit, hogy ¢k is differencialhatok (ami sejthetd).

Allitas: f pontosan akkor differencialhatoé z=z+iy-ban, ha U és V is dif-
ferencialhatok (z,y)-ban, és teljesiilnek a Cauchy-Riemann-egyenletek:

w_ov o
or Oy’ dy Oz

Jol jegyezziik meg Sket; ,szép szimmetrikusak”. Ha f(2) egy kiterjedt halmazon differencialhato, a

(2.4)

Cauchy-Riemann-egyenletek nem trivialis differencidlegyenletek. Nem barmilyen U és V fliggvény
lehet tehat egy differencialhatod f(z) valos ill. képzetes része. Minden differencidlhato f(z) viszont
automatikusan olyan U-t és V-t ad, amelyek teljesitik a Cauchy-Riemann-egyenleteket.

e Prébaljuk ki néhany (a fentebbi tablazatban latott) differencialhatod f(z) fiiggvényre ezt!

Az f(z) = 2° fiiggvény 0,U = 322—3y2, tényleg igaz, hogy
V z-re differencialhato. 0,U = —6xy 0.U =0,V, és
Példa: % ) . aU=49V,
e U(x’ y) = [1;‘3—33;'3/27 aﬂcv = Gl'y, 81/U = _axv
V(z,y) = 3zy—y?, 0,V = 3x2—3y?, azonosan teljesiilnek.

Ha viszont U és V differencialhatok, de nem elégitik ki a Cauchy-Riemann-egyenleteket, akkor a
megfelel f(z) nem differencidlhat6. (Ilyenek pirosak a téablazatban.) A legfontosabbik:

f(2) = z* ugye sehol _ _ nem igaz, hogy
sem differencialhato. gw‘(i B (1)’ gyg B 0’1 0,U = 9,V és
Itt U(x,y) =z, V(x,y) = —y, et T R T s o,U = =0, V.

e A szakasz maradékidban bebizonyitjuk a Cauchy-Riemann-egyenletes (2.4) allitast. Elgszor is:
f differencialhato z-ben, ha létezik egy f'(z)-vel jelolt komplex szam, amivel

[(+82) % f(2) + Az f(2), amaz Jim |f(z+A2) — {g — Az f'(2)]

=0. (2.5)

Maésrészt C-re csak mint sikra (azaz a z = x+iy szamra mint az r = (z,y) helyvektora pontra)
gondolva tudhatjuk, hogy az U(r) illetve a V' (r) kétvaltozos fiiggvényeink differencialhatok az x,y
pontban, ha vannak olyan kétkomponenst, VU(r) ill. VV(r) jeldlést vektorok, amikkel

U(r+Ar) =~ U(r) + VU(r) - Ar, azaz hmAHO{ = |U(r+Ar)—U(r) — VU(r) - Ar|} =0,

|Ar|

(2.6)
V(r+Ar) = V(r) + VV(r) - Ar, azaz lima, {ﬁ‘V(H—Ar)—V(r) - VV(r)- Ar‘} =0.

A skalarszorzat itt a szokasosat jelenti, a gradiensvektorokra és a Ar-re komponensenként gondolva:
0. U(z y)) ((%V(x y)) (Ax)

VU(r) = ( 7 , VV(r) = ’ , Ar = .

) 9,U(z,y) () O,V (z,y) Ay

e Most jon a lényeg: szétirjuk valos és képzetes részekre a komplex differencidlhatosag feltételét.
Az f figgvénynek is és a megkovetelt f'(z) derivaltnak is van hatérozott valos és képzetes része
(utobbiak jele ideiglenesen A és B), a z-é pedig éppen z és y, azaz:

c=atiy,  Az=Actidy,  f()=Uley) +iV(zy),  f(z)=A+iB.
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Ezeket mind be kell irni az f differencialhatosagat megado feltételbe:
flez4Az) = f(2) + Az f'(2) = U(r+Ar)+iV(r+Ar) = U(r)+iV (r) + (Az+iAy) - (A+iB).

Ez viszont pontosan akkor teljesiil, ha a valés és a képzetes részre kiilon-kiilon is. Elvégezve
az egy darab szorzast arra jutunk, hogy kovetelményiink az alabbi két feltétellel ekvivalens:

A valos részbdl: U(z+Azx,y+Ay) = U(z,y) + A- Az — B - Ay,

2.
A képzetes részbdl: V(z+Az, y+Ay) = V(z,y) + B - Az + A - Ay. 27)

Ezek viszont éppen azt jelentik, hogy az U és V mint kétvaltozos fiiggvények az x,y helyen diffe-
rencidlhatok, hiszen kicsit odébbmenve a megvaltozasuk tényleg a differencidlhatéd fliggvényektél
elvarhato fenti (2.6) alaka. S6t: konkrétan leolvashatjuk, hogy mik a parcialis derivaltak:

9, Ul(x,y) = A, 9,U(z,y) = —B, 9,V (z,y) = B, 0,V (z,y) = A. (2.8)

Az U, V fiiggvények felsl nézve nem tudjuk, hogy mennyi az A és a B (az f'(z) komplex szam
valos és képzetes részei), de megallapithatjuk a felirt Osszefiiggésekbdl, hogy az U és V parcialis
derivéljai tényleg egymdssal egyenlSk a megfelels kiosztasban, azaz tényleg teljesiil, hogy

0,U(z,y) =0,V (z,y), és o,U(z,y) = =0,V (z,y). Kész.

e A precizebb, hatarértékes fogalmazasban is befejezhetjiik a levezetést; a lényeg ugyanez a valos-
képzetesrészes atiras. Arra kell csak réaébredni, hogy Az pontosan akkor tart nulldhoz, ha Az is
és Ay is. Igy tényleg arra jutunk az f(z) differencialhatésagéra vonatkozo feltételbdl, hogy

e — f(2) = Az f(2)

Ao IAz] =0 =

1
lim U(z+Az,y+Ay) = U(z,y) — A-Ax+ B - Ay| =0,
Az, Ay—0 (AZ')Q—F(Ay)Q | ( ) y) ( y) y!
= (2.9)

1
lim V(z4+Ax, y+Ay) — V(z,y) — B- Az — A- Ay| =0,
Az, Ay—0 (Ax)2+(Ay)2| ( y+Ay) (z,y) y|

hiszen a valos és képzetes részek behelyettesitése ugyanigy torténik, mint fentebb. Azt is ki kellett

persze hasznélni, hogy egy komplex szam (most az f(z+Az) — f(z) — f'(2) - Az szam elosztva a
valds |Az|-vel) pontosan akkor tart nulldhoz, ha az abszolutértéke is, ill. ha a valos része is és a
képzetes része is nulldhoz tart. Ebbdl is ugyanarra az iménti (2.8) feltétel-csomagra jutunk, amibsl
most mar tényleg a Cauchy-Riemann-egyenletek kévetkeznek, precizebben is.

e Bebizonyitottuk a Cauchy-Riemann-egyenletes (2.4) allitast. Ekvivalens kévetkeztetésekkel
haladtunk: visszafelé is igaz, hogy ha U és V differencialhatéak x,y-ban, és 0,U=0,V és
0,U=-0,V, akkor az f(z+iy) = U(xz,y)+iV (x,y) fiiggvény differencialhatoé z = z+iy-ban.
Melléktermékként az is kideriilt, hogy hogyan kapcsolodnak az U és V' fiiggvények (valos)
parcialis derivaltjai az f(z) derivaltjahoz, f'(z)-hez: a fenti (2.8) megfeleltetésbdl belathatoan

f'(z)=0U(z,y) +i-0,V(x,y), masképp: [f'(z)= —i(ayU(x,y) + 6yV(:E,y)).

Ez a két alak a Cauchy-Riemann-egyenleteket tudva tényleg egyenértékid (s6t mas kiosztéssal is
felirhatjuk f’-t). Az els§ annak felel meg, amikor az f’-t valos (x iranyt) elmozdulés szempontjabol
nézzitk: Az = Ax, és az x-ben vald valtozasi gyorsasag jon el6. A méasodik pedig amikor Az = iAy,
azaz tiszta képzetes: igy az y iranyu valos derivaltak keriilnek el (% = —i-vel szorozva).
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2.3. Differencialhaté fiiggvények mint konform leképezések szemléltetése

e Most is f jelol egy C — C fiiggvényt, és U(x,y) ill. V(x,y) a valos és képzetes részeit mint
a z=x+iy modon beazonositott valos x és y fiiggvényeit. Lattuk, hogy adott helyen f(z) éppen
akkor differencialhato, ha U és V' is, és 6k kielégitik a Cauchy-Riemann-egyenleteket:

v_ov U
ox Oy’ oy Oz
Tegyiik fel, hogy a fliggvényeink legalabb egy ,kovérkés” (=nyilt) halmazon differencidlhatok.

=1+ 1y, f(z)=U(z,y) + iV (z,y),

e Az els§ észrevétel a Cauchy-Riemann-egyenletekbdl kozvetlentil kovetkezik; beldtni egyszert.

Allitas: ahol f differenciél- L U\ (0.V\_ (0.U\ (—0,U 0 510
hatoé, ott grad U - grad V' = 0, 1zen o,U ' 0,V ) \o,U \au ) (2.10)

Vagyis differencialhato f esetén U és V' kétdimenzios gradiensvektorainak mindenhol nulla a ska-
larszorzata, azaz merGlegesek. Emiatt az ilyen U és V fiiggvények szintvonalai is merdlegesek
egymasra mindenhol. Az U és a V fliggvényeket szemléltethetjiik is a szintvonalaikkal: differenci-
alhato f esetén ezek ortogonalis koordinatarendszert adnak a sikon. (S6t, néhany egyszerd f
fiiggvény épp néhény korabban megismert ilyen koordinatarendszert ad meg igy; 1d. alabb.)

Az U és a V szintvonalakkal abrazolasaval esetleg magdt az f fligguényt is szemléltethetjiik.
Valos-valos (,,y = f(z)”) fiiggvényeket grafikonjukkal abrézolhatunk; C — C fiiggvényekre nincs
ilyen lehet6ség. Egyszertibb komplex fiiggvények U, V' szintvonal-rendszerei egy id6 utan esetleg
ismerdsek lesznek, de nehezebben vélnak olyan beidegzédéssé, mint a valos fliggvénygrafikonok.

e Egy f : C — C fuggvényre ugy is gondolhatunk, hogy & a C sik pontjait (szamokat) atvisz
mas pontokba (szdmokba): eltranszformalja a sikot. Ennek vizualizalasahoz jeldljik z-vel az f
valtozojat, z'-vel az eredményiil kaphaté szamokat, és vizsgalhatjuk pl., hogy az f a valos ill. a kép-
zetes tengellyel parhuzamos egyeneseket milyen gérbékbe viszi. Kigondolhatjuk, hogy igy ugyanazt
a gorbesereget kapjuk, mintha a 2’ sikon az f inverzét, f~'-et szemléltetnénk az el6z6 pontban

21 gy az is nyilvanvalo, hogy differencidlhato f esetén egy SR(z)=const és egy

mondott modon.
J(z)=const egyenes képgorbéi a z’ sikon is derékszoghen metszik egymast. Figyelem! Ha mutat-
nak két (ortogonalis) gorbesereget, és azt mondjak, hogy ez egy f komplex fiiggvény ,abréazolasa”,
akkor jo tisztézni, hogy mit értenek alatta: az f valos és képzetes részeinek szintvonalait, vagy
a koordinatatengelyekkel parhuzamos egyenesek f altali képeit. (Masképp fogalmazva: nézhetjik
azt, hogy az f milyen gorbéket visz dt a valos ill. képzetes tengelyekkel parhuzamos egyenesekbe,

de azt is, hogy a tengelyekkel parhuzamos egyeneseket milyen gorbékbe viszi dt.)

e Ha azt keressiik, hogy egy f fiiggvény milyen gorbékbe viszi a tengelyiranyt egyeneseket, irjuk
fel utobbiak egyenleteit az induléasi z-sikon ,paraméterezve’™

Egy vizszintes egyenes: z = x + b, ahol b rogzitett, = végigfut [—oo, oo]-en, (2.11)
Egy fiiggsleges egyenes: z = a + iy, ahol a rogzitett, y végigfut [—oo, oo]-en. '
Ezeket beirva f(z)-be megkapjuk azon gorbék (z-szel ill. y-nal mint paraméterrel) paraméterezett
alakjait, amelyekbe f az egyeneseket viszi; a b ill. az a értékei (az eredeti egyeneseknek a képzetes

2lUgyanis pl. a valoés részre megfogalmazva: a z’-ket, amik olyan z-kbdl kaphatok z'=f(z)-ként, amikre R(z)
egy adott érték, f~! éppen visszaviszi azokba a z-kbe, amelyekre JR(z) éppen az adott érték: ezen 2’-k halmaza az
f~!-nek mint fiiggvénynek a valés részének az egyik szintvonala. Ugyanezt a képzetes részre is megfogalmazhatjuk.
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ill. valos tengellyel valoé metszéspont-helyei) a képgorbéket kiilonbozteti meg egymastol.
a kép-gorbék egyenletei: x — f(x+ib), ill. y— flatiy). (2.12)

A kapott utobbi kifejezések valos és képzetes részeit alakitgatva sokszor kézzelfoghatobb alakban
megadhatjuk az eredménygorbék egyenletét, azaz felismerhetjiik, hogy 6k ,micsodak”.

Ha pedig az a kérdés, hogy f milyen gorbéket visz tengelyiranyt egyenesekbe, akkor f valds és
képzetes részeinek, U-nak és V-nek a szintvonalait kell keresni, hiszen egy ilyet pont az jellemez,
hogy a rajta 16v6 szamokbol kapott eredmény valos (vagy képzetes) része egy adott érték.

A A '
[ T U YR , @ '
[ \ v oA A bo-meo--
[ N S \ A * .
Sl WY \ N L7 AN 2 '
1 \ \ \ \\\ 5 |
\ ~. O ~N(~) 3
LN T ! J(z) =!const
[ AN Ty )
1 \ e ,\\ /A
1 \ A 1 4;
- T N ~3 2
A \ \ N S
\ z N <
\ \ 2 eieieiieiel sttt i
\ A 7
<\ 7 |
\ 7z \\ =
< b ~—
\ \ AN
\ > ~%%, | il
\ N,
(g g =
>
r .
f=U+1iV

4. abra. Differencialhato C — C fiiggvény dbrazolasa. Balra: az U— és V-szintvonalak merélegesek.
Jobbra: a tengelyiranyu egyenesek képei is merélegesek. A két gorbesereg altalaban nem is hasonlit
egymashoz; egyikek az f-hez, masikak az f~!-hez tartozo valos és képzetes részek szintvonal-seregei.

e Els6 példa: legyen v = a+if € C adott komplex szam (o, 5 € R), és tekintsiik a ~v-val valo
szorzas miveletét, azaz legyen f(z) = vz. Hova viszi ez a tengelyekkel parhuzamos egyeneseket?
Adott b tengelymetszetti vizszintes ill. a tengelymetszetd fligg6leges egyenesekbdl indulva

Vizszintes egyenes: z =t + ib N (Re (f(t+z'b))) B (at—ﬁb) _ (a) S (—ﬁb))

= f(z) =7 (t+1b), (f(t-+ib)) Bt+ab i ab
Fiiggsleges egyenes: z = a + tu ( (a—|—zu)) aa—pBu -8 aa
. = = = U+ .
=  f(z)=7v"(a+iu), ( (a—l—w)) Ba+au o Ba
Ezek is egyenesek egyenletei. A vizszintes egyenesek iranyvektora («, ) lett, a fliggtlegeseké
(=B, a). Mindketts azt jelenti, hogy az eredeti egyenesek elfordultak az («, 5) vektor iranyszogé-

vel, ami pont arg . Ellendrizziik azt is, hogy kapott egyenesek origotol vett tavolsaga |v|-b és |v|-a
lett: a ,nagyitas” |y|=+1/a?+[3%. Persze nincs meglepetés: a ~y-val vald szorzas pont ezeket jelenti.

@ [

5. abra. Az f(z) = vz fiiggvény abrazolasa (a tengelyiranyu egyenesek képei).
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o Kovetkezd példa: f(z)=2% Nézziik el6szor azt, hogy ez milyen gorbéket visz at a tengelyekkel
parhuzamos egyenesekbe. Ezek ugye a valos ill. a képzetes rész szintvonalai lesznek; felidézve:

z = x+iy, r4iy) = 22—y + i - 2@
v f(a+iy) y y

Négyzetre emelés:
flz) =22 =U(ey)  =V(zy)

(2.13)
Az U = x?—y? szintvonalai 45°-0s aszimptotaju egyenlSszara hiperbolak, a V(z,y) = 2y
szintvonalai pedig x ill. y tengely aszimptotaji egyenlGszara hiperbolak. Az, hogy ezek mindenhol
merdlegesek, abbol is kévetkezik tehat, hogy 6k a differencidlhato f(z) = 22 valos ill. képzetes része-
inek szintvonalai. A 2’'=f(z)=2% leképezés tehat ilyen hiperboldkat visz tengelyiranyt egyenesekbe
(mindet abba, amelyikhez tartozo valos vagy képzetes rész x®—y? vagy 2zy adott értéke). Ha a
R(2)>0 felsikbol indulunk, a z2-tel az egész 2’ stkot megkapjuk, kétszeres szoggel kihajtogatva.

A
0\

\/

6. abra. Az f(z) = 2? fiiggvény abrazoldsa: a jobb oldali félsikon rajzolt két sereg egyenlGszéari
hiperbolat kihajtogatja tengelyiranyu egyenesekbe. (A bal oldali félsikra rajzolt tiikorképekkel is
ugyanezt csinalna: 2-bél és —2z-bél 2’ = 2? ugyanarra az eredményre vezet ugyebar.)

e A gyokvonas, f(z) = /z a latott hiperboldkba (a JR(2')>0 félsikra) viszi a tengelyiranya egye-
neseket; milyen gorbéket visz tengelyiranyu egyenesekbe? A /z-hez tartozo U-t és V-t a fentebbi
(2.3) egyenletbdl méasoljuk, és (a konstansokat kényelmesen jelolve) felismerjiik a szintvonalakat:

V2-U(zy) = \/—\/xll—yz—l—x:constz\/a = VIt = a—x
sen(y) - vV2-V(z,y) = \/— Va2 +y? — x = const = /b = VaZty? = bta

(2.14)
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7. dbra. A /z a felvagott sikot (és a parabolakat) behajtogatja a R(z")>0 félsikra (egyenesekké).
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Tovabbi rendezéssel is, de rogton is lathato, hogy ezek origd fokuszi, x iranyban negativ ill. pozitiv
irdnyban nyitott parabolak. (Az a—=z ill. a b+x egy az origotol a ill. —b helyzetbe tolt fiiggsleges
egyenestdl vett tavolsdg: a pontok ugyanolyan messze vannak ezektSl, mint az origotol.) Ilyen
parabolakat mar lattunk parabolikus koordindtarendszer cimén; most is lathatjuk, hogy ortogonali-
sak, mert a differencialhato /2 valos és képzetes részeinek szintvonalai. A gybkvonas tehat ilyen
parabolakat visz at a R(z’) > 0 félsikra tengelyiranyu egyenesekké; a z€R, vagason atmend
V=const parabolakat kettészelve és kétfelé hajtogatva.

o

o Tekintsiik a reciprokfiiggvényt: f(z) = ¢, ahol a€R™ adott valos szam. Ez az f(z) énmaga
inverze, igy nem kell a kétféle abrézolési lehetGséget kiilon nézni. A valds és képzetes részek:

« T—1Y T —ay
T 'ly ax2 y2 ($7 y) 372 y2 Y (‘/E? y) xQ ,y2

flatiy) =
A szintvonal-gorbék beazonositasahoz rogton kényelmes jeloléssel irjuk az adott értékeket:2?

= ﬁa_ny = const = i = 2’+y’—20dz=0 = (r—ad)®+y’=(ad)?
V=—" _ const= L = 2’4+’ +2aBy=0 = 2°+ (y+aB)*= (aB)>.
x2412 2B
Ezek k6rok: az U=const korok sugara «|A|, és kozéppontja az x tengelyen aA-nél van; ezek az
origbban érintik az y-tengelyt. A V=const korok kézéppontjai az y tengelyen vannak —aB-nél,
sugaruk a|B|, igy az r-tengelyt érintik az origéban. Ezek a korck is ortogonélisak, mert 6k az ¢
differecialhato fiiggvény valos és képzetes részeinek szintvonalai.?
A fiiggvény csakis z=0-ban nem értelmes; egyébként nagyobb abszolutértéki z reciproka kisebb

abszolutértéki: ebbdl kitaldlhato, hogy melyik tartomdny hova képezddik. Az abra ezt is jeloli.

| | ] @
| '

8. abra. Az f(z) = I fliggvény a kordket egyenesekbe (és az egyenescket kérokbe) képezi.

o Allitas: az f(z) = ¢ exponenciilis fiiggvény a tengelyiranyt egyeneseket a polarkoordinata-
rendszer vonalaiba viszi. Mivel ¢"?™ = 1, mondhajuk, hogy a komplex exponencialis 27 szerint
periodikus (azaz z-hez és z + n - 2mi-hez ugyanazt rendeli); az indulési halmazban igy elég egy
képzetes irdnyban 27 szélességi vizszintes savot tekinteni. Vegyiik a —im és im kozottit; innen

221tt is érvényes az, amit él6szoban nem gy6zok hangsilyozni: sokadszor csindlva (amikor mar tudjuk, hogyan
kell) mindent rogton a ,,j6” modon kijeldlve egyszeriinek tiinik mar minden; elszor az életben nekiallva hosszabb
lesz, az Gtletek nem rogton a megfelel6 forméaban jonnek, stb. Erdemes mindennek magunk is nekiallni, probalkozni!

23 Aki ismeri elemi (?) geometriabol az inverzid (korre tiikrozés”) miiveletét, annak: a komplex stk most latott
leképezése a /a sugari origd kozepi korre valo inverzio és a valos tengelyre tiikrozés egymasutéanja.
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indulva (de mas ilyen széles savbol indulva is) megkaphatjuk az egész 2’ sikot:

Vizszintes egyenes: z = x +ib, ahol b € |—m, 7| rogzitett, x végigfut R-en
= e =" - e aképhalmaz b iranyszogi, origobol indulo félegyenes,

Fiiggtleges egyenes: z =a+ iy, ahol a€R rogzitett, y végigfut |—m, w]-n

= e =e"-¢e"; aképhalmaz e sugaru korvonal (az egységkor nagyitottja).
! A
@ T TR0 A @
17T / \
2 Y . -/ o \-
2 = 1) = expl) 1
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9. dbra. Az e* fiiggvény képgorbéinek szemléltetése.

o Kovetkezzék a szinuszfiiggvény, f(z) = sinz. Ez 27 szerint periodikus: az egyértelmtiség
kedvéért sztkitsiik le az indulasi halmazt a —7 és 7 kozotti valos részii savra. Allitas: a sinz a
tengelyiranyu egyeneseket a mar esetleg (pl. a Vektorszamitas jegyzet utolso, 13.6. szakaszabol)
ismert un. elliptikus koordinatarendszer vonalaiba: adott, az x-tengelyen —1-ben és +1-ben
1év6 pontok mint fokuszpontok altal fixélt ellipszisekbe és hiperbolakba viszi. Ezek is ortogonalisak.

A @

10. abra. Az f(z) = sin z abréazolasa.

Kideriil az is, hogy akkor kapunk injektiv fiiggvényt (ami egy z’-be csak egy z-t vihet), ha tovabb
szikitjik a tartomanyt. Kezdjiik azzal, hogy mik a z sikon vizszintes egyenesek képei:

sin(z+ib) = X(x) +4Y(z), ahol X(z)=sinxzchb, Y(x)=cosxshb.

Ahogy z-szel végigfutunk —n-t8l 7-ig (azaz a kijelolt komplex szammal egy adott b képzetes részi
vizszintes egyenesdarabon), az eredmény valos és képzetes részére, X-re és Y-ra végig igaz, hogy

X2 Yy? az ilyen X-ek és Y-ok egy ch b nagytenge-

=
ch?b * sh?b lyt és |shb| kistengelyt ellipszist futnak be.
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A fokuszpontok origotol vett tavolsaga ch?b — sh?b = 1, és ha b-vel végigfutunk 0-tol co-ig, meg is
kapjuk az Osszes ilyen ellipszist: az értelmezési tartoméanyt lesziikithetjik a —r<R(z) <7 sav {6ls6
félsikra esd részére. Adott b-nél az x valtozoban felismerhetjiik az ellipszis standard paramétere-
zéséhez tartozo paramétert (csak most X-ben van sinz és Y-ban cosx).?

Hasonloan a fiiggsleges egyenesek képeire (tudva mar, hogy elég a felsg z-félsikrol indulni):

sin(a+iy) = X(y) +iY(y), ahol X(y)=sinachy, Y(y)=cosashy,

és ahogy itt y-nal végigfutunk R -on (azaz z-vel egy adott a€ |—m, 7] valos részi fiiggsleges fél-
egyenesen), az eredmény valos és képzetes részére, X-re és Y-ra végig igaz, hogy

X2 y?2 az ilyen X-ok és Y-ok egy |sin a| nagytengelyii
+ 2 - 2 = 1 ; 2 : 4 . .
sin“a  cos?a és | cos al kistengelyti hiperbolaivet futnak be.

Az ilyen hiperbolanak is kikereshetjiik a fokuszpontjait: ezek az origotél sin®a+cos?a, azaz 1 tavol-
sagra vannak akarmilyen a esetén. Az X és Y iménti kifejezésebdl latszik, hogy ha a € }—ﬂ, -5 [,
vagy a € ]—5, 0[, vagy a € ]O, 5 [ vagy a € ]g, [, akkor a z’-sikon rendre az elsd, a negyedik,
a harmadik és a masodik sitknegyedben fekvs hiperboladarabokon futhatunk végig.

e Az eddigiekben ,névvel” beazonosithattuk a goérbéket. Néha azt kell majd tudni, hogy egy
fliggvény kényelmesen leképez egy tartomanyt egy masikra; az csak plusz érdekesség lesz, hogy a
szintvonalak merd&legesek. Példa: a z-sik adott o kozépponti szogi ék alaka tartomanyat szeret-
nénk a 2’ sik f6ls6 félsikjara leképezni. Ismerve a valos kitevsji hatvanyozast (az argumentum a
kitevével szorzodik, 1d. az 1.1. szakasz végén) beugorhat, hogy egy = kitevéji hatvanyozas jo lesz:
ez kihajtogatja az ékiinket a fols6 félsikra (ami 7, azaz 180° kozépponti szogl éknek tekinthetd).

A
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11. abra. Az f(z) = 2™ éppen kihajtogatja az ék-tartoméanyt a fels félsikra.

Keressiik meg a szintvonalakat is! Legyen 8 = T; a mondott f(z) = 2P fiiggvényt most a komplex
szamok trigonometrikus alakjat hasznalva (,polarkoordinatédkban”) érdemes keresni:

z=pe® = R() =pleos(Bp),  T(27) = p7sin(By),

Latjuk, hogy ha 0 < ¢ < «, akkor Sy valoban befutja a [0, 7] tartomanyt, azaz tényleg, az ék
a felss félstkra képezédik. Ha az eredmény 2’ = 2° képzetes része allandé B>0 érték (ezek a 2/
sikon a vizszintes egyenesek), akkor (mivel az érdekes tartoméanyon sin(Sy) > 0) azon z-k halmaza,
amelyik egy ilyen egyenesbe képzddik, a kovetkezd p(¢) kapcsolattal leirhatd gorbe:

3(:") =B = p(p) = Bl/ﬁ[sin(ﬁw)}_l/ﬂ.

24 A b=0 eset itt kivétel: ez egy nulla kistengelyt ,elfajult ellipszist”, azaz a 2’ stkon a [—1, 1] szakaszt adja meg,
amelyen kétszer mennénk végig, ha xr —m-t6l 7-ig futna. A kiindulési sikon tehat a valos tengelyen elég csak a
fél-teljesszogdn végigmenni; az abran barnaval szaggatva jeloltem itt a kihagyandé részt.
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A 2 f6ls6 félsikjan a fiiggsleges félegyenesek (amiken JR(z”) = A konstans) A>0 esetén 0 és 5 kozé
esS p-kbol johettek, ha A<0, akkor pedig § és o kbzottiekbdl. A két tartomanyban cos(B¢)>0 ill.
cos(B¢)<0, ugyhogy kiilon kell nézni ezt a két lehetGséget, de Osszefoglalhatjuk:
Y _ 1 A/B s, A>0 & 0<ep<3,
RE) =4 e ple) =AM Jeos(Be)| T, 6 T 20 D s <o n

és tényleg nem kell negativ valos szamot hatvanyozni (ez nem is igazén értelmes), csak pozitivat.

X ok ok

e [dézziik fel a gorbe fogalmat. Késébb pontositjuk a kdvetelményeket; adltalaban mondva azonban
ugyebér ha ICR egy valds intervallum, akkor a C sikon gorbét jeldl ki egy I — C differencialhato
fiiggvény®® (egy paraméterezés), jelben pl. z(t):

A C-n futo gérbe paraméterezése lehet egy [t1,t5] — C differencialhato leképezeés.

A z(t) fiiggvény valos és képzetes része megadja a t-hez tartozo valos és képzetes részt, azaz a
gorbe z(t) pontjanak Descartes-koordinatait a C-n mint sikon.

e Talalkoztunk mar gorbe érintévektoranak fogalméaval is: ha egy sikgérbét a rajta futé helyvektor
paraméterezésével, r(t) modon adtunk meg, ez a kovetkezd volt:

(1) érintGévektora egy (1) drs (1)

Sikgorbe:  r(t) = (T:v ) N adott ¢ paraméte- _ dt
Ty(t) ri r(t) pontban: di _dT’y(t)

dt

Innentdl az egy darab valos paraméter szerinti derivéaltat sokszor ponttal jeloljiik, igy: ©(t) = %. Az
érint6 ugye tényleg az a vektor, ami a gérbe adott pontbeli irdnyaba mutat, a kozeli r(t+At) és r(t)
pontok helyvektor-kiilonbségébdl kigondolva. A komplex C sikon futé gorbéknél annyi jdonséig

van, hogy a kétdimenzioés érintévektor komponenseit is dsszerakhatjuk egy komplex szdmma:

Gorbe a C stkon:  2(t) = z(¢) + iy(t) ez a Z(t) mint vektor (x(t))
= érintSjer A(t) = (t) +ig(t), tényleg ugyanaz, mint ()

y(t)

\

t ./ t i(t)

12. abra. Gorbe a komplex sikon; az érintévektora itt most komplex szdmnak is tekinthetd.

BFigyelem: a valdsbol komplezbe mend z(t) differencidlhatosaga kell; ez egyenértékii azzal, hogy x(t) és y(t) mint
R — R fiiggvények differencialhatok. Itt tehat esziinkbe ne jussanak pl. Cauchy-Riemann-egyenletek: utébbiak C
értelmezési tartomdnyu fliggvényekhez valok.
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e Lattuk az el6z6ekben, hogy differencialhato f : C »— C esetén a tengelyekkel parhuzamos (emiatt
derékszogben metsz6) egyenesek kép-gorbéi merdlegesen metszik egyméast. TObb is igaz:

Allitas: ha a C sikon a a C-t egy z’=f(z) differencialhato fiiggvénnyel
1 €és Yo gorbék a szog- = leképezve (ha f’#0 sehol) a 2’ sikon kapott kép-
ben metszik egymast gbérbék ugyanolyan a széghen metszik egymast.

Roviden mondva: differencialhato fiiggvény mint a C sik transzformacidja szogtartd. Az ide
kivankozo elnevezés a szakasz cimében volt: a sik olyan leképezései, amelyek az imént mondott
értelemben szogtartok, konform leképezések névre hallgatnak. Ezzel a szohasznélattal élve:
minden komplex differencialhaté fiiggvény a sik valamilyen konform leképezését valositja meg.2°

@A @ A

\

13. abra. Komplex differencidlhato fiiggvény mint leképezés szogtarto (azaz: konform leképezés).

e Az allitasunk bizonyitasahoz jeloljik 7, (t)-vel és v, (s)-sel a két gorbe paraméterezését (R — C
fiiggvényeket), G1(t)-vel ill. Gy(s)-sel pedig a képeiket, melyeket 2'=f(z) csinal belsliik:

Két gorbe a  ~4(¢), A Z'=f(z) leképezés- Gi(t) = f(m(@®)),

2€C sikon: Y2(s), sel kapott kép-gorbék: Ga(s) = f(7a2(s)).
Az f az egész C sikot eltranszformélja: 6 a kapcsolat az eredeti 1, v2 és a kép-gérbéket megado

G1, Gy kozott. 1 és o metszik egymast: van olyan ¢y és sg, amikre igaz, hogy 71 (tg)="2(s0). Az
érintévektorok mint komplex szamok a paraméter szerinti derivaléssal adédnak:

A gorbéink érint6i A4 (to), A képei- Gi(to) = Lf(n(to)) = f(m(to)) - 4 (to),

a metszéspontban:  4(sg), ké pedig:  Gy(sg) = L F(12(50)) = f'(72(50)) - 32(s0)-

Itt hasznéltuk ki, hogy f differencidlhato: kozvetett fliggvényt derivalhattunk. Tovabbmenve:
Mivel 1 (tg)="2(s0), az N 1 (to) — Gl(to) (2.15)

el6z6ekbol adodik, hogy Y2(s0)  Galso) '

Kigondolhatjuk, hogy (értelemszert jeloléssel) ha z = ae’® és w = be™X, akkor z/w = a/b - '#™X),
azaz két komplex szam hanyadoséanak argumentuma éppen a szamok bezdrt szoge. Az el6z6 (2.15)
eredmény tehat azt jelenti, hogy az érintévektorok tényleg ugyanakkora széget zarnak be itt és ott.
Az, hogy f'#0, ahol a gorbék futnak (azaz f legalabb azon a tartoményon nem konstans
fiiggvény), ott kellett, hogy G és G ne lehessenek nullak; agy értelmetlen lenne a Gy / G hanyados.
Ha egy tartomanyon f'=0, azaz innen f mindent ugyanoda képez, nyilvan nem igaz a szogtartas.

26 A szakasz korabbi részeiben abrazolt fiiggvények is ilyenek tehat. Mondanunk sem kell, hogy a szdgtartasbol
nem kovetkezik, hogy egy ilyen transzformécié geometriailag ,egyszerd”: lattuk, hogy valtozatos alaki gérbéket
vihet 4t masfajta gorbékbe; a szogtartis csak és kizardlag egy adott metszéspontban ,mért” szégre vonatkozik.
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e A differencidlhatd leképezések szogtartasat tudva visszanézve még nyilvanvalobb, hogy a z*,
Rez, Im z, |z| fiiggvények nem lehetnek differencidlhatok. A komplex konjugalds minden bezért
szoget —1-szeresére cserél, a tobbi pedig mindent a valos tengelybe képez: biztos nem lehet igaz
ezekre a fiiggvényekre, hogy két gorbe képe valtozatlan szogben metszi egymast. Tovabbmenve az
is nyilvanvalo, hogy akarmilyen C — C fiiggvény, aminek a képhalmaza egydimenzios részhalmaz
(mint pl. |z]-re, Re z-re, Im z-re a valos tengely), az nem lehet komplex differencialhato fiiggvény.

2.4. Laplace-egyenlet, U és V harmonikus par, ,varazsformula”

e Sok alapvet§ fizikai torvény van, amibdl az szarmaztathato, hogy a szerepld fizikai mennyiségre
mint skalarmezdre teljestil a Laplace-egyenlet. Ugye a /A Laplace-operator egy ¥(r) skalarmezdre
hathat, és AV = div(grad V) = 8%@—}—85\1/—1—82\1/. Most olyan esetekkel foglalkozunk, amikor ¥
csak két valtozotol, x-t6l és y-tol fiigg: vagy mert eleve kétvaltozos fliggvény szerepel a fizikai prob-
lémaban, vagy mert a szerepld fiiggvény eredend@en haromvéltozos lenne, de a kitizott feladatnak
a harmadik, z-vel jelolt tengely mentén valo eltolasra vett szimmetriaja miatt tudhatjuk, hogy
U(z,y) fiiggés van csak, U nem fiigg 2-t6l (és igy 0, derivaltjai nulldk). Ilyenkor érvényes tehat a
0% 95U

= W+a—y2 =
Néhany kiragadott fizikai példa, amelybdl ilyen Laplace-egyenletre jutunk (most indoklas nélkiil):

Kétdimenzios Laplace-egyenlet: AV 0. (2.16)

1. Zart sikgorbe alaki drotkeretben kifesziilé szappanhartya is sik; ha a keretet a harmadik irany-
ban kicsit deforméljuk, a hartya alakja is modosul: a (kis) fliggsleges kitérést mint az z,y
fiiggvényét az hatérozza meg, hogy ¢ a kétdimenzios Laplace-egyenletnek tesz eleget.

2. Ha homogén hévezets (de h6t nem termeld) test hataran ismert a hémérséklet-eloszlas, és az
idében allando, akkor a test belsejében a T'(r) hémérséklet-eloszlasra Laplace-egyenlet vonat-
kozik. Ha az elrendezés z iranyban eltolasszimmetrikus (mint pl. egy igen hosszt hazfal és
alapozas), akkor kétdimenziés a Laplace-egyenlet is.

3. Osszenyombhatatlan idealis folyadék sebességmezdje sokszor egy skalarmezd gradienseként széar-
maztathato, és ez a skalarmezs (a sebességpotencidl) Laplace-egyenletnek tesz eleget. Kétdi-
menzios Laplace-egyenlettel tehat ,kétdimenzios”, azaz a harmadik irdnyban nem folyo és attol
nem fiiggs sebességmezGji folyadékaramlasokat tanulmanyozhatunk.

4. Elektrosztatikiban az E elektromos mez6 a(z elektromos) potencial gradiense, a potencialra
Laplace-egyenlet vonatkozik ott, ahol vikuum van. Hasonléan, ahol nem folyik aram, ott loka-
lisan a B magneses mez6 az in. magneses skalarpotencidlnak a gradiense; utobbira is Laplace-
egyenlet érvényes. , Kétdimenzios” a feladat, ha pl. az elrendezés harmadik irdnyban igen hosszu.

e Erdekes feladat tehat olyan fiiggvényeket keresni, amelyek kielégitik a kétdimenzios Laplace-
egyenletet (és még mas, a vizsgalt problémara jellemzs feltételeket). A komplex differencialhato
fliggvények egy alkalmazasi lehet&séget kapnak itt.
Allitas: ha f(z) = U(z,y) + iV (z,y) differencidlhaté egy tartoméanyon, akkor
U U PV PV (2.17)
AU =—4+——>=0 s ANV =—4+—=0.

0x? * 0y? es 0x? * Oy?
e Szavakban: minden komplex differencidlhaté fiiggvény valos része is és képzetes része is
olyan fiiggvény, ami automatikusan kielégiti a kétdimenzios Laplace-egyenletet.
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Miel6tt ezt bebizonyitjuk, nézziink példakat! Elsd 1épésként ellendrizziik, hogy valoban helyesen
irtuk fel U(z,y)-t és V(z,y)-t a példainkban (1d. a korabbi 2.2. szakasz eleji tablazatot is), és hogy
leiilepedjen, konkrétan a derivaltakat is szamitsuk ki magunk is (csak részeredményeket irok le).

Els6 példa: f(z) = 2% = Ulx,y) = 2*—y?, V(z,y) = 2zy.
0,U = 2z, 02U =2, N tényleg teljesiil, hogy
o,U = 2y, U = -2, AU = 9;U+02U =0,
N 0,V =2y,  0*V =0, N tényleg teljesiil, hogy
0,V =2z, (95‘/ =0, AV = 8§V+8§V =0.

A masodik példa bonyolultabb; U és V' kifejezéseit érdemes most a kétszeres szogek fliggvényeire
vonatkozo6 képletekkel egyszertsitei ahhoz képest, mint ahogy pl. a korabbi tablazatban szerepel.
Ez a derivalasok elvégzését is konnyiti (persze erre tipikusan utolag jon ra az ember. . . ):

sin(2z) sh(2y)
cos(2x)+ ch(2y)’ cos(2z)+ ch(2y)

Szamitsuk ki itt is a derivaltakat; mar némi egyszertsitéssel a kovetkezsket kapjuk:

fz)=tgz = Ulzy =

Viz,y) =

s, gy ey el
R, 7y et
R T
WY =2 é;f;iﬁ?iﬁ;j;l oy = 4720 [c05"(20) — cos(2r) ch2y) -2

[cos(2x)+ ch(2y)]?
Némi tovabbi egyszertisitéssel ezekbdl mar leellendrizhetjiik, hogy valéban
itt is teljesiil, hogy AU = Q;U+0:U =0 és AV = 97V+9,V = 0.

e Ehhez képest a fenti altalanos allitdsunk bizonyitasa viszonlag egyszert: kovetkezik a Cauchy-
Riemann-egyenletekbdl (és a vegyes parcialis derivaltak szimmetriajabol, azaz a Young-tételbol).
Az f differencialhato, igy fennallnak a Cauchy-Riemann-egyenletek, amik miatt:

Il
o

8§U+8§U = 0,(0,U) +0,(0,U) = 0,(9,V') + 0,(—=0,V) = 0,0,V — 0,0,V

¢ OVHOIV = 0,(0.V) + 0,(0,V) = 0:(=0,U) 4 0,(0,U) = —=0,0,U + 0,0,U =

e}

Megjegyzés: mostani szintiinkon kiilon fel kell(ene) tenni, hogy f (és igy U is és V is) kétszer is
differencialhato. Valos, R — R fiiggvények ugye lehetnek olyanok, hogy valahanyszor differencial-
hatok, de tobbszor mar nem. Nagy eredmény lesz majd, hogy ha egy komplex, C — C fliggvény
egy nyilt halmazon differencidlhato, akkor akarhanyszor (végtelenszer) is differencialhat6. Emiatt
tehat a tobbszori differencialhatosédg kovetelménye lényegében nem is plusz megszoritas most.

o Osszegezve néhany eddigi eredményt: differencialhato f(z) valos és képzetes részeire, U(z,y)-ra
és V(z,y)-re fennallnak a Cauchy-Riemann-egyenletek, és ebbdl kovetkezsleg U és V' szintvonalai
ortogonélisak, valamint AU=0 és AV=0. Az olyan fiiggvényeket, amelyekre AV=0, azaz meg-
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oldjék a Laplace-egyenletet, ilyen kontextusban harmonikus fiiggvényeknek hivjak. Ezzel az
elnevezéssel tehat differencialhatd f(z) fiiggvény valos és képzetes részei harmonikus fiiggvények.
Ujabb elnevezéssel élve: az olyan U(xz,y) és V(x,y) elég sima fiiggvényeket, amelyek kielégitik
a Cauchy-Riemann-egyenleteket, harmonikus par névvel illetjiik.2” Pontosan ilyen U és V esetén
tehat az f(x+iy) = U(x,y)+iV (z,y) fliggvény komplex értelemben differencialhato.
Megjegyzés: ezt az .elég sima” kitételt (mely a végtelenszer differencidlhatosagnal kicsit tobbet
jelent) késsbb, a 4.1. szakaszban pontositjuk; most ne aggdédjunk tulzottan, ,altalaban” teljesiil.

e Adott U és V fiiggvényekrd] derivalasokkal kideriil, hogy harmonikus part alkotnak-e. Erdeke-
sebb, hogy ha adott egy darab elég sima U(x,y) fiiggvény, akkor van-e U-nak harmonikus parja?
Persze ellenérizniink kell, hogy AU=0 teljesiil; kiillonben semmi nincs.

Az U(x,y) figgvényre létezik-e olyan 0,V =0,U, 0,V =—-09,U,

2.1
AU = 92U+0;U = 0. - V(z,y), amire  (és ekkor ugye AV=0 is igaz)? (2.18)

A megkovetelt Cauchy-Riemann-egyenletek most a keresett V' (z,y) fiiggvényre vonatkozo diffe-
rencialegyenletek; a jobb oldalaik adott U esetén adott fliggvények. Amit felirtunk, az a V-re
vonatkozoan egy alabbi tipusu differencialegyenlet: keressiik az olyan V' (z,y)-t, amire

0,V =F(z,y), é 0,V =0G(z,y), ahol F és G adott fiiggvények. (2.19)

e Az, hogy a V-re vonatkozdlag igaz a Young-tétel, miszerint 0,(0,V) = 0,(9,V), a megadhatd F
és G fliggvényekre jelent feltételt: teljesiilnie kell, hogy 0,G = 0,F. Ez a V-re vonatkozé (2.19)
differencialegyenlet konzisztenciafeltétele: ha nem teljesiil, biztos nincs megoldas.

A most vizsgalt (2.18) esetlinkben F' és G nem akarmi, hanem F'=0,U és G=—0,U. A feltétel
ebbdl az lesz, hogy 90*U = —agU, vagyis 8%U+8§U:0 teljesiiljon. Korbeértiink: az, hogy AU=0,
a keresett harmonikus parra vonatkozo egyenlet konzisztenciafeltétele!

Ha teljesiil a konzisztenciafeltétel, talalhatunk megoldast primitivfiiggvény-kereséssel (ami tech-
nikailag lehet probléma, de elvi szempontbdl miikodik). Leirom a lépéseket (integralassal jelolve a
primitiv fiiggvény megkeresését); a példakbol talan jobban leiilepszik majd. Tehat:

dEF(,y) + xX(y),

0

Kezdjiik a 0, derivalttal: Vi y) = /
a feltetel: 0,V = F(z,y) = e

vagyis el6szor az x valtozoban keresiink primitiv fiiggvényt (az integraljel alatti valtozot ildomos
volt mas bettivel jelolni). Az xq also hatar és az x szempontjabol additiv konstans x(y) egyvaltozos
fliggvény most még tetszéleges. A masik (J,-ra vonatkozo) feltételbe mar ezt az alakot irjuk:

0
w =gl

/ééF(&y)er(y) = G(z,y) = /zlﬁayF(é,y)er’(y) = Gr,y) =

o o

2 /Eg GE ) +X (y) =C(z,y) =  Glz,y) — Glxo,y) + X' (y) = Glz,y).

Zo

27QOlyan értelemben, hogy 6k harmonikus fiiggvények, és még kellemesen ,parban” is vannak. A mondott kovet-
kezményekbdl (harmonikussag és ortogonalitas) nem kovetkezne rogton visszafelé, hogy U és V' a Cauchy-Riemann-
egyenleteket is kielégitik; mindazonaltal mégis igaz egy ,forditott” allitas: ha az U és V fiiggvényekre AU=0,
AV =0 & VU-VV=0, akkor igaz az is, hogy 0,U=ad,V és 0,U=—a0,V, ahol o konstans szam. Ezek majdnem a
Cauchy-Riemann-egyenletek; ha itt pl. V-t elosztjuk a-val, olyan fiiggvényt kapunk, ami U-val egyiitt mar ,igazi’
harmonikus par. Lényegében tehat a merdleges szintvonalak és a harmonikussag elegend§ feltétel, hogy harmonikus
parrél beszélhessiink. Az emlitett allitas bizonyitasa nem olyan bonyolult, mint amilyen hosszadalmas (a kiilonféle
derivaltakat kell kombinalni és afelé evezni, hogy tényleg kihasznalhassuk az Gsszes feltételt); most nem irom le.
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[tt az 1. lépésben ,bederivaltunk” az integraljel mogé (lattunk mar ilyet), a 2. 1épésben kihasznal-
tuk a konzisztenciafeltételt (F' és G derivaltjai kozott), amivel végiil ebben az alakban derivaltat
integralhattunk x szerint, és latjuk, hogy ha x-t jol valasztjuk, tényleg teljesiilhet a feltételiink:

Ha most x(y) olyan, akkor készen vagyunk: meg- Tényleg kellett a konzisz-
hogy x'(y) = G(z0, ), kaptuk a keresett V' (z,y)-t. tenciafeltétel teljestilése!

Egyszertibb esetekben lehet, hogy a lépéseket tomorebben athidalhatjuk, kevesebb lépésben ,ré-

érezve” a részeredményekre és/vagy a keresett V fiiggvényre.?®

e Nézziink példakat harmonikus par keresésére (mindegyik méar latott példékat ,kovet”):
1.példa: U(x,y) = 2*(z+3) — 3y*(x+1), keressiink V' (z,y) harmonikus part!
Els6 1épés kiszamolni a derivaltakat. FEllendrizziink mindent, csak az eredményeket irom le:

0,U = 32?+6x—3y?, 02U = 6(z+1),
0,U = —6y(z+1), RU = —6(x+1).
Elgszor is: értelmes a feladat, mert a megadott U-ra tényleg AU = 02U+0;U = 0, ahogy kell.

Kovetkezonek felirjuk a keresett V-re vonatkozo (Cauchy-Riemann-féle) differencidlegyenleteket:

0,V = -9,U, azaz most 0.V = 6xy+6y,

V=7 i
’ ALe o,V = 0,U, konkrétan: 0,V = 3x?+6x—3y>.

Az els6 egyenletbdl (z-ben primitiv fiiggvényt keresve) kideriil, hogy itt V' csak ilyen alakua lehet:
0,V = 6xy+6y = V(z,y) = 32*y+6zy+x(y), a masodik egyenletbe helyettesitve:

2

9,V = 3x*+62+Y'(y) = 32°4+-62—3y° = X (y) = =3y = x(y) = 1P +K.

[tt nyilvanult meg, hogy a feladat konzisztens: a x(y)-ra kapott feltételbdl x kiesett, tényleg csak
y-t tartalmazo rész maradt, azaz létezhetett megfelels x(y) fiiggvény. Igy viszont készen vagyunk:

U(x,y) = 2*(z+3) — 3y*(x+1) harmonikus parja V(z,y) = 3z°y+6ry—y>+K.

o A kovetkezd példa sem sokkal bonyolultabb; ismerds is lehet méar valahonnan:
2.példa: U(z,y) =sinzchy, harmonikus par V(z,y) =7
Most méar nagyobb 1éptekben haladva a megoldéassal:

0.U = cosx chy, 02U = —sinz chy, N tényleg teljesiil, hogy
0,U = sinxshy, 92U =sinz chy AU = 9;U+02U = 0.

A V-re vonatkozo differencidlegyenlet(ek)bdl a kovetkezdkre jutunk:

0,V =-0U = 0,V =—sinxshy = V(z,y) = cosxshy + x(y),
o,V=0,U = 0y(coszshy+x(y)) =coszchy = X'(y) =0 = x(y) = K.

28Ugyanilyen jellegti feladat volt az (1d. a Vektorszamitas jegyzet 12.3. szakaszét), amikor térbeli ®(r) skalArmezst
kerestiink abbol, hogy a gradiense adott v(r) vektormezs: 0,®=v,, 0,P=v,, 0,P=v,, ahol v,, v,, v, adott fligg-
vények. Utobbiakra is volt ilyenkor konzisztenciafeltétel (és az is a Young-tételen mulott): hogy rot v=0 azonosan
teljesiiljon. Ez pont ugyanolyan tipusu feltétel volt, mint a mostani probléméankban. A megoldas menete (ott ha-
rom, itt kettd megadott parcidlis derivaltbol visszafejteni a fliggvényt), illetve az, ahogyan a konzisztenciafeltételen
miulott, hogy ezt tényleg megtehetjiik, szintén lényegében azonos a két probléméban.
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Egy (le nem irt) lépésben persze a konzisztenciafeltétel jo gyiimolesot termett. Az eredmény tehat:

U(z,y) =sinzchy harmonikus parja: V(x,y) = cosxshy + K.

e Az el6z6 példaban az f(z) = sinz komplex fliggvény valos részébdl kiindulva lényegében a
képzetes részt taldltuk meg. Utolsé példaként kozelitsiink igy ra az % fiiggvényre (melynek valos
ill. képzetes részeit mar korabban is kiszamoltuk is és hasznaltuk is az abrazolashoz; 1d. ott):

3.példa: Uz,y) = L, keressiink harmonikus part!
x24y?
A menet ugyanaz, mint eddig. Elgszor elvégezziik a a derivalasokat (csindljuk is meg!):
2.2 2 2 2_3 2 22(3 2.2
oU = V=T oY gyl B gy 208y
(z2+42)? (z2+42)2 (z2+12)° y (22+42)
Lathatolag igaz, hogy 92U —1—85 U=0; értelmes a feladat. A V-re vonatkozo egyik egyenletbdl:
2xy —y
oV=-00U = 0V=—7+ Viz,y) = .
Y (:)32—|—y2)2 (:E y) x2+y2 + X(y)

Visszahelyettesithetjiik ezt a kapott eredményt a masik egyenletbe. Arra jutunk, hogy

2 2 2 2
yi— yi—x
(x2+y2)2+xl(y) = ($2+y2)2 = X(y) =K = V(l‘ay) =

Y

0,V=0,U = T

Az eredmény tényleg az lett, amit az % valos és képzetes része alapjan vartunk.?”
Gyakorlasképpen mindharom példéban ellenérizhetjiik még egyszer, hogy teljesiilnek a Cauchy-
Riemann-egyenletek, és kiilon azt is, hogy a kapott V (z, y)-ekre tényleg teljesiil, hogy AV=0.

e Altalanosan és példakkal is lattuk, hogy ha egy (elég sima) U(z,y) fiiggvényre AU=0, akkor
megtalalhatjuk az 6 V(z,y) harmonikus parjat. Illyen U és V egy komplex differencialhato fiigg-
vény valos és képzetes részei; kérdés lehet, hogy ezt az f(z)-t rekonstrualhatjuk-e U-bol és V-bgl.
Egyszert esetekben (ismerve egyszert fiiggvényeket) kitaldlhatjuk: a fenti 2. és 3. példaban ezek
(emlitettiik is) a sinz és az % voltak, az 1. példaban pedig visszatekintve belathatjuk, hogy a
234322 fiiggvény valds részébdl talaltuk ki a képzetes részt harmonikuspar-kereséssel .

Altalanos képletet is adhatunk, emlékezve, hogy mi a kapcsolat z és az x, y koordinatak kozott:

Ha =z =z+iy = r=3(z+2") s y=g(2—2%), és ebbol
1@ =Uly) +iVizy) = fz)=U(5750) V(55 50),

azaz U és V konkrét alakjaiba x és y ilyen kifejezéseit beirva megkapjuk az f(z)-t mint z flige-

(2.20)

vényét. Megijeszthet a z* megjelenése, amirsl ugye tudjuk, hogy nagyon is nem differencialhato;
mindenesetre az eredményként vart f(z)-r6l tudjuk, hogy differencidlhato: emiatt (plane ha sikertil
az U-vel és V-vel utolsonak irt kifejezést algebrailag egyszertisiteni) biztosak lehetiink, hogy f(z)
tényleg csak z fiiggvényeként fog adodni, z*-t6l ilyen értelemben nem fog fliggeni.

29Megjegyzés: az itt 0,V -re felirt egyenletbsl V-t x szerinti primitivfiiggvény-kereséssel megkapni persze akkor a
legegyszertibb, ha (ismerve az % fiiggvényt) tudjuk eldre, hogy mi is a keresett V(x,y). Ha nem tudjuk elére, akkor
egy valtozocserével szamithattuk ki az f dz hatarozatlan integralt: « — t ugy, hogy = = yv/t. Probaljuk ki!

30Mindig U-val jeldltiik a kiindulé fiiggvényt, és V-vel a keresett harmonikus part; a ,harmonikuspar-siag” nem
teljesen ,szimmetrikus” fogalom, de ,majdnem” az a kovetkezs értelemben: ha f(z) valos része U és képzetes része
V, akkor az i- f(z) fiiggvény valos része —V, képzetes része U, igy ha U és V harmonikus par, akkor —V és U is az.
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e Nézziik meg igy az el6z6 példakat (ezeknél sikeriilni fog egyszertisiteni):
U(z,y) = 2+322—3zy>—312,
V(z,y) = 3x?y+6xy—1°.

a megfelel6 komplex fiiggvény: f(z) = U(Z=, 52) +4iV (22, 222

A fenti 1.példaban:

behelyettesitve majd elvégezve, amit el lehet:
z+z z+z z+z z—z Z—z
= 3 -3 -3
= |5 [ o T e ]

2 3
, Z2+z2" |7 z—=2" 2420 22| (=2 3 9
—f-z{?)[ 5 } [ 5 ]—I—G{ 5 ]{ 5 } [ 5 }}—...—z + 327

Kijon az elvart (és utolag visszafelé is ellendrizhets) eredmény; akkor értékeljiik ezt, ha most az
osszes kozbiilss 1épést (a lényeget, azaz a le nem irt egyszertisitéseket is) megesinaltuk. Tovabb:

A fenti 2.példaban: U(z,y) =sinzchy, V(x,y) = cosxshy.

= a komplex fiiggvény: (2) = U(z+z 7 Z—z ) N 2,V<z+z 7 Z—z ) _

2 21 2 21

. 2tz z—2z* . z+z* z—2z* .
= sin ch . + 7 cos sh . =...=sinz.
2 21 2 21

[tt a sin, cos, sh, ch (komplexben is minden tovabbi nélkiil igaz) addicios tételeit és az i-szeres
argumentum szabalyait (mint pl. sin(iz) = ish z) kellett nyaklo nélkiil alkalmazni.
Az utolso fenti példat is megesinalhatjuk: most kicsit triikkdsebben révidebben irom le:

A fenti 3.példaban: U = — Vv = -

enti 3.példaban (x,y) g (z,y) Pty
, T—1Y z* z*
SR = Ul Vi) = S = - 2

[fee |+

Mindharom fenti példdban megkaptuk tehat az U-bol és a V-bdl a megfelels f(z) fiiggvényt,
skonstruktivan”, azaz a felirt, altalanosnak mondhato (2.20) modszert kovetve is.

X ok ok

e Az eddigiek alapjan ha egy U(z,y) elég sima fiiggvényre AU=0, akkor gy kaphatjuk meg azt
az f(z) komplex differencialhato fiiggvényt, aminek U a valos része, hogy a Cauchy-Riemann-
egyenletekkel megkeressiik a harmonikus part, majd ezekbdl (felismeréssel vagy a (2.20) recepttel)
kihozzuk f(z)-t. Ez altalanosan ismert modszer, és mas matematikai triikkok ,el6zménye” is.
Létezik egy kevésbé ismert képlet, ami az U(x, y)-bol egy 1lépésben megadja a megfelels f(z)-t,
atugorva azt, hogy (differencidlegyenlet-megoldéssal, azaz lényegében integralassal) megkeresnénk
V(z,y)-t. Nem tudom, hogy honnan szarmazik ez a képlet, vagy hogy lenne valamilyen altalanosan
ismert neve; a budapesti (ELTE fizika BSc) folklorban ,wardzsformula” néven fut par éve.3!

31Ez a formula tehat egy kis ,plusz” a nemzetkdzi mezényben is kevesen ismerik. El6re nem lathato esetben
esetleg el6nyt jelenthet tudni; szimomra pedig kiilonosen kedves. Egy egyszertsitett (zo=0-t vevd, 1d. rogton) verziot
hallottam David Gyulatol (6 pedig sajat bevallasa szerint egy 1950-es években irt orosz hidrodinamikakényvben
olvasta), zo7#0-ra sikeriilt altalanositanom és bebizonyitanom. Késébb olvastam egy méasfajta bizonyitast a kvetkezs
cikkben: W. T. Shaw, STAM Review 46 4, 717 (2004). Ez a szerz6 sem ad eligazitast afel6l, hogy eredetileg honnan,
kit6l szarmazik a formula; hogy a témarol 2004-ben cikket irtak (pedig a komplex fiiggvénytan a Cauchy-Riemann-
egyenletekkel egyiitt jo 200 éve mivelt teriilet), mutatja, hogy mennyire nem &altalanosan ismert dologrol van szo.
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e Legyen U(x,y) legalabbis egy nyilt halmazon elég sima, és legyen AU=0. Vegylink egy olyan
Zo, Yo pontot, ahol U értelmes; ekkor igaz a

Varazsformula: az az f(z), amire Re f(z) = U(x,y), a kévetkezo:
¢ = atiy, (2.21)
20 = To+1Yo.

242 2=z

f(z):2~U(a:— SERLAREDY )—U<£U0,y(]>, ahol

Ezzel a képlettel tehat olyan f(z) komplex differencidlhaté fliggvényt kapunk, aminek valos része
U(z,y), a szokasos f(x+iy) = U(z,y) + iV (z,y) értelemben. Ahogy jeloltiikk, U-ba az x és az y
valtozok helyére a z-t és zp-t tartalmazo megadott kifejezéseket kell irni: egyszertd esetekben ez nem
okoz gondot (mint az alabbi példakban sem); az elvi kérdést (hogy mit is jelent, hogy eredenden
valos valtozok helyére komplex valtozokat irunk) késsbb tisztazzuk.

e Erdekes, hogy a formula minden elég sima U(x, y) esetén megad egy f(z) komplex differencialhato
fiiggvényt; akkor is, ha AU#0. Ekkor viszont a kapott f(z) valos része nem a megadott U(z,y);
az f(z) valos részérdl ugyanis tudjuk, hogy kielégiti a Laplace-egyenletet. Megnézve tehat, hogy
a kapott f(z) valos része tényleg a kiindulasi U(x,y) fiiggvény-e, ellendrizhetjiik azt is, hogy az
U kielégiti-e a Laplace-egyenletet: ha f(z)-bdl visszakapjuk U-t, akkor biztosak lehetiink ebben,
ugy, hogy kozben egyetlen derivalast sem kellett elvégezni.

Az is érdekes, hogy barmilyen zo-t, azaz xo, yo helyet valaszthatunk (ahol U sima). Sok esetben
(ha U(z,y) jol viselkedik az x=0, y=0 helyen, ami gyorsan végiggondolhat6) a legegyszeriibb a
20=0 véalasztas. Az allitas része az is, hogy kiilonb6zd zg-kat valasztva a mostani szempontbol
lényegében ugyanazt az f(z)-t kapjuk: a kiilonbség mindossze az lesz, hogy a kapott f(z) képzetes
részéhez, azaz a szokasos jeloléstinkkel: V' (z,y)-hoz a z valasztasatol fliggben méas és mas konstans
érték adodik. Ez konzisztens azzal, hogy egy adott U fliggvény harmonikus parja, V' egyértelmii;
legfeljebb egy konstanst adhatunk hozza gy, hogy a ,harmonikuspérsaga” ne romoljon el.

e Nézziink meg (részben mér latott) példakat! Elssként tegyiik fel, hogy nem hallottunk még az
f(z) = 2?2 fiiggvény valos és képzetes részérdl, viszont elénk rakjak az alabbi U(x,y)-t:

Uz,y) = 22—y, minek a valos része ez?

A fenti vardzsformula itt a kovetkezdét nyujtja:

242 2 z2—2zy 2 9 9 22 2z 282 22 2z 282 9 9
fE) =277 |~ [T | J o) =2 [Ty oty T S

= z2—|—z6<2—x(2)—|—y8 =22+ (mo—iy0)2—x3—|—y(2) S 20x0Yo-

Tényleg mtikodik: megkaptuk az f(z) = 2%-et, amirél most tjra ellendérizni kellene, hogy a valds
része tényleg a kitnduldsi U; ezt mar sokszor megcsinaltuk mostanra, igyhogy nem htzom vele az
idst. Igy viszont az is vilagos, hogy noha most nem ellendriztiik, hogy AU=0, errdl is tudhatjuk,
hogy biztos teljesiil. Masrészt a zq, azaz az xg, yo valasztasa (ami most teljesen tetszéleges, mivel
a kiindulo U(z,y) fiiggvényiink mindenhol elég sima) tényleg csak az eredményiil kapott f(z)
képzetes részében jelentkezik, és ahhoz is csak egy konstanst ad. Persze most akar rogton zo=0-t
is valaszthattunk volna; gy még egyszertibb lett volna gyorsan rekonstrudlni f(z)=z%-et.

o Az f(2)=z és az f(z)=iz fliggvényekre is miikodik a vardzsformula: visszakapjuk Sket az U=z
ill. az U=y valos részekbdl. Ezek egyszertiek, de segitenek memorizalni, hogy z; elGjelei hogyan
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szerepelnek: kiprobalhatjuk, hogy ha masképp lennének, mar ezeken a fliggvényeken elbuknank.

e Egy Osszetettebb példa (amirdl rogton elarulom, hogy az f(z)=ctg z=<2% valds része):

SIn T coS T
Ul,y) = ——5 77 2.22
(z.9) sin?r-+sh?y (2.22)
Mit kapunk a varazsformulaval? Itt szinte akarhol lehet zy = xg+iyg, de pl. zp=0-ba biztos nem:
az U(z,y) ott nem értelmes. Altalanos z-t beirva kell haladunk. Erdemes itt is a kétszeres szogek

képleteit (sin(2X)=2sin X cos X, cos(2X)=1—2sin’X, ch(2X)=142sh?X) hasznalni:

B sin(2x) ) = 2sin(z+24) B sin(2z)
Ulz,y) = ch(2y)— cos(2x) AR ch (Z;ZS)—COS(Z—FZS) ch(2y)— cos(2z¢)

Kész; azért ha van szépérzékiink, érdemes tovabb alakitani, hogy kicsit kibontva elénk alljon a
fliggvény, masrészt hogy megnyugodjunk afelsl, hogy a zy kiilonféle valasztésai tényleg csak a
képzetes részt toljak el konstanssal. Nyilvan az addicios tételeket kell hasznélni, kézben esetleg
izlésesen visszatérni a zg = xg+iyp-lal az xq és yo hasznalatara. Probaljuk meg! Témoren leirok egy
lehetséges utat (ami nyilvan méar a tébbedik probélkozasom. .. ). ElGszor az elsg tortet alakitva:

2sin(z+2y) . sinzcoszy +coszsinzg  Sinzcoszy +coszsinzg  COSZ  COSZy
ch (ZTS )— cos(z+z5) cos(z—z3) — cos(z+z) sin z sin z;; sinz  sinz;
cos(zo—1iyo) cos T ch yo+1 sin xq sh cos xg sin xg+1 sh yo ch yo
=ctgz + ———7FT= =ctgz + — - =ctgz + — 3 =
sin(zo—iyo) sin xg ch yp—1 cos xg sh yg sin“xo+sh*yq
sin(2zq , sh(2yo
=ctgz + (20) (250)

i .
ch(2yp)— cos(2xg)  ch(2yg)— cos(2zo)

Visszavéve a fenti kifejezés masodik tort tagjat is, a vardzsformula itt azt adta, hogy
sin x cos sh(2yo)

(@y) sin?z+4sh’y - J(z) = ctgz+ Zch(QyO)— cos(2xg)’

(2.23)

azaz 2y valasztasa itt is tényleg csak a képzetes részbe szo6l bele egy konstans erejéig. Megint: géomb-
érzékfejlesztés végett érdemes djra konkrétan ellendrizni, hogy a kapott ctg z valos része tényleg a
kiindulasi U(z,y); ezzel egyuttal ugye azt is belatjuk (egyetlen derivalas nélkiil), hogy AU=0.

e A példak alapjan elhihetjiik, hogy miikédik a varézsformula. Most nem bizonyitjuk be:
noha a sziikséges algebrai lépések nem nehezek, és elérhet6 kozelségben lennének, van a komplex
fiiggvények lelkivilaganak egy apronak tiing részlete (ld. nemsokara, ,analitikussag” hivoszoval),
ami mintegy habarcsként Osszeragasztja majd a bizonyitast. A C.3. fliggelékben visszatériink ide.

2.5. Jellemz6 fiiggvénytipusok és elnevezések

A kétdimenzios Laplace-egyenletre megoldasokat kinalo alkalmazésokhoz (is) visszatériink majd,
amikor kicsit tobbet tudunk méar altalaban komplex differencidlhato fiiggvényekrsl. A mostani
szakasz mindenfajta tovabbi fliggvényvizsgéalathoz vald kiegészité bevezetés.

e A  fiiggvény” altalanos fogalmaba a hozzarendelési utasitas (,képlet”) mellett beletartozik az
érkezési halmaz és az indulasi halmaz megadasa is. Legtobbszor (ha nem kotjiik ki masképp) ugy
értlink egy fliggvényt, hogy mindenhol értelmezett, ahol az 6t megadoé képlet értelmes.

Lattuk mar, és messzemenden fogjuk is, hogy varatlan erdsebb kovetkezményekkel jar, ha egy



40 2. KOMPLEX DIFFERENCIALHATOSAG ES EGYSZERU KOVETKEZMENYEI

32 A kovetkezs fejezetekben (is) olyan tételek jonnek majd,

komplex fliggvény differencialhato.
ahol a kikotés mindig az, hogy a vizsgalt C — C fiiggvény egy nyilt halmazon, azaz egy ,kévérkés
tartomanyon” legyen differencialhatd. Az abrakon is sokszor kijeloliink egy krumpli alaki ilyen
tartomanyt. A tipikus esetekben azonban a differencialhatésidg mintegy automatikusan teljesiil a C
stk ,legnagyobb részén”, kivéve esetleg pl. egy-két pontot vagy vonaldarabot. Ilyen ,kisebb” részhal-
mazok megjelenése (ahol a fiiggvényiink nem differencialhat6) alaposan modosithatja a levonhato
kovetkeztetéseket. Ezért tehat fontos lesz, hogy egy képlettel adott f(z) fiiggvényrdl eldontsiik,
hogy mi a ,természetes” értelmezési tartomanya, hol differencialhato (és hol nem az). Ebben a

szakaszban ide valo példakat és a fiiggvények egyéb  globalis” tulajdonsagait vizsgalgatjuk.

o Egészfiiggvények névre hallgatnak az olyan fiiggvények, amelyek az egész C komplex sikon
(egy pontot sem kihagyva) mindenhol differencidlhatok. Példak: a konstans fiiggények, az f(z)=z
identités, az f(z)=z%, s6t: minden polinom, tovdbba az e*, a sin z, cos z, sh z, ch z. Viszont pl. a

sin z
cos z

tg 2z nem egészfiiggvény: tg z==22 és nem értelmes ott, ahol cos z = 0. A valds tgx grafikonjabol

is tudjuk, hogy & a cos zérushelyeiben, azaz 4 +n - m-ben nem értelmes. A valos thz fiiggvény va-

lésban mindenhol értelmesnek tinik, a th z komplex fliggvény viszont szintén nem egészfiiggvény:
S

thz = 22 ¢s a ch z-nek nagyon is vannak (tiszta képzetes) zérushelyei: i - (3 +n - 7).

e Erdekes allitasok vonatkoznak egészfiiggvényekre; az egyiket mar most idehozzuk:
Liouville tétele: Korldtos egészfiigguény konstans.

Azaz ha egy f(z) egészfiiggvényrdl tudjuk, hogy van olyan K€R;, amivel (2.24)
| f(2)|<K mindehol teljesiil, akkor csakis f(z) = ¢ konstans fiiggvény lehet.

Természetesen ez nem igaz valos fiiggvényekre: siman tudunk olyan nem konstans végtelenszer
differencialhato R—R fiiggvényt mondani (rajzolni), ami korlatos; ilyen pl. az f(z) = thx.

e A Liouville-tételt késébb latjuk be; addig is megmutatjuk ré alapozva az algebra alaptételének
egy kozkézen forgo bizonyitasat. Tegyiik fel, hogy a P(z) nem nulladfoku polinom sehol nem vesz
fel nullat. Ekkor 1/P(z) is egészfiiggvény lenne. Tudjuk (1d. az 1.2. szakaszban is), hogy ha |z|—o00
(akarmilyen irdnyban menve z-vel), akkor |P(z)|—o00. Emiatt minden adott K €R* szamhoz van
olyan R sugart kor, hogy ha |z|>R, akkor mar |1/P(z)|<K. Viszont 1/P(z) folytonos, igy az R
sugaru zart korlapon felveszi a maximumat. Ezeket Gsszerakva 1/P(z) korlatos egészfiiggvény, azaz
konstans lenne. Ellentmondasra jutottunk: tarthatatlan a feltevés, hogy P(z) sehol sem nulla.

Megjegyzés: van sok nem polinom egészfiiggvény, aminek nincsen zérushelye (pl. az e*); zavard
lehet, hogy mintha a bizonyitasunk nem is igazan hasznalta volna ki, hogy P(z) polinom. Egyetlen
dologhoz kellett a polinomséag: hogy ha |z|—o00, akkor |P(z)|—o00. Kés6bb megvilagosodik, hogy
ez a tulajdonsig az egészfiiggvények koziil kizdrolag a polinomokra igaz. Ellenben példaul az e?
fiiggvényre: ha z€R, és z—o00, akkor |e*| — oo, de ha z — —o0, akkor |e*|—=0.

32Komplex fiiggvénytanban hasznaljak a ,differencialhato” helyett szinte azonos értelemben a ,.holomorf” szot
is. (Gorogosen holo: ,egészen”, morf: (szép),alakd”). Az emlitett koriilmény (hogy egy nyilt halmazon komplex
differencialhato fiiggvény sok egyebet is tud) lehet a kiilon elnevezés létjogosultsaga. A ,holomorf” jelz&be beleértik,
hogy egy nyilt halmazon is igaz a differencialhatésag (amit mi eddig is szinte mindig kikotottiink); hogy egy fiiggvény
egy nyilt tartomanyon holomorf, az pont ugyanazt jelenti, mint hogy differencialhatoé ott. Altalaban viszont a
wholomorf” megjelélés még nem mondja meg, hogy a fiiggvény kozelebbrdsl milyen tartomanyon differencialhato.
Az ezek okozta kétértelmiiségek miatt (is) a magam részérsl nem igazan hasznalom a ,holomorf” szot; maradok a
»(komplex) differencialhatd” megjelolésnél, ahol a ,komplex” eltag hozzamondasa hivja be gondolatilag azt, hogy
minden egyéb, a differencialhatosagboél kovetkezd kellemes tulajdonsigot tud a fliggvény.
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e Sok fiiggvénynek un. izoldlt szingularitdsa(i) van(nak) itt-ott; az alkalmazasok szempontjabol
kiilénosen fontos, hogy ezeket beazonositsuk. (Késébb osztdlyozzuk is a lehetséges tipusokat. )

Egy 20€C pont egy f(z) fiiggvénynek izolalt szingularitasa,
ha f(z) nem értelmes zp-ban, de van egy (legalabbis nem nulla (2.25)
sugari) korlap zy koriil, amin f(z) differencialhato (zo-t kivéve).

Ha izolalt (=,elszigetelt”) szingularitasra gyanakszunk, ellendrizziik, hogy létezik a megkovetelt
LKipontozott” korlap. Ez biztos igaz, ha izoldlt (egyméstol véges tavolsagra 1évs) pontokat kivéve a
fiiggvény differencidlhato. Pl. az %—nek a z=0 izolalt szingularitasa: a fiiggvény mindenhol mashol
differencialhato, egy (s6t most: akarmilyen) z=0 koriili kipontozott kérlapon is.

e Némely f(z) fiiggvénynek vagasa(i) van(nak). Ezek olyan, két kijelolt perempont k6zotti sima
(egyenes vagy gorbe) vonalak, amelyek pontjaiban f nem differencialhato, de a vonalat tartalmazo
nyilt halmazon (a vonalat kivéve) igen, és a vonal ,belsd” (azaz: nem a perem-)pontjaihoz z-vel a
két oldal felsl tartva f-nek és derivaltjainak értelmes véges hatarértékei vannak, melyek legaldbb
valamelyik derivaltra kiilonboznek a két oldal fel6l. Azt is megengedjiik, hogy az egyik perempont
a ,végtelenben” legyen valamerre.?® A vagasok perempontjait (késébb megértends okbol) a fiigg-
vény elagazasi pontjainak hivjuk (angolul: branch(ing) point). Ezekben a fiiggvény (és/vagy
derivéltjai) tarthatnak véges vagy végtelen hatarértékhez, vagy lehet, hogy nincs hatéarértékiik (ha
kiilénb6z6 ,hatarértékeket” kapnank kiilonb6z6 iranyokbol).

Vigydzat! egy elagazasi pont (noha az ilyet is hivjak ,szingularitasnak”, ,szingularis pontnak”)
a fentebbiek tiikkrében nem izolalt szingularitas: minden koré rajzolt nemnulla sugarta korlapon
atfut a vagas, igy nincs olyan kérlap, amin a fiiggvény (a pontot kivéve) differencialhato lenne.

e A legalapvetébb példa vagasos fiiggvényre: az f(z) = Ln z logaritmusnak az R, negativ valos
tengely vagasa, hiszen emléksziink: Ln z képzetes része +im-hez ill. —im-hez tart, ha z-vel feliilrél
vagy alulrol tartunk egy negativ valos szamhoz. Itt a z=0 elagazési pontban az | Ln z| végtelenhez
tart (hiszen a valds rész, In |z| valos —oo-hez tart itt).

A logaritmus vagasa ,0roklédik” az altalanos kitev6ji f(z) = z* hatvanyfiiggvényre (ha a¢Z,
azaz nem valos egész szam), hiszen ugye z® = exp(«-Ln 2), igy ennek is kiilonb6z6 lesz a hatéarértéke
az R, tengely f6lottrdl ill. alattrol (hacsak o nem egész szam). A z=0 elagazasi pontban ezen f(z)
hatéarértéke 0, ha a>0; ha pedig <0, akkor a |2%| abszolutérték oco-hez tart itt.

e Nézziink példakat (atmutatasokkal) kiilonféle fliggvények ,struktarajara” Szokjunk hozza, hogy
az effajta vizsgalatot minden elGkeriils fliggvényre mindig elvégezziik. Jo6 szokas dbrakat is rajzolni.
1. f(z) = €Y/~

Ez szinte mindenhol differencidlhato; egyediil z=0-ban nem értelmes, igy ez izolat szingularitas.

2. f(z) =1/e%
Ez mindenhol differencialhato egészfiiggvény; e *-vel egyenls. (Ugye e* sehol sem nulla.)

z

3. f(2) = 55—, ahol a>0 pozitiv valés szém.
22—«

Minden z-re differencialhato, kivéve a-t és —a-t (itt a nevezé nulla): ezek izolalt szingularitasok.

33Ha mindkét perempont a végtelenben lenne, azaz egy vagas kettészelné a sikot, akkor az ilyen fiiggvény tényle-
gesen ,két darabbol” allna: ekkor nem igazén lényeges, hogy 6t egy jol definialt fliggvénynek tekintsiik.
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flz) =€l @ @ z22—a? @

A

14. dbra. Példak fiiggvények szingularitasaira, vagéasaira.

1
. — —~_ ahol B>0 pozitiv valés szAm.
f(2) D ahol (>0 pozitiv valés szam

A val6s széamok k6zott ugye a nevezének nincs zérushelye, komplex szamok kozott viszont nagyon
is van: két darab, a z=i és a z=—i3. Ezek izolalt szingularitasok tehat.

1

. f(z) = ——, aholittis «a>0 pozitiv valos.
&)= p
A nevezd a lényeg. Négy olyan z van, amire 2*=—a?, az egyik o - % (merthogy (%)Q:i, és

i?=—1), a masik harom pedig ugye egy négyzet tobbi csicsa. Ezek izolalt szingularitasok.

f(2) = %—I—cﬁ‘.

Ne csapodjunk be: ez csak z=0-ban nem differencialhato; a z=0 tehat izolalt szingularitas.

& | e ® | @

15. abra. Példak fliggvények szingularitasaira, vagasaira.

sin z
="
A sin z egészfiiggvény, a nevezd csak z=0-ban nulla: itt is 2=0 az egy izolalt szingularités.
. f(z) =tgz.

Mivel tg z:zgz , ahol cos z = 0 (végtelen sok, de izolalt, azaz egymastol legalabb véges tavolsagra

1év6 pont, a § + n-m valos szdmok, méasok nem) ott lesznek a tg z-nek szingularitasai, izolaltak.
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9. f(z) =thz.
shz

Itt viszont thz=%52 = —itg(iz): igy is, ugy is kijon, hogy ch z zérushelyeiben, azaz a tiszta

képzetes % + n -7 szdmokban vannak szingularitasok; izolaltak.

A A
Sim
2
Fz) === ®@ flz) =tg2 @ f5) —ths ek @
%‘r
@ > ——0—0—0— >
3 s s 3 51 i
2 T3z 2 2 2
_3in
2
16. abra. Példak fliggvények szingularitasaira, vagasaira.
ctg(mz) L R
10. f(z) = St ahol a>0 pozitiv valés szam.
A nevez6bdl +ia két izolalt szingularitas (nem valosak). A szamlalo is tort: ctg(mz) = Zif((;f; ,

és sin(mz) zérushelyei éppen a valos egész szamok. Ezek is izolalt szingularitésok itt.

1
W 1) = sy

A nevezd szorzatta alakitdsaval: 24+522+4 = (2241)(2%+4) = (2—i)(2+4)(2—2i) (2+27). Neégy
izolalt szingularitas van tehat: ¢, —, 2¢ és —2¢, mashol minden rendben.
12. f(2) =Lnz.
Ez az alapvets vagésos fliggvény: =0 elagazasi pont, vagas az R, tengelyen.
13. f(2) = Ln(—=).
Az Ln lényege vagasok szempontjabol, hogy ott okoz vagast, ahol a ,hasaba” nempozitiv valos

szam keriil. Emiatt most az R§ pozitiv valos tengelyen lesz vagas (2=0 pedig eldgazasi pont).

4. f(z) = !

~ Lnz’

Mint fent, vagas R, -on. Tovabbé a nevezé Ln z nullava valhat: ez pontosan a z=1-ben lesz,
ami (mivel a vagastol jo tavol van) izolalt szingularitas.

15. f(z) = 2%, ahol a akdrmilyen (akar komplex) szam.

Ha a€N{, akkor ugye egészfiiggvény. Ha a€Z~, akkor z=0-ban izolalt szingularitas van. Egyéb
esetekben vagas fut az R, tengelyen. Erdemes most mér egyszer tényleg konkrétan kigondolni,
hogy ezen fliggvény hatéarértéke ekkor (ha a¢Z) tényleg mas a vagas két oldalan.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

A

1
24452244 21 @ Lnz @

17. abra. Példak fliggvények szingularitasaira, vagasaira.

f(z) =(=2)*, ahol a hatarozottan nem egész szam.

Ott van ugye vagas, ahol a hatvdnyalap R, eleme; mint fent Ln(—z)-nél, (s6t abbol kvetkezden)
most is az Ry pozitiv valos tengelyen lesz vagas.

f(z) ==z
Ez a 2z altalanos kitevGs hatvanyozas specilis esete, de kiilon kiemeljitk. Vagéas van R -on (és
mint kordbban lattuk, a fiiggvény onnan kiindulva kétfelé | félbehajtogat”).

z+1

N
Milyen z-k esetén lesz nempozmv valos szam Ln hasaban? Ha Z+1 =—r, és reR{, akkor (ellen-
Grizzik!) z —Tﬁ—l - +1 Az ilyen z-k tehat valosak: felrajzolva ezen z(r) fliggés graﬁkonjat, és

tudva, hogy az reRy eset kell, kideriil, hogy a vagés a z€[—1, 1] valos szakaszon van. Kézben
afeldl is megnyugszunk, hogy ennyi, semmi tobb: az Ln hasaba végtelen keriil z=1-ben, de ez
,mar’ az egyik eldgazasi pontunk, ill. nulla keriil z=—1-ben; ez pedig a masik.

1 142

f(z ):§Ln:

Az el6z6 modszerrel adodik, hogy itt két vagas lesz: a |—oo, —1|CR és az [1, oo CR félegyenesek.
f(2) = Ln(2%+1).

A logaritmus hasédban 16v6 22+1 ott negativ valos, ahol 2% € |—oo, —1]: ez két vagést eredmé-
nyez a képzetes tengelyen: érthetd jeloléssel [z’, z'oo[ és [—z’, —ioo[; gondoljuk végig!

f(z) = Ln(2+4) + Ln(z—1).

Az egyik tag vagasa —i-bdl, a masikl i-b6l indulé negativ valos iranyu félegyenes. Erdekes lesz
majd ezt Osszevetni az elézével: (z+i)(2—i) = 2%+1, és rémlik, hogy Ln(AB) ZLnA+LnB.
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22.

23.

A A A
- @ % @ Lyt @
04¢R 2 Z—
——————————— - e - > e e —
-1 1
A ]
L1 { Ln z—i—(i)—i—)
+z 9 \ + Ln(z—1
-1 1
—i —i

|
|
|
|

18. abra. Példak fliggvények szingularitasaira, vagasaira.

1
&) = Zpg

Nehezebb. Vagés van a tortkitevé miatt R;-on, emellett pedig gondoljuk ki, hogy a nevezd
négy helyen is nulla (mind az egységkoron); ezek izolalt szingularitasok.

f(z) = —

sin(nw/2)

Elsére ott van gond, ha a sin nullat vesz fel: ez itt akkor lesz, ha z:%, ahol n€Z, de persze n#0.
Akarmekkora is n, az 1/n-t6l az el6z6 és a kovetkezd nemnulla tdvolsdgra van, agyhogy ezek
mind izolalt szingularitasok. Van viszont egy torlodési pontjuk, a 2=0: itt sem értelmes ez az

t:34

f(2). Ez a z=0 most ,vad” szingularitas, nem izoldl barmely kicsi kipontozott kérnyezetében

még mindig végtelen sok izolalt szingularitas van, ahol f(z) nem differencialhato.

A
1
o I ® s ®

[}
® T a0 4 11|11
; AT 2 73 33 1
,,,,,,,,,,,, . . B SO
\\ n
»
. .

19. abra. Példak fliggvények szingularitasaira, vagasaira.

34Nem is igazan talalkozunk ilyen fajta szingularitisokkal; csak a példa kedvéért hoztam ide, hogy ilyen is van.
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e Ujabb kérdéskor, hogy egy adott f(z) fiiggvény korlatos marad-e, vagy végtelenhez tart-e, ha
z—00-be tartunk bizonyos irdnyokban. Ismertnek vessziik a kiilonféle valés, R — R filiggvé-
nyekrdl (novekedésrdl, csokkenésrdl) tudott ,hierarchiat”; néhany fontos pont:

1. Valés nem nulladfoku P(z) polinomok z— =+oo-re abszolutértékben végtelenhez tartanak.

2. Polinomok hényadosa +oo-hez, nulldhoz, vagy konstanshoz tart, ha x— =400, ha a nevez§ fok-
szama kisebb, egyforma, vagy nagyobb a szamlaloénal. Azt is mondjuk, hogy ha pl. ha a nevez§
kettével magasabb fokt, mint a szamlalo, akkor a tort ,,1/x? szerint” tart nulldhoz: ez azt is
jelenti, hogy 6t még barmilyen ketténél kisebb foka polinommal beszorozva is olyan fiiggvényt
kapunk, ami nulldhoz tart. Sokszor hasznaljuk ezt a fajta fogalmazast; baratkozzunk vele!

3. A valos logaritmus, Inz végtelenhez tart xr—oo-re, de minden hatvanyfiggvénynél lassabban:

béarmilyen (kicsi) a>0 kitevére lim (z7*-Inz) = 0.
T—00

4. Az exponencialis fliggvény gyorsabban nd x—roo-re, mint akdrmilyen hatvanyfiiggvény vagy

polinom: barmilyen (nagy) #>0 kitevére és barmilyen (kicsi) a>0 szorzéra lim (27-e7%) =0,
T—r00

vagy méasképp ugyanez: lim (x*B . e‘“”) = 00.
T—r00

Ezeket (is) tudva komplex fiiggvényekre is levonhatunk kovetkeztetéseket. Néhany fontos példa:

1. Polinomokra és hanyadosaikra ugyanaz érvényes akarmilyen iranyban valé z— o0 hatéaresetben,
mint valdésban: a szamlalo és a nevezd fokszamai hatarozzak meg, hogy egy tort 0-hoz, kons-
tanshoz vagy oo-hez tart-e (és hogy milyen gyorsan, azaz z-nek milyen hatvanya szerint).

2. Az exponencialis fliggvényt érdemes kiilon megvizsgalni: ha z = z+iy, akkor |e*| = |e%e™| = ¥,
azaz ha ugy tartunk z-vel végtelenbe, hogy z valos része +oo-be tart, akkor |e?| végtelenhez tart,
ha z a —oo-be tart, akkor pedig nullahoz. Ha z véges marad, ahogy z-vel (képzetes iranyban
welszallva”) a végtelenbe megyiink, akkor |e*| véges marad.

3. Sok alkalmazasban fontos a képzetes exponencidlis: valos z-re az e = cosz+isinx fiiggvény
abszolutértéke 1, azaz korlatos & — 4oo felé menve. Az e fiiggvény viszont, (ahol z lehet
komplex), mar tudhat ehhez képest extrakat. (Mar most mondjuk, hogy sokszor még egy pl.
w-val jelolt valos paraméterrel szorzott kitevével keriil ez els: amikor majd e™?-ket latunk, em-
lékezziink vissza idel...) Ha pl. z = z+iy-nal agy tartunk végtelenbe, hogy kézben y—+o0,
akkor |e”?| = |e/®+®)| = 7Y miatt ¢ nulldhoz tart (y-ban nézve exponencidlisan). Ha vi-
szont y——oo0, akkor |e”*| ugyanemiatt exponencidlisa névekszik. Az e™* fiiggvényre forditva
fogalmazhatjuk meg ugyanezt; gyakorlasképpen mondjuk végig!

4. A sinz, cosz fliggvények valos esetben, z = z-re korlatosak, komplexben viszont abszolit-

értékben exponencialisan nének, ha z képzetes részével akdr +oo-hez, akdr —oo-hez tartunk.
Indoklés: sinz = %(eiz—l—e*iz) és cosz = %(eiz—ke*”), és mindketténél a mondott esetben az
egyik tag biztosan exponencialisan né, a masik pedig csokken (azaz ,nem szamit”). Mésképp:
| sin(z+iy)|? = sin®z+sh®y, és | cos(z+iy)|?> = cos?xr+sh®y, innen is latszik, amit mondtunk.

5. A tg és a th (noha periodikusan izolalt szingularitasaik vannak, amiknél végtelenhez tartanak)
olyanok, hogy ha a tengelytél eltavolodunk, abszolitértékiik konstans 1-hez tart. Tényleg:

h2 i 02
|tg(z+iy))? = ... = 82%&; = ha y—o0, 1-hez tart. (2.26)
sh®y+cos?x

Ugye th(z)=itg(—iz), igy 90°-kal elforgatva hasonl6akat mondhatunk th-ra is.
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3. Vonalintegralok

A komplex differencialhato fiiggvények lelkivilaganak megismerésében varatlanul hasznos 1épcséfok
a komplex vonalintegrdl bevezetése. El6bb azonban kévetkezzék két 1éktémogets kozjdaték.

3.1. Kozjaték: gorbefogalmak

e Néhany fogalmat pontositunk, hogy nyugodtan alhassunk. Az alkalmazésokhoz ez kevéshé fontos;
kés6bb is visszatérhetiink. Gorbe az, aminek van differencialhaté paraméterezése. Pontosabban:

Ha I = Jt,, [ C R nyilt intervallum (ahol ¢,<t; lehetnek f+o0o-¢k is), és egy
p: I — C fiiggvény (a paraméterezés) I-n folytonosan differencidlhato, injek- (3.1)
tiv, inverze folytonos, és p(t) # 0 sehol, akkor p képhalmaza gorbe a C sikon.

A plusz kovetelmények sokszor kapasbol teljesiilnek, de elvileg fiiggetlenek. Egy gorbének sok

paraméterezése lehet. Két paraméterezés, pi(t) és po(t) egyforma, vagy ellentétes irdnyitdsd, ha

a p1(t)-re és po(t)-re i;gg pozitiv vagy negativ valos (a p1-bdl és a pe-bdl szamolt érintévektorok

ugyanabba vagy ellentétes iranyba mutatnak) az egész gorbén.>® Iranyitott a gorbe, ha az azonos
irdnyitast paraméterezések egyik halmazat kitiintetjiik mint sranyitdst.

e Kicsit modositva a definiciot adodik a természetes kovetkezd fogalom:

Ha I = [t,, t,] korlatos zart intervallum, p(t) : I — C injektiv, I-n folyto-
nosan differencidlhato (t,-ban és t,-ben féloldali derivaltakat tekintve), és (3.2)
p(t)#£0, akkor p képhalmaza peremes gorbe, p(t,) és p(t,) a perempontjai.

Peremes gorbék is irdnyithatok. Nyilvanvalo(nak tiinik, és tényleg belathato), hogy a perempontok
més paraméterezést véve is ugyanazok. Egyszertibb esetekben gorbe lezdrtja peremes gorbe.3¢

Ha annyit lazitunk, hogy szakaszos folytonos differencidlhatdsdgot kdvete-
link meg (azaz I néhany bels§ pontjaban a bal- és a jobb oldali derivaltak (3.3)
kiilonbozhetnek), a szakaszos gorbe ill. peremes gorbe fogalmaihoz jutunk.

Ezek is fontosak alkalmazasokban; ilyenek pl. a toréttvonalak. A zdrt gérbék vannak hatra:
Ha a szakaszos peremes gorbe definiciojaban p : [t,, ] — C injektivsége helyett azt
kotjik ki, hogy p a [t,, tp] zart-nyilt intervallumon injektiv legyen, és p(t,)=p(ty) le-
gyen, szakaszos zart gorbét kapunk. Ha visszatériink a folytonos (nem szakaszos)
differencialhatosaghoz, és még p(t,)=p(ty)-t is megkoveteljiik, zart gérbét kapunk.

(3.4)

[lyenek a ,hurkok™ az [ intervallum végei ugyanoda képz&dnek. A jzart gérbe” szép sima, az
Osszevarrasnal is, oda ezért kell a p(t,)=p(ty) kovetelmény, ami az érintévektorok (mint p komplex
szamok) iranyat osszeilleszti. ,Szakaszos zart gorbe” lehett tirett-torott; az dsszevarrasnél is.

e A kovetkezSkben az egyszertiség kedvéért mindig ,,gorbét” és ,zart gorbét” mondunk; a tételek
ilyenkor mindig a fenti definici6 szerinti ,szakaszos peremes gorbékre” ill. ,szakaszos zart gorbékre”
vonatkoznak. Minden szakasznak van kiilon differencidlhaté paraméterezése; ha majd egy képlet-

35Ttt be kell, és lehet is bizonyitani a definiciobol, hogy mas lehetség nincs is; ezzel most nem foglalkozunk.
36 A perempontokat hivjdk a gorbe ,hatarpontjainak” is. Nyilt/zart halmazok tekintetében a ,hatarpont” méast
jelent; jo az egyértelmi ,perem—" megjeldlés. Ugyanigy: a zdrt halmaz masképp értends, mint a zdrt gorbe.
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ben az egyszertiség kedvéért egy paraméterezést irunk egy gorbéhez, akkor igazibol a szakaszokra
vett kiilon paraméterezésekre és az azokra is vett Osszegre kell gondolni.

o Idézziik fel (pl. a ,Vektorszamitas” jegyzet 12.2. szakaszabol) az egyszeresen Osszefiiggdség
fogalmat: C egy részhalmaza ilyen, ha barmilyen két benne fekvs zart gorbét folytonosan at lehet
vinni egymasba. (Egy korlap egyszeresen Osszefliggs, egy korgytird nem az.) Igen fontos az un.

Jordan-Schonflies-tétel: ha ~ folytonos zart gérbe a sikon, akkor v komple-
menteterének két Osszefiiggd komponense van. Az egyik (a gorbén kiviili rész) (3.5)
nem korlatos, a masik (a gorbén beliili rész) korlatos és egyszeresen Gsszefiiggd.

Ez akkor is igaz, ha nem koveteliink meg semmilyen differencialhatosagot a paraméterezésrol,
hanem csak folytonossagot; a matematikusok természetesen foglalkoznak ezzel az esettel is.

20. abra. Gorbe belseje és kiilseje (azaz a Jordan-Schonflies-tétel illusztralasa).

Noha a tétel els6re annyira nyilvanvalonak tiinik, hogy talan nem is érthets, mire a nagy felhaj-
tas, és allandoan tdmaszkodunk réa (pl. amikor arr6l beszéliink majd, hogy egy zart goérbe milyen

pontokat ,keriil meg”; éppen a gorbén beliilieket); mégis, meglepéen nehéz bizonyitani.3”

e Zart gorbéknél pozitiv (O) illetve negativ (O) iranyitasrol szoktunk beszélni. Mindig azono-
sitsuk be ezeket; ,szép kovér” gorbékre konnyt, de 0sszevissza kunkorodokra nehezebb lehet.

3.2. Kozjaték: az integralfogalom finomsagai, becslések, Lebesgue-tétel

Valos (R vagy részhalmazai) értelmezési tartomanyu fiiggvények integralasanak részleteit vessziik
eld, jobbara bizonyitasok nélkil. Az érkezési halmaz itt R vagy C. Az R—R fliggvények az R—C
fliggvények specialis esetei, R—C fiiggények valos ill. képzetes részei viszont R—R fiiggvények.

e El¢keriilhetett mar, hogy az f: dz f(z) integralfogalom tobbféleképpen bevezethets. A darabo-
l4s, darabhossz fliggvényértékkel szorzasa, osszeadas majd finomitas” a Riemann-féle integralfo-
galomra vezet. A Lebesgue-féle integralfogalom mashogy indit: az integrandust egyszerd lépcsds
fiiggvényekkel (=véges sok fokozatt ,dobogokkal”) megkozelitve utobbiak teriileteinek hatéarértékét
tekinti. A Lebesgue-integralfogalom altalanosabb: ,szinte minden” (minden un. mérhetd) fiige-
vény>® szoba jon abbol a szempontbol, hogy integralhaté-e vagy nem. A Riemann-értelemben integ-

37Ugyanaz a helyzet, mint ami sokszor: egyszerti esetekre gondolva nyilvanvalé az allitds; mégis, ha egyszer
altalanosan bebizonyitotta valaki, akkor jo tudni, hogy tényleg mindig igaz, olyan (félig-meddig ,patologikus”)
esetekben is, amikre esetleg nem is gondoltunk elsére. (A fentebbi gorbe-definiciok elég ,szorosnak” tiinnek; mégis
sok ,vad” eset belefér, f6leg a nem differencidlhato de folytonos esetben: fraktdlok, pozitiv teriletd gorbék, stb.)

38 Tényleg ,szinte minden” fiiggvény mérhets: nem ilyenek sosem fordulnak el§ a gyakorlatban (sét, a létezésiik
sem magatol értetdds). A kovetkez6kben mindig minden fiiggvényhez hozzaértjiik, hogy mérhetd.
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ralhato fliggvények Lebesgue-értelemben is azok, és az integraljuk ugyanaz. Lebesgue-integralban
viszont pl. az értelmezési tartomany nulla mértéki (=, 0sszhosszusagn”) részhalmazai (pl. néhany
pont halmaza) nem szamitanak. Azt, hogy majdnem mindenhol, majdnem minden x-re teljesiil(nie
kell) valami(nek), agy értjiik, hogy ,ahol nem teljesiil, az legfeljebb egy nulla mértékd halmaz”.

e Az alabbi alapvetd allitasok az integralra mint gorbe alatti teriiletre gondolva nyilvanvalénak
tlinnek; igazak is, rendes bizonyitasukhoz viszont rendesen fel kellene épiteni az integralfogalmat.

1.) Egy f: R — C vagy R — R fiiggvény pontosan akkor integralhato, ha |f] is az.
2.) Ha g integralhato, és |f| < |g| majdnem mindenhol, akkor |f| is (és f is) integralhato.
3.) Megforditva: ha |f| > |g| majdnem mindenhol, és g nem integralhato, akkor f sem az.

Ezek jok, mert abszolutértékekkel sokszor konnyebb ,banni”, masrészt olyan fiiggvényeket, ame-
lyeknek egyszert bizonyitani (vagy cafolni) az integralhatosagat, a g szerepében feliil- ill. alulbecs-
léshez hasznalva bonyolultabb fliggvények integralhatosagat is eldonthetjik. Az a kitétel, hogy
létezzen integralhato |g|, ami nagyobb-egyenls f-nél, latinosan igy hangzik: létezzen g integralha-
t6 majoransa f-nek, igével: olyan integralhaté g, ami majoralja f-et. (Maior=,nagyobb”.)

Megjegyzés: a Lebesgue-integralban az alapvets az egész R-re vett integralhatosag; véges sza-
kaszokra vett integralokhoz a szakaszon kiviil ,kinullazott” fliggvényeket kell elgondolni.

e Tisztéazzuk az improprius integral fogalmat! Riemann-értelemben minden olyan integral im-
proprius (=,nem valodi”), ahol egyik hatar +oo, vagy a fiiggvény a hatarnél co-hez tart. Lebesgue-
értelemben sok ilyen integrél ,yvalodi”, és allitasként kimondhato két nyilvanvalonak ting dolog;:

1.) Ha létezik fabf(w)dx, akkor minden «’, b'-re, amire a<a’'<b'<b, létezik f;,lf(a:)dx,
és ahogy varjuk: limg—qp—b (ff,lf(a:)dx) = fff(x)dx

2.) Ha z € ]a,b] esetén f(x)>0, tovabba a<a’'<b'<b, és legalabbis egy konkrét a'—a,
b’ —b hataratmenetet véve léteznek az f:,l f(z)dz integralok és limgs pr—sqp f:,/ f(x)dz

hatarértékiik, akkor létezik az fab f(z)dx integral is, és egyenls az el6z6 hatarértékkel.

Az a,b hatarok lehetnek +oo-k is, vagy lehet, hogy a (véges) hataroknal f(z) végtelenhez tart. A
méasodik allitas érdekesebb: tipikusan az a-tol b-ig (pl. —oo-t6l oo-ig) vett integralhatosdgot vizs-
galnank tgy, hogy a véges [a’, V] szakaszra (pl. Newton-Leibniz-formulaval) kiszamolt integralokat
ismerjik: ha a figguényiink pozitiv valds, mar levonhatjuk a kivant kovetkeztetést az a’—a, b'—b
hatarértékbsl (pl. az fooo integralra abbol, hogy létezik-e és mennyi a limpg o fOR hatarérték).

Ha nem igaz, hogy f>0, akkor el6fordulhat, hogy f (és |f|) nem integralhaté Lebesgue-
értelemben sem oo-ig, de létezik a limp_ .o fORf (x)dz hatarérték. Ekkor ezt f improprius integral-
janak hivjuk. Azért érdemes ezt kiilon kezelni, mert a ,valodi” +oo hatéara integralokra erésebb
allitasok vonatkoznak, kellemesebben kezelhetSk, mint a ,csak” improprius értelemben létezék.3”

Végiil némely fiiggvények impropriusan sem integralhatok pl. R-re, de véges [a, b]-re igen, és
a-val és b-vel egy hatérozott modon tartva foo-hez 1étezik az integral hatarértéke. Példak:

1. f(x):ﬁ. Itt f=arctg’, igy f;f(az)dx = arctg a —arctg b. Itt f>0, és léteznek a hatarértékek:

lim arctgb=—
b——o0

m az eredmény. Riemann-értelemben ezt az ffooo f integralt impropriusnak mondjak.

™

o ah_}rgo arctga=73. [ tehat Lebesgue-értelemben integrdlhato —oo-t6l oo-ig, és

39P1. az tn Fubini-tétel, ami a kétdimenzios integralra vonatkozik, csak ,rendes” sorrendi integralhatésag esetén
miikodik, improprius integralra semmi sem biztos t6bbszords (=,t6bbdimenzios”) integralhatosig szempontjabol.
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2. Legyen f(z) = >, %X[n,nﬂ} (x), ez 0-tol oo-ig valtakozo elGjeld, 1/n modjara csokkend

Jépcsskbdl” all. Ismert (1d. a B.2. fiiggeléket is), hogy az 1—%—|—%—}L—I—%—%+%— ... sorosszeg
véges érték (és In2): ebbdl kiindulva itt 1étezik limp_,o fORf (x)dz (és In2-vel egyenls). Az
abszolutértékre viszont nem, mivel az 1+%+%+;11+%+%+%+ ... sorosszeg nem létezik, végtelen.
Emiatt ez az f Lebesgue-értelemben mondva is csak impropriusan integralhaté 0-t6l oo-ig.

3. Legyen f(z)=12L;; erre fabf(m)da: = In i‘gz [tt nem létezik (egyértelmid) a——o0, b—o0

hatarérték: ez az f impropriusan sem integralhatdé R-re. Azonban pl. a limpg_,. f_RRf (x)dz
hatarérték létezik (és nulla); igy érthetik, ha azt talaljak mondani, hogy itt ffooodx f(z)=0.

e Az iméntiekkel gyakran talalkozunk hatvanyfiiggvényekkel kapcsolatban. Tudjuk, hogy

«

= dez ™ =

a

(3.6)

Ha a>0 valos, és f(z)=2"¢ b = [b""*—a'"*], ha a#l,
R*—R" hatvanyfliggvény:

Inb—1Ina, haa=l1,

véges 0<a<b<oo hatarokra. Az a—0, ill. a b—o0 hatéarértékeket vizsgalva itt kideriil, hogy 1.) fix b
esetén lim,_,o f;x_"‘dx pontosan akkor létezik, ha a<1, és 2.) fix a esetén lim,_, ., fabac_ada: ponto-
san akkor létezik, ha a>1. Mivel itt pozitiv fliggvényrél van szo6, ezekbdl a hatarértékekbdl rogton
megéllapithatjuk a 0-tol véges b-ig, vagy véges a-toél oo-ig valo integrdalhatdsdgot is. Osszerakva:

f(z) = 1/x nem integralhatd sem 0-tol véges b-ig, sem véges a-t6l oo-ig.

)

Ha a>1, x~¢ integralhato véges a-t6l co-ig, de 0-tol véges b-ig nem. (Ilyen pl. f(x):ﬂr—l2
Ha a<1, x~® integralhato 0-tol véges b-ig, de véges a-t6l oo-ig nem. (Ilyen pl. f(w):\/%;)

e Az el6bb latottakbol mas fliggvények integralhatosagara is sokszor kovetkeztethetiink (anélkiil
esetleg, hogy az integraljukat konkrétan kiszamolnank). Gyakran elkeriils tipikus esetek:

1. Ha f egy z( kornyékén ,olyasmi, mint ﬁ” (azaz f(x) - (xr—x) folytonos itt és xo-ban véges
K

|x—x0|

nem integralhato, igy f sem az. Példa: racionélis tortfiiggvény, ahol a nevezének z( egyszeres

hatéarértéki), akkor | f|-et itt alulbecsiilhetjiik egy K konstanssal -val, ami ezen a kornyéken

zérushelye; pl. az ﬁ—nek xo==1. (Plusz elsirasokkal lehet értelmezni ilyenkor is a<xo<b-re a

limg by ( f: + be ) f(z)da-et, de ez nem a ,rendes” integral; 1d. késébbi tanulmanyokban is).

2. Ha |f]| egy véges szakaszon korlatos, mashol pedig foliilbecsiilhets valamilyen K - 2~*-val, ahol
a>1, akkor f integralhaté R-re. Pl.: racionalis tortfiiggvények, ahol a nevezének nincs valos
zérushelye, és a nevezs legalabb kettével magasabb foku, mint a szamlalo (ekkor a=2-t véalaszt-
hatunk). Innen is lesziirhetjiik ﬁ integralhatosagat, még mieltt tudnank, hogy 6 arctg’.

e Altalanosan is igen fontos dolog integralok becslése. ,Oszténdsen” tudhatjuk a kovetkezdket.

A 14 R b
Allitas: ha f: R— C /dxf(x)

fiiggvény, akkor
Az els6 egyenlGtlenség akkor is érvényes, ha a vagy b nem véges, hanem +oo; a masodik csak

b
< /da:‘f(x)! < |b—a| - max | f(z)|. (3.7)

x€|a,b]

véges szakaszra nem semmitmondé. Persze a fliggvény lehet valos értékid is. A Riemann-féle
integralfogalomban az indoklés 1ényege: Gsszeg abszolutértéke legfeljebb az abszolutértékek osszege,
és nyilvan mindegyik fiiggvényérték abszolutértékét feliilbecsiilhetjiik a legnagyobb ilyen értékkel:
N Axy - flag)| < SlAz]-[fz)] < 2,10z (max \f(x)D. = |b—al - (max ]f(x)|).
j j

z€a,b] z€la,b]



3.2. Kézjaték: az integralfogalom finomséagai, becslések, Lebesgue-tétel 51

Ez felosztéasfinomitassal a fenti egyenlStlenségeket adja. Lebesgue-integralnal még az is igaz, hogy
f pontosan akkor integralhato, ha |f| is, és ez biztos igaz, ha a (3.7) egyenl6tlenség utolsé jobb

oldala véges (mert ekkor a konstans maxgepqp | f(2)] értékd fiiggvény integralhaté majorans).*

e Fiiggvénysorozat hatarértékfiiggvényének integralja dltaldban nem egyenlé az integralok ha-
tarértékével (és ez tényleges buktato lehet). A most bizonyitas nélkiil kimondott Lebesgue-tétel egy
plusz feltétellel mar kisegit: ha van olyan integrdlhato fiiggvény, ami majordlja az dsszes fiiggvényt.

Lebesgue-tétel: (3.8)
Ha majdnem minden z-re igaz, hogy akkor az [, dz f,(x)-eknek, azaz az f,-ek
1.) az integralhato f,(x)-eknek létezik integraljainak sorozata konvergens, f(z) is
pontonkeénti hatéarértéke, f(z), és integralhato, és igaz, amit ,yarunk”
2.) van olyan integrdalhatd g(x), amire .
| fn(2)]|<|g(x)] teljesiil minden n-re, Jpdo flz) = nh~>nolo Jrdz fa(2).

Ugyanez igaz olyan hatarértékekre is, amikor az integrandusban egy folytonos paraméter tart vala-
hova. A tételt dominalt konvergencia tételének is hivjak: az integralhaté majorans ,leuralja” a
hatarérték rakoncatlankodasait. A Lebesgue-tétel tehat jol hasznalhato integralok hatarértékeinek
vizsgélatahoz; fogjuk is hasznalni. Tipikus eset, hogy ismert az f, fiiggvénysorozat f = lim, f,
pontonkénti hatarértékfiiggvénye és annak integralja (pl. hogy f=0, igy ff fdz = 0), és kérdés,
hogy az f: fndz integralok fab fdz-hez tartanak-e (pl. a mondott esetben: nulléhoz). Ha nincs
kell§ g integralhaté majorans, akkor a Lebesgue-tétel nem tud donteni; ha viszont van, akkor igen
a valasz. Megfelel6 g-t talalni hol konnyt, hol nehezebb, de ezzel egyiitt ha van megfelels g, akkor
sok esetben az |f,|-ek ,nagyvonala” feliilbecslése is célra vezethet. Persze ha nem igaz a kivdnt
kévetkeztetés, akkor hidba is keresiink megfelels g(x)-et. Nézzilink példakat; lentebb rajzolok!

1.) Véges szakaszon integralhato f,,-ek egyenletesen konvergens sorozatara lim,, fab fn= fab f,

ahol f = lim, f, (és az is kovetkezmény, hogy f is integralhat6). Ugyanis ekkor egy adott K >0
szdmhoz van olyan Ny kiiszobindex, hogy ha n>Ng, akkor |f(z)—f.(z)|<K minden z-re. Igy
a haromszog-egyenlStlenség miatt | fr,—fne| < [fo—f|+|f—Ffne] < 2K, amibdl kovetkezik, hogy
|fol < |fne+2K] < |fn,|+2K. Utobbi figgvény integralhato a szakaszra: 6 jo lesz g-nek.

2.) Legyen f,.(z) = Xjnnt11(x). Mindegyik f,-re fR fr =1, igy lim,,_, fR fn =1, viszont az f,(z)-
ek pontonkénti hatarértéke f=0, aminek integrilja nulla. Mégsincs paradoxon: olyan g, amire
minden n-re | f,,|<|g| mindenhol, legalabbis az R*-on konstans 1 lehetne, de ez nem (és semmilyen
ennél nagyobb fliggvény sem) integralhato R*-ra; nem teljesiilhet a Lebesgue-tétel feltétele.

3.) Még érdekesebb, ha a konvergencia tényleg ,vadabb”, mint kovetkezd vizsgalt példaban is:

Legyen a>0 fix érték, a(x) = A Kérdés a A—0 eset; elég
A>0 pedig paraméter, AT N2 egy fix A\p-t6l ,inditani”.

Ha x#0, akkor fy(x) nulldhoz tart, ha A—0: a pontonkénti hatarérték tehéat az azonosan nulla
fiiggvény (esetleg z=0-t kivéve, de ez nulla mértékid halmaz). Kérdés: vajon az fR dz fA(z) in-
tegralok is nullahoz tartanak-e. Az a baj, hogy nagy értékek felé is elkirandulhat” fy(z), miel6tt

40Lebesgue-féle integralt tekintve nulla mértékd halmaz nem szamit. Az egyenl6tlenség jobb oldalan ,maximum”
helyett un. ,lényeges szuprémumot” kellene irni: ez az, aminél nagyobb fiiggvény (abszolut)értékek mar csak nulla
mértékd halmazon vannak. (Ha pl. egy amugy folytonos f fliggvényt egyetlen pontban tugy értelmeziink, hogy ottani
értéke igen nagy legyen, az nem valtoztatja az integral értékét, és nem is noveli a fiiggvény ,lényeges szuprémumat”.)
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a nulldhoz kozeledne. Ugye minden \ esetén az | fy(x)|=fr(x)-nél majdnem mindenhol nagyobb
g(x)-et keresnénk: nincs mese, minden z-ben meg kell nézni, hogy mi a legnagyobb f\(x) fliggvény-
értek, ahogy a M-t vdltoztatjuk. Léssuk: L f,\(m)éo, ezt A-ra megoldva arra jutunk (ellendrizziik!),
hogy adott z-nél az fy,(z) értéke legnagyobb, ahol A\;:=, /5% |z|.

Ha a>2, nincs is ilyen A\;: ekkor A—0 kézben minden f)(z) érték mindenhol monoton csékken
az indulasi Ao-tol kezdve is. Ekkor g(z)-nek jo lesz fy,(z), és ez integralhato; a Lebesgue-tétel
alapjan ekkor f,-k integralja nulldhoz tart, ha A—0. Ha a<2, akkor minden x-re van A;. Azon x-
ekre, amelyek elég tavol vannak 0-tol, konkrétan: amikre ]a:|>\/%)\o, a kapott \; értékre Ay > Ag,
tgyhogy itt mar az elejétél monoton csokkenés van: ilyen z-ekre az f), (z) jo integralhaté majorans.
A lényeg viszont a kisebb z-ek vildga: olyan majorans, ami itt is minden fy(x)-nél nagyobb, ugy
sziiletik, hogy minden z-re 6sszeszedjiik fy, (z) értékét (azaz visszahelyettesitjiik Aj-et): azt kapjuk,

hogy az |z| < \/%/\0 tartomanyban a legkisebb lehetséges majorans az 1o (2—a)' "2 - |z[*2
fiiggvény. Ha a>1, akkor ez (noha z=0-ban végtelenhez tart, mégis integralhats: ekkor tehat a
Lebesgue-tétel miatt az fy(z)-ek integraljainak sorozata tényleg nulldhoz tart. Ha viszont a=1,
vagy még kisebb, akkor a kapott majorans x=0 koriil nem integralhaté: a Lebesgue-tétel nem
biztositja, hogy [, fr()dz-ek nulldhoz tartananak.

Kész vagyunk; mellesleg most [, dz fy(z) = wA*"!: tényleg jol kovetkeztettiink. Ha a>1,
nulldhoz tartanak, egyébként nem. A legérdekesebb az a=1: ,egyre sziikebb, egyre magasabb”

fliggvények, az integraljuk konstans, és tényleg, pont innentdl nincs integralhaté majorans.

[ 1) y 2) 1Y 3) y

f, QQ

L

f N N e > N N

4 v v e / \\\
1 .

f X X

21. abra. Integralok hatarértéke egyenls-e a hatéarértékfiiggvény integraljaval. 1.) véges szakaszon
egyenletes konvergencia esetén igen. 2.) az odébbtolos ellenpélda, 3.) a bonyolultabb példa egy
része. (A hatarértékfliiggvények pirosak; az utolsoban nem indexek nének, hanem a szovegben
mondott A—0 esetrdl van szo6; a pontonkénti hatdrérték tényleg majdnem mindeniitt nulla.)

3.3. Vonalintegralas a komplex sikon

Kovetkezzék a fejezet igazi témaja; az el6z6 szakaszokra barmikor visszatérhet, aki akar.

e Komplex f : C — C fiiggvények vonalintegraljaival foglalkozunk; ez egészen hasonlé fogalom,
mint amilyenek skaldr— és vektormezsk vonalintegraljai voltak. Ha most adott egy ~ gorbe a
C komplex sikon, akkor egy f(z) komplex fliggvény erre vett vonalintegraljat (a Riemann-féle
integralfogalom szemléletét kivetve) a kovetkezs 1épéseket kovetve értelmeznénk:

1. felosztjuk a gorbét kis darabokra sok (/N darab) z; pont besziraséaval,

2. mindegyik z;-ben kiértékeljiikk f-et, a kapott f(z;) értéket megszorozzuk a kis szakasznak meg-
felel6 Az; = z;41 — z; komplex szammal, és a kapott Az; - f(z;) szamokat Osszeadjuk,

3. ha ez az 0sszeg tart valahova, ha N — oo és minden kis darab nullahoz tart, akkor az Osszeg
hatéarértékét hivjuk az f(z) fiiggvénynek a v gorbére vett integraljanak.
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kozelits felosztast végte- . 1.
Osszeg: ;f () Az = lenre finomitva: — integral: /7 J(2)dz.

e A kovetkezd 1épés ugye attérni valos (R) értelmezési tartomdanyi integralra. Ha a z(t) fiiggvény

a -y gorbénk paraméterezése (azaz ha t végigfut a [t,,ty] szakaszon, akkor z(t) végigfut a gorbén),

akkor a [t,,t] szakaszt felosztva t; pontokkal a gorbe egy felosztéasat is kapjuk a z(¢;) szamokkal.

A szakaszt megado kis komplex szamot kozelitleg kifejezhetjiik a paraméterezés derivaltjaval:

dz(t;
Azj = z(tj) — 2(t;) = cgt])

= Zf(zj) Az Zf(z(tj)) £(ty) - ALy,

St —ty) = 2(t) - Ay =

amibdl a t-felosztast finomitva azt sztirhetjiik le az integrélra, hogy

/ F(2)dz = t}(z(t))-dil—gf)dt. (3.9)

Ha z(t) a v gorbe pa-
raméterezése, akkor

Precizebben (ill. Lebesgue-értelemben) ezen formulaval értelmezzik a komplex vonalintegréalt.

e A z(t) paraméterezés a valos szakaszbol C-be mend fliggvény; derivaltja, 2(t) egyrészt a C sikon
érintGvektor, masrészt komplex szdm: a paraméterezett integral tehat komplex értékt, valos értel-
mezési tartomdnyi, a [t,, tp] szakaszra vett integral. A komplex vonalintegral eredménye (komplex)
szam. A paraméterhalmazra atiras hasonlé itt, mint pl. v(r) vektormezdk vonalintegraljanal volt;
kiilénbség: ott az adott osztopontbeli v(r;) fiiggvényértéket (vektort) és a Ar; szakaszdarabot csak
pl. skalarszorzassal kombinalhattuk Gssze, eredményiil szamot kapva. Itt az f(z;)-ket és a Azj-ket,
vagy a paraméterezett alakban f(z(t))-t és Z(t)-t komplex szamokként lehet egymdssal szorozni,

eredményiil 4djra komplex szdmokat kapva: ez a ,plusz”’ a kordbbi fajta vonalintegralokhoz képest.

@

A A

Azj = z(tjn)—2(t;)
=~ Z(tj) . Atj

\
\

tj 't tin
Zf(zj)-Azj%/f(z)dz ° - °
J vy 31 Atj ta

22. abra. Komlex vonalintegral: értelmezés a gorbe szakaszokra valo felosztasaval (bal oldal),
segitség a paraméterezett alakra atirashoz (jobb oldal).

e Kiemelendd, hogy a valés integralfogalom, azaz esetleg C értéki, de valos értelmezési tarto-
méanyu f fliggvény [a, b] szakaszra vett integralja, ff f(x)dz a bevezetett komplex vonalintegral
specidlis esete: ha a 7 gorbe éppen az [a,b] szakasz, akkor a Az; darabok valés Az, szamok,
a fliggvényt pedig a valds z; osztopontokban értékelnénk ki, és tényleg a ) i (x;) - Ax; Osszeg
hatarértékét hivtuk valos integralnak. Ha ,paraméterezziik” az [a,b] szakaszt mint ,gorbét” egy
x(t) figgvénnyel, ami egy [t,, t,] masik intervallumot az [a, b]-re képez, akkor a paraméterezds (3.9)
képlet az f: f(x)dz = tib f(z(t)) - %dt alakot 6lti, amit mint integrdlhelyettesitést ismertiink.
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e Zart gorbére integralast most is a § jeloli. Komplex vonalintegralokra ugyanazok igazak gorbék
darabolasait, unioit tekintve, mint mez6k vektori hosszmérték szerinti vonalintegraljaira (1d. pl. a
Vektorszamitas jegyzet 9.5. szakaszét; az ottani dbréak ide is vonatkoznak). Pl. a gorbe iranyitasat
megforditva az integral értéke —1-szeresre valtozik. Valoban: megfordul az osztépontok sorrendje,
igy a Az; szamok —1-szeresét kell venni, az Osszeg —1-szeres lesz. A paraméterezds (3.9) képletbdl
gondolkodva: a megforditastol a 3—; derivalt azonosan —1-gyel szorzodik, igy az eredmény is.

Emiatt komplex vonalintegralokra is igaz, hogy az ellentétes iranyitasu, de ,érintkezd” (egy-
beesd) gorbeszakaszokra vett integralok kiejtik egymést. Ezt (pozitiv, O irdnyitast) zart gorbék
Jfeldarabolasara” hasznélhatjuk: ha a gorbénk tobb masiknak az unidja tgy, hogy a belsé sza-
kaszok érintkeznek, akkor az Osszes zart gorbékre vett integral Osszege egyenls az ered6 gorbére
vettel, mert az érintkezd szakaszok koziil mindig egyik erre, masik arra iranyitott lesz.

e Komplex integralok becslésére az el6z6 szakaszban valos integralokra latott egyszerd (3.7)
becslésnek megfeleld érvényes; s6t, legtobbszor elég lesz az ottani ,kozépss fokozatot kihagyva”
kapott alabbi képlet. Erre mint ,,szokdsos integrdlbecslés’re fogunk hivatkozni.

/7 dz f(2)

azaz komplex integrél eredménye abszolutértékben nem nagyobb, mint a gorbehossz szorozva az

Allitas: ha v egy gorbe, £(7y) a hosz-

< 4(v)- 1
sza, f pedig C — C fiiggvény, akkor < U(y)-max[f(z)],  (3.10)

zEy

integrandus abszolutértékének a gorbén vett maximumaval. Az indoklas” ugyanaz, mint valosra:
DAz f(z)| < X IAz]-[f(z)] < rggf\f(Z)\ 225 1A%, (3.11)
j j

¢s ,finomitos” hataresetben az elsd alak az integral abszolitérteke, > . |Az;| pedig az (7). Rendes
bizonyitas a v paraméterezésével, a valos integralok 3.2. szakaszban latott becsléseivel kaphato.

A (3.10) igen durva becslés, mégis hasznos; véssiik észbe! Sokszor hasznaljuk, amikor (vo-
nal)integralok (vagy részeik) nulldhoz tartasat akarjuk megallapitani; kigondolhatjuk, hogy ekkor
ez lényegében a Lebesgue-tétel nagyon specidlis ,lebutitott” valtozata. Ha viszont ez a becslés nem
segit ki (latunk majd ilyet is), visszatérhetiink a komolyabb Lebesgue-tételes vizsgélathoz.

e A komplex integralok alkalmazasédnak az lesz a lényege, hogy sokszor ,kapasbol” egyszertien
kiértékelhetjiik 6ket. Ezért most nem is szamolunk ki a (3.9) képletre példaképpen komplex integ-
ralokat valos paraméterre atirva; pont forditva lesz érdekes a dolog. Az elmélet kifejtésének tovabbi
motivalasdhoz egyetlen tipusu integralt érdemes a (3.9) formulat hasznalva kiszamolni.

Legyen v egy origd kozépponti Legyen tovabba 7{ dz f(z) =7
R sugaru kor, pozitiv irdanyitdssal. f(z) =2z", né€eZ. . o
Az n akarmilyen egész (pozitiv, nulla, negativ) is lehet. A korvonalnak a ¢ kozépponti szoggel valo
paraméterezését konnyen ,atvihetjiik” a komplex sikra az Euler-formulaval:
Kérvonalunk szokd-  z(¢) = Rcos ¢, A z = z+iy moédon a C sikra atvive:
sos paraméterezése: y(p) = Rsinp. 2(p) = R(cos ¢ + isin ) = Re™.
Ezzel méar kellemesen atirhatjuk a kiszamitandé integralt:
j{dz flz) = fdz 2" = /d (Re™)" -iRe™ dp = iR . /dgo el HDY — ()
gl

S~ N~ -7
¥ =f(z(0))  =z(p)
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1
i(n+1)
mulik), hogy ez csak akkor igaz, ha az n nem egyenl§ —1-gyel, mert akkor a nevezébeli n+1

Az /"HD¢ fijggvény primitiv fiiggvénye ugye ¢!t de nagyon fontos (kb. minden ezen

értelmetlen lenne. Emiatt kiilon kell vizsgalni az n#—1 Gsszes tébbi, és az n=—1 esetet.

Ha n # —1, akkor a mon- (%) = iRt i o| T _ iRt ( it _ it (-m) ) _ .
dott primitiv fliggvénybsl n+1 - n+l \S>—~—

=(~1)n+! —(—1)nt1
Az n = —1 eset még egyszertibb, mert (%) = Z/Zrigo | = 2ri.

konstanst kell integralni; ekkor tehat o

e Az n = —1 eset tényleg kiilonleges.*! Osszefoglalva az eredményiink:
Ha a v akdrmilyen sugart, origd kézépponti pozitiv iranyitasa kor, akkor
N f{d . 0, han#-1,azazn=...,—3,-2,0,1,23,... (3.12)
z2" =
. 2mi, hamn = —1, azaz az % fiiggvényrsl van szo.

vagy ha az egész elrendezést ,eltoljuk” egy konstans 2z, komplex szam-
mal: ha v egy zy kozéppontu, R sugart, pozitiv iranyitasu kor, akkor

1 (3.13)
= f(z—zo)”dz =0, han#-1, és j{
g gl

dz = 2mi.

Z—20

3.4. Komplex Newton-Leibniz-formula

e Idézziik fel a Newton-Leibniz-formulat és skalarmezékre/vonalintegralokra vonatkozo (gradiens-
tétel nevi) megfelelgjét (1d. pl. a Vektorszamitas jegyzet 12.3. szakaszat); értelemszert jeloléssel:

b
Newton- /dx F'(z) = F(b) — F(a), Gradienstétel: /dr Vo(r) = &(ry)—P(r,).

Leibniz: a .
Ne feledjiik: F(x) az [a,b]-n, ®(r) pedig a (perempontjait, r,-t és ry-t is hozzaértett) v gorbe egy
kornyezetén mindenhol folytonosan differencialhato kell, hogy legyen. A gradienstételt visszave-

zethettiik a Newton-Leibniz-formulara a V& vonalintegraljanak paraméterezett feliraséval.
e Fzeket tudva talan nem meglepd, hogy hasonld igaz komplex vonalintegralokra:

Allitas (derivalt integralja): ha az F : C — C fiiggvény legalabb a

gorbe egy kornyezetén mindenhol folytonosan differencialhato, akkor (3.14)

/dz F'(z) = F(z) — F(za), ahol a v gorbe z,-t0l z-ig fut.
.

Itt komplex differencialhatosag kell. Az allitast hivhatjuk ,komplex Newton-Leibniz-formulanak”,
annyira rokon a valossal (s6t pont azt kapjuk vissza, ha v éppen egy valos szakasz). Indoklasféle:

/dz F'(2) = 3OF'(2)) Az = 3O [F(2j51) = Flz5)] = Fz) = F(za), (3.15)
0! j j _—

mert az utolsé lépésben a kozbiilsé pontok jarulékai mind kiesnek, és csak a perempontokéi marad-
nak. Rendesebb bizonyitas a v paraméterezését (ennek jele most z(t) : [tq, t)] — C) hasznélva,

4L A kés6bbiekben eszméletlen sokszor eldkeriil a 2mi; lényegében ebbdl az integralbdl szirmazéan. Meglatjuk
nemsokara, hogy lényegében sem ezt, sem a tobbi n esetét sem kellett volna igy konkrétan kiszamitani; azért
csinaltuk meg most, hogy minimalis motivaciot és példat adjon a késGbbiekhez.
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és a jelolt lépésben az F(z(t)) kozvetett fiiggvény t szerinti (valos) derivaltjat felismerve:

Jaz P = [dezo - F(e) 2 [ de GPG0) = P) - (1) = Fe) = Fla)

e A gradienstételbdl is az deriilt ki annak idején, hogy skalarmez gradiensének vonalintegralja
nem filigg a vonalalaktol, csak a kezd6— és végponttol. Most is ilyen helyzet allt els: a fenti
(3.14) allitasunk azt is mondja, hogy az F’(z)-nek barmely két z, kezd6— és z, végpontu gorbére
ugyanannyi az integralja; természetesen akkor, ha a gorbék mindketten teljesitik azt a feltételt,
hogy F' egy kornyezetiikon folytonosan differencialhato.

Zart gérbékre: a z, kezdpont és a z;, végpont (és emiatt az F' fiiggvénynek a , két végpontban”
felvett fiiggvényértéke is) megegyezik. Iménti allitasunk kovetkezménye tehat, hogy

(3.16)

o 4 5 6s I fol
a vy zart gorbe és olytonosan = fdz F/(Z) = 0.

differencialhato v egy kornyezetén .

Ezt ugye a goérbét két darabra vigva is leszlirhetjik: az eldz6ek miatt az egyikre ugyannyi az
integral, mint a masikra, igy az egyiken oda—, masikon visszamenve integralva nullat kapunk.

e Nézziink vissza a 2" fiiggvényeknek (n€Z) az el6z6 szakaszban kiszamolt integraljairal

Els6 észrevétel: ha n#—1, akkor F(z) = nLHz”“ = F'(2) = 2"

Ezen F(z) egészfiiggvény, ha n>0, ha pedig n=—2, —3, —4 . .., akkor az origoban izolalt szingulari-
tasa van. Mindkeét esetben igaz, hogy 6 legalabbis a gorbénknek (az origd kézépponti kérvonalnak)
egy kornyezetében folytonosan differencialhaté. Innen is lesztirhetjiik most mar, hogy

Ha n—1: ]{dz o ?{dz F(2) =0 egy origdt megkeriils korre. (Nem is kellett
2!

. volna tehat ezt paraméterezve kiszamolni.)

Tébbet is tudhatunk mar: ha n#—1, akkor f(z)=z" korintegralja nemcsak a koreinkre, hanem
minden zdrt gorbére is nulla (ami ha n<0, nem megy at az origon; gy nem létezne az integral).

e Még érdekesebb az n=—1, azaz az f(z)=1 esete. Kijott, hogy 2mi az origd kézéppontt
pozitiv irdnyitasu korre vett integral. Emiatt nincsen olyan, a kérvonal kérnyezetében mindenhol
folytonosan differencialhato F'(z), amire F'(z) = % Az egyik ,legsikeresebb” 6tlet az lehetne, hogy

F(z)=Lnz = F'(z) = % 777 kozben pedig j[dz% = 27ri. (3.17)
8!

A kulcs: az Ln derivaltjanak ilyen egyszeri felirasaval éppen a lényeq vész el. Az Ln z nemcsak
z=0-ban nem differencialhato, hanem az R~ wdgdson sem. Akarhogy igyeksziink, nem lesz egy
origot megkeriils (igy a vagast metszd) kérvonalnak olyan kornyezete, amin Ln z mindenhol diffe-
rencialhat6. (Nem is lehet, hiszen akkor ellentmondasra jutnank!) Az (Lnz)’ = 1 képletet ugye
tgy kell rendesen megfogalmazni, hogy az Ln z fiiggvény a ,felvagott” komplex sikon (a C\ R, hal-
mazon) folytonosan differencialhato, derivaltja az ezen halmazra leszikitett % fliggvény, és utdbbit
ezutdn kiterjeszthetjiik R™-ra is, azaz a z=0-t kivéve mindenhol értelmezett fiiggvénnyé.

Az % korintegraljat (a 2mi értéket) megkaphatjuk a Newton-Leibniz-formulabol, ha évatoskodva
banunk a(z R sugart) korvonallal. Hagyjunk ki bel6le az Ln vagasa, az R~ tengely koriil egy kis 2¢
kozépponti szogld darabot, azaz a nyilt korvonaldarabunk fusson z, = Re~+%-bol 2, = Re™*-ba
(a vagas alattrol folottre). Ez a nyilt kérvonaldarab bennfoglalhat6 olyan tartoményba, ahol Ln z
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mindenhol differencialhato, igy az integral értéke itt

/Zcblz% =Ln(z) — Ln(z,) = [nR+i(r—¢)] — [InR —i(7m—e)] = 2mi — 2ie.

a

Most e—0-val helyesen megkapjuk a 2mi-t: ez igy tehat az Ln fazisvisszaugrasabol jon.*?

AR\ @ RN\ @
¥ \ \
/ \ A\
/ \ arg— im X \
\ ® /‘ arg— —im ¢
//
D |
N\ A
_ AR\ AR ARt ontl — 1

23. dbra. Balra: n#—1 esetben a 2" korintegrélja nulla a komplex Newton-Leibniz-formula miatt.
Jobb oldal: az Ln vigésa miatt ilyen kévetkeztetés nem igaz az % fliggvényre; az integral 2mi értékét
a gorbét a vagés két oldalarol ovatosan bezérva megkaphatjuk Ln ugrasabol.

3.5. Komplex integral tutfiiggetlensége, Cauchy-tétel

e Mindig érdekes, amikor a vonalintegral nem fiigg a gorbealaktol. Mostanra azt tudjuk tehat,
hogy ha f(z) olyan, hogy & valaminek a derivdltja, (azaz egy F(z) egy tartomanyon folytonosan
differencialhato, és ott F' = f), akkor a tartoményon beliili gérbéket nézve f(z) komplex vonal-
integralja csak a kezd6— és végponttol fliigg. Vektoranalizisben ugyanezt lattuk annak idején: ha
a vektormez6 valaminek a gradiense. Utobbit nem egyszerd kozvetlenil vizsgalni, de taladltunk
egyszertibben ellenérizhet§ feltételt: tartomany egyszeresen Osszefiiggs és rot v=0.

e Hasonl6 a mostani helyzet is: noha a z™-nél konnyd volt, altalaban nem egyszeri egy konkrét

43

fiiggvényrsl eldonteni, hogy ¢ valaminek a derivéltja-e.*® Zsenidlis felismerés volt, hogy mégis

sokszor biztosak lehetiink a vonalintegral utfiiggetlenségében. Ugye egy tartomény egyszeresen
osszefliggd, ha barmely két benne futd zart gérbét egymasba lehet mozgatni folytonosan.

Cauchy-tétel: ha f: C — C egy egyszeresen Osszefliggd nyilt

]{dz f(z)=0. (3.18)

halmazon differencidlhato, akkor az ebben futd zart gorbékre

Masképp: (a halmazunkban futd) nem zéart gérbékre f vonalintegralja csak a kezdé— és végponttol
fiigg. Ekkor az is biztos, hogy wvan olyan F(z), amire F' = f: az ilyen F-et definidlhatjuk ugy,
hogy F'(z) értéke legyen f-nek egy fix zy ponttol z-ig vett vonalintegralja (akarmilyen ttra):

Ha a vonalintegral csak olyan, amire F'(z) = f(z) a

F(z) ::/213 f(s) (3.19)

2 Newton-Leibniz-formula miatt.

a perempontoktol fiigg:

42A7 Ln mas valtozatat is hasznalhatnank: pl. Ln(e’®z) vagasa (gondojuk ki!) az R~ tengely a szdggel vald
elforgatottjan van, és azon kiviil (Ln(ei"‘z))l = % mindenhol. Itt is a vagést kell kihagyni az el6z6 gondolatmenethez.
Akarhogy is: valahol vissza kell ugrania a fazisnak 27i-t: az integralra kapott eredmény ugyanaz lesz.

13Valos, R — R esetben sokféle fiiggvényrél (pl. minden folytonosrol) tudhatjuk, hogy van primitiv fiiggvénye
(amit vagy ki lehet fejezni egyszertien, vagy nem). Komplexben a komplex differencialhatosag ,igényesebb” volta
miatt nem lennénk eleve biztosak ebben; lattunk is dvatosségra int6 példat, az f(z) = %—t.
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e A tartomanyra vonatkozo feltétel itt erésebb, mint a Newton-Leibniz-formulanal volt (ott nem
kellett a gorbe vonalat koriilvevé halmaznak egyszeresen Osszefiiggének lennie, a Cauchy-tételnél
igen). A Cauchy-tételbdl tehat nem kdvetkezne, hogy pl. f(z) = Z% korintegralja az origot (ami itt
izolalt szingularités, igy Dom f nem egyszeresen sszefliggd!) megkeriils korre nulla; ezt mashonnan
tudjuk. Az ! ilyen kérintegrélja pedig tényleg nem nulla (hanem 27).

e A (3.18) Cauchy-tétel Cauchy-tol szarmazo bizonyitasdhoz a Stokes-tételt és a Cauchy-
Riemann-egyenleteket kell iigyesen hasznalni. A v zart gorbe paraméterezése z(t) : [t,, ty] — C;
irjuk at ra az integralt, és irjuk szét valos és képzetes részekre, amit csak tudunk:

tp
]{dz f(z) Z/dti(t) f2) = (). ) =at) Fayt),  f(2) = Uz, y)+iV(z,y).
ol ta
A potty a t szerinti derivalas jele. Ugye z(t) és y(t) a gorbe pontjanak koordinatai, az U és V

fiiggvényeknek véltozoi is az x,y koordinaték. Ahogy f(z)-be az integralas soran az aktualis ¢
paraméterd z(¢)-t, az U-ba és a V-be az ennek megfelel§ x(t)-t és y(t)-t kell beirni:

(%) :/télt (x(t) + iy‘(t)) . (U(x(t),y(t)) +iV(x(t), y(t))) = elvégezve a szorzast:
:/tét [at) - U (a(0),0(0)) +9(0) -V (a(0), (1)) | +
+ z/t(bit [av(t) SV (2(t),y(t) +y(t) - U(a;(t),y(t))] = ().

Eszrevehetjiik, hogy ,rendes” vektormezok vonalintegraljai keriiltek elé az z—y sikon fekvs gor-
bénkre. (Igy hal’ Istennek nem is kell a harmadik irdnyt z-vel jeldlni...) Konkrétan legyen

U(z,y) V(z,y) és a gorbénk para- x(t)
Fir)y=| -V(z,y) |, G(r)= | U(x,y) |, méterezését is ért- r(t) = | y(t)
0 0 hetjiik ugy, hogy 0

Ezekkel beazonosithatjuk, hogy a komplex vonalintegralunkat ilyen alakba tudtuk atirni:

j{dzf(z) — (+%) :/tét H(t) - F (1)) +z’/t§t M) - G(r(t)) = ]fdrF(er}{er(r). (3.20)

ta ta g g

A szorzésjel skalarszorzast jelent: a paraméterezett alakokat visszairhattuk ,6nall6 jogu” vonal-
integralokka. Allitas: ha f differencialhaté, azaz U-ra és V-re teljesiilnek a Cauchy-Riemann-
egyenletek, akkor az elkeriilt F és a G vektormezdk rotacioja nulla. Valoban:

0 0 Ha tehat teljesiil akkor valoban:
VxF= 0 , VxG= 0 ) 0,U =09,V, és VxF =0,
-0,U—-0,V 0,U-0,V o,U = =0,V, VxG = 0.

A Stokes-tétel miatt viszont ha f, azaz U és V, emiatt F és G is a v zart gorbét tartalmazo
egyszeresen Osszefliggd tartoméanyon folytonosan differencidlhato, tovabba rot F=rot G=0, akkor
F ill. G korintegraljai (azaz a rotacioknak a bezart feliiletre vett integralja) nullak. Az iménti
(3.20) alakban tehat a valos és képzetes rész is nulla. Készen vagyunk.

e A gyakorlatban legtébbszor az integrandus majdnem mindenhol differencialhaté. Olyan tarto-
méanyokban, ahol nincs se szingularitas, se vagas, se semmi, a kis zart gérbékre vett integralok
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nullak a Cauchy-tétel miatt. Ezt Ggy ,valthatjuk apropénzre”, hogy ilyen részeken az utat ,At-
mozgathatjuk” masik gorbébe: a kiilonbség zart gorbe hozzaadodo jaruléka nulla. Igy elég
érdektelenné valik, hogy pontosan merre megy az ut: az szamit, hogy merrél, hogyan keriili
meg a vagasokat, szingularitasokat. Ezeken mar nem dobhatjuk at ,biintetleniil” az utat, mert az
ezeket megkeriils ,maradék” integralok nulla voltaban nem lehetiink biztosak.

$=4

Y12

24. dbra. a.) A 7j-re és a yo-re vett integralok egyenldk, ha a ledarabolt (kék) zart gorbékre nullak
az integralok. b.) Az integrandus (piros) szingularitésait adott modon megkeriils gorbékre vett
integralok egymassal egyenlSk: az dbran a ~y;-re és vi-re, ill. a yo-re és a )-re vettek, ezeket |4t
lehet mozgatni” egymaéasba. A I'-ra vett integral egyikiikkel sem feltétleniil egyenld.

e Ezeket tudva van egy hasznos szisztéma vonalintegralok kijel6lésére: zarojelben irjuk (csakis)
azon szingularitasokat, amelyeket az ut megkeriil, és azt is, hogy merrdl (hallgatolagosan feltéve,
hogy az integrandus vagésait, szingularitasait mindenki beazonositotta, és hogy az ut a differenci-
alhato tartomanyban fut). Sokszor nem is kell tobb magyarazat. Példak a jelolésre:

7{ (SL;FL A szingularitasok z=ia és z=—ia, a kijelolt integralban az ut zart,
224a? és ia-t keriili meg egyszer pozitiv (+) irdnyban, —ia-t nem. Ez elég.
(ia+,~ia+) Az integrandus ugyanaz; most az ut olyan zart gérbe, ami mindkét
dzm. szingularitast (—ia-t is és ia-t is) egyszer pozitiv irdnyban megkerii-
li. Ez az integral tehat nem (feltétleniil) ugyanannyi, mint az el6z6.
7{ (0+(ilz+)Ln (1-1) Az integrandus a [0, 1]CR vagast kivéve differencialhato.
/71 A zart at egyszer megkeriili ezt pozitiv iranyban.
/(0_) 2 Vagas R, -on és [1,00] C R-en. A nem zdrt at —oo-bdl jon, 0-t meg-
oo (1—2)8 keriili — iranyban, és visszatér —oo-be, athaladva a két vagas kozott.

Ezek az integralok igy egyértelmtiek: barmilyen ttra, amely teljesiti a kikotéseket, ugyanannyik.

e Kiegészités: a Cauchy-tétel latott bizonyitasdhoz (a Stokes-tétel alkalmazhatosagahoz) fel kellett
tenni a folytonos differencidlhatosagot (a derivéltfiiggvény folytonossagat). Egy Emile Goursat-tol
szarmazo bizonyitas (1d. a C.1. fiiggelékben) megmutatja, hogy elég csak a differencidlhatosagot
feltenni a Cauchy-tétel igazsadgahoz. A Cauchy-tétel folyomanya az (1d. nemsokara), hogy ha egy
komplex fiiggvény differencialhatoé egy nyilt halmazon, akkor végtelen sokszor is az: igy minden
derivéltja folytonos is. Annyi tehéat a kiillonbség a kétféle bizonyitas eredményessége kozott, hogy
kiindulasul feltessziik-e a derivalt folytonossagat (ami végiilis tgyis igaznak bizonyul).%4

44C — C esetben tehat nincsenek nyilt halmazon differencialhaté de nem folytonosan differencialhaté fiiggvények;
R — R fiiggvények kozott vannak. (Az f(z)=|z| valos abszolutérték-fiiggvény nem jo példa: ez x=0-ban nem
differencidlhatd.) Egy ismert példa viszont: f(x)=x?sin(1/z), ha #£0, és f(0)=0. Ellendrizhetjiik (kiilon vizsgalva
2=0-t), hogy ez mindenhol differencidlhato, de a derivalt nem folytonos x=0-ban.
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3.6. Integralok utfiiggetlensége: kozvetlen alkalmazasok

Az eddigiek alapjan sok valds integrdlt kezelhetiink. Osszetevéink: integralokat feliilbecsiilhetiink,
hatarértékeiket vizsgalhatjuk (1d. a korabbi 3.2. szakaszt, ill. vonalintegralokra a (3.10) képletet),
valamint zart gorbére vett integral nulla, ha az integrandus egy egyszeresen 6sszefiiggd kornyéken
differencialhato. Az alabbiakhoz egyszer dtlet kellett; mi most igy alakitjuk ki az ,érzéket”.

e Els6 példa: az alabbi integrallal Newton-Leibniz-formuléval nem boldogulunk. Persze szamito-
géppel kiszamolhatnank, de ,otthonos” érzést nyujt, hogy ismert szamra jutunk.

o0

o) . R - .
/ A = fim [ deE =2 Allitas: / A2 =T (3.21)
0 0

€T R—o0 0 xT T 2

Ez improprius integral (l1d. a 3.2. szakaszban is): rendes (Lebesgue-)integralként nem létezik,
csak a felirt R—oo hatarértékként, de ez nem sok vizet zavar; éppen erre a hatarértékre vagyunk
kivancsiak. A levezetés Otlete: egy jol kapesolodo f(z) fiiggvény és «y zart integracios ut. Utobbi
legyen az J(z)>0 félsikon 1év6 R sugart félkoriv, bezarva a [— R, R] szakasszal, a fiiggvény pedig

legyen

1) %, ha 270, @
Z) =
1, ha z=0, >

\
A % fiiggvény x=0-ban véges 1 (hatar)értéki; a komplex f(z) szempontjabol is egyediil z=0

kérdéses, de ugy csinaltuk, hogy z=0 koriil hatvanysorba fejthessiik: az exponencialis sorabol
iz i iz)? iz)3 . ; . ; 2 . Iy 2
S 1+§+(3,) +EEL A fiiggvényiinknek tényleg létezik z=0-ban hatarértéke: 1, ezért

iz !
definialtuk 6t ennnyinék itt. Emellett (I1d. a korabbi 1.3. hatvanysoros szakaszt is) tényleg minden-
hol differencialhato, és kapcsolodik is a feladatunkhoz: ha z=x€R, akkor Re f ($):% Tovabba
silleszkedik” a felfelé kitiiremkedd integréacios tthoz az, hogy || csikken, ha J(z) — +oo.
A Cauchy-tétel miatt tehat az f(z) fiiggvényiinknek nulla a y-ra vett (pozitiv irdnyitési) vo-

nalintegralja, amit viszont konkrétan paraméterezve is felirhatunk:

()zfydzf(z) :/%xf(x)jt/ dz f(2) :/%}Sinx H/%Hﬂ +/0(7{¢ fexp(iRe?) — 1].

kériv x x

A [—R, R] szakaszra vett integral valos integral, beirtuk f(z) valos és képzetes részeit. A félkorivet

a p szoggel paramétereztiik: z(p) = Re'; a dzﬂ éppen kiejti f(z) nevez§jébdl iz(p)-t. Az els6
felirt tag a kérdéses integral kétszerese (paros fliggvényrsl van sz6), a masodik tag pedig nulla,

mert paratlan fliggvény integrilja —R-t6l R-ig. A harmadik tagban a —1-es rész integralja —.

Ha még azt is tudnénk, hogy készen is lennénk: Gsszerakva azt kapnénk, hogy
: ™ . 7 _ . R sin x oo sinx _ 0w
1%1_1)20 [fo dypexp(iRe “0)} =0, 0-}%1_1}1;0[2]0 de—W] = [ dr¥ie =2

A hianyzo6 lancszem integrandusara |exp(iRe™?)| = e 5%, A fels6 félkoriven sing > 0: emiatt
minden adott ¢-nél az R—o00 esetben az integrandus nullahoz tart, ahogy céloztunk is erre. Azon-
ban (a hatarok kérnyéke miatt) az egész szakaszon nem tudunk nulldhoz tarté konstans értékkel
feliilbecsiilni. A Lebesgue-tétel kell (1d. a fentebbi 3.2. kézjaték-szakaszt): ha van olyan g(z) integ-
ralhato fliggvény, ami mindenhol abszolitértékben nagyobb-egyenls, mint minden integrandus az
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R—o00 hataratmenet soran, akkor biztos lehetiink benne, hogy az integralok hatarértéke is nulla.
Ezzel mar nyeriink itt: a konstans 1 integralhato6 [0, 7]-n, és nagyobb-egyenls, mint e~ 5% min-
den R-re egyszerre. Emiatt az integral hatarértéke tényleg létezik, és egyenls a hatarértékfiiggvény
(a konstans 0) integraljaval, ami nulla. Kész: bebizonyitottuk (3.21)-et.

e Nézziink egy bonyolultabb példat, hogy a modszerek részben vériinkké valjanak. A fénytanban
(ernyd széle melletti fényelhagjldas tanulmanyozasakor) keriilnek el§ az un. Fresnel-integralok:
R 1 R 1

Allitas: ]%1_{20 de cos(z?) = 3V 3 1%520 Od:c sin(z?) = 3\ 3 (3.22)

A sin(z?)-et és a cos(z?)-et dsszerakhatnénk valamilyen 2 véltozoju exponencialissa, ami esetleg a
Gauss-integralra vezet. Valoban, az a nyerd otlet, ha a (mindenhol differencialhato) ¢ fiiggvényt
integraljuk egy R sugara nyolcadkorcikkre. Az integréal nulla; ebbdl kiindulva

-2 -2 a2 a2
O:%dze” :/dze” +/dze” —i—/dze"z
¥ 1.6l J koriv J2.él

Paraméterezziink! Az els6 tag valds értelmezési tartoményu integral 0-tol R-ig, kiirjuk a valos és

H
S

® v

3l

Ol a5° R

képzetes részeket. A masodik tagba a korvonal z(¢) = Re’ paraméterezése keriil; ne feledjiik 4 d——

A harmadikban a 45°-0s élen megyiink vissza: az iranyt az 1}’ szam jeloli ki, a paraméterezés tehat

z(t)= 1\}’25 és t-R-16l 0-1g fut. A = derivalt itt konstans, rogton kiemeljtik. Osszerakva;

R R n/4
:/dx cos(z?) + i/dx sin(z?) +/d99 iRe' exp(i(Re'?)?) /df exp { < 7 7‘) } (3.23)
0 0 0

Az utolsod tagban visszafordithatjuk az irdnyt egy —1 szorzéval, és elvégezhetjiik a kitevGben a
négyzetre emelést. Igy tényleg a Gauss-integralt kapjuk:

1 1+
ik dt _t2 ennek hatarértéke az R—o00 esetben: — —jﬁ
V2o V2 2
A korcikkvonalbél jovs kozépss tag integrandusénak abszolutértékére pedig azt kapjuk, hogy
iRe" exp(i(Re'?)?)| = Rexp(—Rsin(2p)).

—R? gyorsabban csokken,

Ez olyan, hogy ha sin(2¢)>0, akkor nulldhoz tart R—oo esetén (mivel e
mint ahogy R ng). Csak abbol, hogy ez az integrandus pontonként nulldhoz tart, még nem feltétle-
niil kvetkezne, hogy ezen kozépss integrdl értéke is nullahoz tart. Ha viszont ezt mégis beldtnank,

akkor az iménti (3.23) egyenlGség azt adna R—oo-nél, hogy

() 0o 1 : R
0 :/dx cos(z?) + z'/da: sin(z?) — 5\/§ - %\/g (improprius, / , majd R—o0 értelemben),
0 0 0

ennek valos és képzetes részébol pedig a fent allitott (3.22) egyenldségeket kapjuk. A hiany-
z0 lancszem: a (3.23) felirasban a kozépss (a korcikkvonalbdl jovs) integral nulldhoz tartésa.
Mar tudjuk, hogy az integrandus pontonként nulldhoz tart. A Lebesgue-tételt tudva: ha tala-
lunk integralhato majordanst, azzal egyiitt mar kovetkezne, amit szeretnénk. ElGszor keresstink
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olyan fiiggvényt, ami a ¢ valtozonak minden értékére nagyobb-egyenls, mint az integrandusok
abszolutértéke, minden szoba jov6 R esetén (ami ugye valamilyen fix értéktsl kezdve oo-hez tart).
Hasonl6an ahhoz, ahogy a Lebesgue-tételre a 3.2. szakaszban nézett utolsé példa esetén tettiik,
meg kell keresni, hogy minden adott p-nél R-et valtoztatva mi a lehets legnagyobb integrandus-

—R3?sin(2¢p)

abszolﬂtérték azaz Re maximumat kell megkeresni adott ¢-nél az R fliggvényében. Las-

suk: Re™ stm(w)) 20 = +—2Rsin(2¢) = 0, vagyis a maximumbhely: R—\/= ezt

dR ( 2sin(2¢)

visszahelyettesitve a maximumérték adott p-nél ﬁ Ez =0 kortl végtelenhez tart, mégis:
e-sin(2¢p

integrdlhatd.*® Van tehét integralhato majorans: elvarrtunk minden szalat.

Megjegyzés: a latott gondolatmenet sokadszorra megy ilyen siman. Probaltam utalgatni a
gondolkodas menetére is; ha az ember hasonlokat probal, ,tobb részletben”, érzésszinti otletekkel
jon ra a megoldéasra (pl. most arra, hogy a kapott majorans integralhat6, de még elébb: hogy
a korivre vett integralnak valahogy nullahoz kell tartania, s6t: hogy éppen emiatt jo a latott
integracios utat valasztani); a megérzések aztan mar vezetik a kezet a bizonyitéas kidolgozasahoz.

e Fontos alkalmazast nyer majd Gauss-integralok altalanositasa komplex paraméterekre. Emlék:

Ha a€R* pozitiv, BER pedi % 2
a a€RT pozitiv, JER pedig /dxexp(—%aﬁ—i—ﬁx): 2”e§a. (3.24)

barmilyen val6s szam, akkor o

Mi a helyzet, ha 8 komplex? Allitds: pontosan ugyanez a képlet adja meg az eredményt.
Ezt kés6bb nagyon egyszertien belatjuk, de a mostani gondolatkorben is levezetjiik. Emlék:

oo oo 2 5 [OO 2 Loz
12 8Y2, 8% 82 8 ez valos és komplex

dze 202707 — dxefg(wfa) t5a = eda [dre5(e=7) ; . 1 P

oo oo oo B-ra is mikodik.

Ha f/a valos, akkor az x = t—l—g modon attérhettiink a ¢ valtozora (azaz: eltolhattuk a valtozot);

t2

ekkor az integrdldsi hatdrok, —oo és oo ugyanazok maradnak, és a kapott ffooo dte 2" integral az

alapvets Gauss-integral, %r Igy jott ki annak idején az iménti (3.24) eredmény a, 3 € R esetén.

Az x = t—l-g helyettesités problémés komplex [ esetén: ekkor az integralési hatéarokra nem
mondanank, hogy oo maradnak Ha J(B)#£0, akkor ha x-szel —oo—b61 indulunk és oco-be érke-
ziink, akkor t-nek igymond —oo—=J(/3)-bol kell indulnia és co—=J(3)-ba érkeznie: az 1t képzetes
irdnyban eltolodik. Pont 1lyenekkel foglalkozunk mostanaban; azt kellene tehat belatni, hogy

0o oco—1ib
nemcsak az a2 hanem még —a? ahol bER
. dere™ =+/7 ) dere™ =+/7
igaz, hogy /_Oo v az is, hogy /_Oo_i,, VT adott szam.

Az e egészfliggvény: zéart gorbére vett integréalja nulla. Vegyiink egy — R-t6l R-ig ill. 0-t6l —ib-ig
terjedd téglalapot: konkrétan felirva, az abraval is segitve értelemszertien kijelolve a darabokat:

@

“R —R—ib R—ib R

.2 ) .2 ) -R 0 R
/d/:'c? N —i—/dze i +/dze ? —i—/dze ~ =0.
R “R —R—ib R—ib

-R-ib -1b R-ib

45 Azon milik ez, hogy az f(x) = 1//x fiiggvény egy [0, a] véges szakaszra integralhaté (noha z=0 koriil végtelen-
hez tart). Nekiink itt a ¢=0 koriili viselkedés a lényeg: itt sin(2¢) ~ 2¢p, igy sejthetjiik, hogy a felirt fliggvénylink
tényleg integralhato Konkretabban: 0 és /4 kdzott sin(2p) > 2¢ (ezt a szinuszgdrbébe szel6t hizva lathatjuk),
emiatt \/m V3s * 7= az érdekes tartomanyon; utobbi fliggvény integralhato, igy az el6bbi is az.
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(Figyelem: szivesen mondanénk, arra hajazva, hogy véges zdrt integracios utakat egymasba atmoz-
gathatunk, hogy a —oo-t6l co-ig vett eredeti utat elmozgathatjuk ib-vel lefelé, kész. Mégis jobb
most az 6vatossag, hiszen most nem zartak a gorbék, és nem lenne biztos, hogy a ,végtelenben
16vs” lezard szakaszokra vett integralok tényleg nullak).

Visszatérve a téglalapunkhoz: a két szélsg élre vett integralok nulldhoz tartanak, ha R—oo.
Valoban: a jobb oldali élen z = R—it, és te[0,0]: itt |[e="| = e’ ~F* < e~ ezen konstansnak a
véges szakaszra vett integralja pedig nulldhoz tart R—oo-nél. Ugyanezt mondhatjuk a bal oldali
élre is. Tényleg arra jutottunk tehat (az R-t6l — R-ig vett integralt megforditva), hogy

/ ng ot _ / Oofidbx - igy mar kovetkezik, amit allitottunk: komplex (-ra
o Y ’ is a (3.24) képlet adja a Gauss-integral eredményét.

e Bizonyos integrélokat érdemes lehet mds alakba dtirni. Pl. numerikus integralasnal sem feltétleniil
mindegy, hogy mennyire ,kellemes” az integrandus. Nem megyiink bele az ilyen modszerekbe, csak
egy példat néziink egy (a mostani témakorben érdekes) lehetségre (amely Wick-forgatds cimen
koszonhet majd vissza). Tekintsiik az w>0 valos valtozo alabbi modon definialt fliggvényét:

Paldn  T(w)i= [ (1) Toostunyar, It s PGS (5

Az integralhatosig szempontjabol t=0 és t=o0 kornyéke kérdéses. t=0-ban a ¢~ a gyanus: ha

a>1, akkor ez nem integralhato 0-to6l, és ezen a tobbi szorzé sem segit. Ha a+f < 1 lenne, akkor
az integrandus nem csokkenne elég gyorsan t—oo felé, nem létezne a (rendes értelmt) integral.

Az Z(w) integralt nem igazan lehet egyszert fiiggvényekkel kifejezni.®® S6t, ha pl. w nagyob-

bacska, a+f pedig alig nagyobb 1-nél, akkor az integrandus lassan cstkken, és gyorsan oszcillalgat:

1- ; } 1- - -
%1+t Peos(wt) —— t%1+t) Peos(wt) ——

0=0.1, 3=1.0, w=4. a=0.1, B=1.0, w=10.

[\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/
\/V%/VV&/V\/%VVVVVVO

()

Minél nagyobb az w frekvencia, annal inkabb ,kompenzalodnak” a valtakozo teriiletek: az eredmény
kicsi lesz. De kozben sok-sok nem tul kicsi teriiletet kell 6sszeadni-kivonni. Tovabba ténylegesen
oo-ig nem tudunk numerikusan integralni, és a lassti csokkenés miatt nem bizonyos, hogy milyen
nagy fels6 t-hatér ,elég”. Ezek egyilitt numerikusan is kellemetlenné teszik az integralunkat.

Ha a t-t komplex valtozonak tekintjiik, akkor az integrandus tobbé-kevésbé mindenhol differen-
cidlhato, az integralunk pedig a valés tengelyen futé ,yvonalintegral”. Esziinkbe juthat, hogy valos
t-re cos(wt) = Re(e™?), az ™' pedig (abszolttértékben) csokkenhet is, ha t-vel lemészunk a valos
tengelyrdl: ha t-vel felfelé megyiink a komplex t-stkon, akkor |e™!| exponencidlisan csokken, mert
t = a+ib-t frva (ahol a,b € R) [e™!] = |e™% | = e’ és ha b pozitiv és novekszik, akkor ez

46Vannak olyan (a matematikiban jol kitanulmanyozott) specidlis fiigguények, amelyekkel igen, de kis tilzéassal
mondhatjuk, hogy az ilyen fiiggvényeket lényegében a felirt integralkifejezés definidlja. FEzeket a fiiggvényeket
maéasképp kiértékelni sem feltétleniil egyszert: béven lehet, hogy ,nem tszhatjuk meg” a numerikus integralast.
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csokken (mert itt w>0). Emiatt az ¢™* jobb”, mint a cos(wt); érdemes tehat igy irni az integralt:

T(w) = Re{ /0 O;(t) dt}, ahol  f(t) = t~*(1+t)Pe™". (3.26)

Abbdl, hogy de jo lenne, ha az eredeti helyett egy exponencialisan csokkend integrandusunk lenne,
esziinkbe jut, hogy a komplex ¢ sikjaban egy bekerekitett csticst negyedkort tekintsiink, amelyre
nulla a korintegral. Az egyik él adja az eredeti integralt, masik a kivanatosabbat, az ivekre vett
integralok pedig nullahoz fognak tartani: lényegében tehat ,elforgattuk” az integracios utat.

0=far s = [ars+ [+ [arso+ [ T

nagy iv R kis iv

R R
Tovéabba: / dt f(t) = / dtt=(1+4t)Pe™!,

T

ir R
és /dt f(t) = —i/ds (i5) ™ (1+is) Pev.

JiR -1 o ' R

Az R tengelyen r-t6l R-ig vett integraldarab Z(w)-t adja, ha r—0 és R—o00, a képzetes tengelyen
visszafutot pedig a t=is paraméterezéssel kezeltiik. Ha tudnénk, hogy a korivekre vett integralok
nulldhoz tartanak r—0 és R—o00 esetén, akkor az 0sszeg nullasidga miatt irhatnéank, hogy

T(w) = Re {z’aﬂ / ds 5“(1—1—2’5)56“5}, (3.27)

0

ahol még (is)~*-t is kibontottuk. A lényeg méar latszik: az oszcillalo és lassan csokkend eredeti
integrandus helyett gyorsan (exponencialisan) csokkendt kaptunk.

A hidnyzo6 lancszemeket sem nehéz potolni: most elég lesz a ,szokasos integralbecslés”, 1d.
a (3.10) képletet. S6t az abszolutértékeket magukat is nagyvonalian feliilbecsiilhetjiik. Azt persze
kihasznaljuk, hogy a felss félsikon futé koriveinken |e™!| novekedés helyett csokken, de ezt is csak
annyiban, hogy itt |e!| < 1. Tudva még, hogy mivel a és 3 valosak, |t=*| = |t|=®, és hogy ha ||
elég kicsi, akkor |(1+¢)~?| mar nem lehet valamilyen konstans K-nél nagyobb, arra jutunk, hogy

/ At f(1) < Zr- max [t(1+)Peit| < K. 2. plme fgrft’,efl;g;i%?hoz

t az iven

Jkis iv
Ugyanigy a nagy fven: ha [t| mindenhol elég nagy, akkor |(1+t)~?| feliilbecsiilhets K’ - [t|~#-val,
ahol K’ valamilyen konstans (ezt is gondoljuk végig!), igy azt kapjuk, hogy

és ez is nullahoz

—a —B iwt
o (14t) e tart, ha R—o0.

/dt f(t) < ZR- max <K' -Z.RUTP

. t az iven
nagy iv

1. megjegyzés: a Cauchy-tételt azért hasznalhattuk, mert a gorbénk tényleg egy olyan nyilt hal-
mazban futott, ahol a komplex f(¢) integrandus differencialhaté. Az f(t)-nek (az iménti kis abran
is jelolt modon) a t~* miatt t=0 elagazési pontja: ezért kellett oda dvatoskodva kozeliteni.

2. megjegyzés: az L(w) integral impg o fOR értelemben akkor is létezik, ha a+/3>1 helyett csak
a+3>0-t koveteliink meg. Ekkor is miikodik az atalakitasunk (s6t, kisebb a+f(-k esetén még  ki-
vanatosabb” lehet). Annyi kiilonbség lesz, hogy a szokasos integralbecslés helyett csak a Lebesgue-
tétellel deriil ki a nagy ivdarab jarulékédnak nulldhoz tartasa; lesznek még hasonl6 példak.
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4. Analitikussag, Cauchy-formulak, Laurent-sor

Az alabb targyaltak a komplex vonalintegralok témakorének kiteljesitései ill. sokféle alkalmazés
el6készitései is. Az els6 szakasz most is hianypotlas, motivécio és lelki tamasz a késGbbiekhez.

4.1. Figgvények analitikussaga, analitikus elfolytatas

e Idézziik fel az 1.3. szakaszt! Hatvdnysornak hivjuk az ilyen kifejezést:
f(2) =ag+ar(z—2) + az(z—2)* +as(z—2)* +... = Y an(z2—2)"
n=0

adott a, egyitthatok és zy kozéppont esetén. A sor az (egyiitthatok viselkedésébdl lesziirhetd)
R konvergenciasugari, zy kozéppontu korén, a konvergenciakoron kiviil divergens, beliil viszont
jol definialt végtelenszer differencidlhato fiiggvényt ad meg. (Ha mindent lesziikitiink R-re, akkor
a konvergenciakor a ]ZU—R, zo—i—R[ szakasz.) A hatvanysor derivaltjait tagonkénti derivéalassal
kaphatjuk. Ebbdl kideriil, hogy az a,, egyiitthatot az n-edik derivalt értéke, f (”)(zo) adja meg:

an=5fP(2) = f(2) i%(z—%)n. (4.1)

n=0
e Sok fontos fliggvényt hatvanysorral definidlunk, de felmeril az is, hogy egy masképp adott fligg-
vényhez van-e olyan hatvanysor (adott zo pont koriil), ami legalabbis zy kornyékén tényleg elgéllitja
a fiiggvényiinket. El6szor is (,idshtuzasként”) kiilon fogalomként definialjuk ezt a tulajdonsagot:

Definicio: egy f fiiggvény analitikus, ha minden z; € Dom f
pontnak van olyan nemnulla sugara korlap-kérnyezete, amin (4.2)
beliil f elGallithato egy 2o kozéppontt megfelel hatvanysorral.

Analitikus fiiggvény tehat minden z € Domf pont koriil hatvanysorba fejthets. A konvergen-
ciasugarak ekkor minden pontban nullanal nagyobbak, de egymdshoz képest eléggé eltérhetnek.
Analitikus fiiggvény értelmezési tartomanya nyilt halmaz (hiszen minden pont koriil van olyan
kornyezet, ahol legalabbis értelmes); a tovabbiakban (ha nem is mondjuk kiilon) azt is feltessziik,
hogy az értelmezési tartomany Osszefiiggs is (azaz nem &ll ,t6bb darabbol”).

e Analitikus fliggvény nyilvan végtelenszer is differencialhato, s6t: egy adott zy pont koriili hat-
vanysoranak egyiitthatoit kifejezhetjiik a derivaltjaival a (4.1) képlet szerint (és ezt a hatvanysort
ilyen rakozelitéssel az f zy pontbeli Taylor-sordnak is hivjuk). Az analitikussag mint kiilon foga-
lom létjogosultsdgahoz mutatni kellene egy végtelenszer differencidlhato (,sima”) fiiggvényt, ami
viszont nem analitikus. A szokésos ilyen (ellen)példa valds fiiggvények kozott:

(4.3)

A kovetkezd R — R fiiggvény minden- o) = 0, ha x <0,
hol sima, de x=0-ban nem analitikus: N

e /% haz > 0.

A simaséig szempontjabol egyediil az =0 hely kérdéses. Itt balrél a fiiggvény végtelenszer diffe-

rencialhaté, és minden derivaltja nulla, jobb oldalrél (z>0-ra) pedig az e~ */*

fl)=e e fla) = he Py = (B-E)e ) = (S-St k)e

1

-et kell derivalgatni:

2>0-nal minden derivalt az e~'/*-nek és az 1/x egy polinomjanak szorzata, igy z—0-ra ezekben

az e~ '/7 tényezs a végtelenhez tarto 1 Jx fiiggvényében ezponencidlisan tart nullahoz, a maradék
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pedig csak polinom mddjdra né: ezek koziil mindig az exponencialis ,nyer”, igy minden derivaltnak
létezik a jobb oldali hatarértéke is 2=0-ban, és az is nulla. Igy f(z) tényleg sima: z=0-ban is
végtelenszer differencidlhatd, és minden derivaltja nulla itt. Utébbi miatt viszont az x=0 koriili
Taylor-sora az azonosan nulla fliiggvényt allitja els. Ezért, mivel ez az f(x) az 2=0 semmilyen kicsi
kérnyezetén sem konstans 0, az x=0 koriil nem fejthetd hatvanysorba.*”

Egy ilyen példa méar ,megnyitja a mélységeket” nagyon sok R—R fliggvény van, ami sima,
de nem analitikus (pl. a latott példat tovabbfejlesztve gyarthatunk olyanokat, amelyek konstans
értékek kozott ,yaltanak”, siman, de az ,indulasi pontokban” nem analitikusan).

,/\“ !
o)
1@ =0 |

25. abra. Végtelenszer differencialhato, de nem analitikus R — R fiiggvények (a ,nem analitikus
pontok” kiemelve): a targyalt példa, ill. az ezt tovabbfejlesztve kaphato jabb lehet&ségek.

e Optimistabb megkdzelités: ha tudjuk, hogy egy fliggvény analitikus, akkor erés kivetkeztetéseket
tehetiink. Az analitikus fiiggvények ,,merevek”, nem ,tekergethetjiik” ket ide-oda.

Allitas: legyen f analitikus fiiggvény, U C Domf nemiires nyilt részhal- (4.4)

maz. Ha f az U-n mindenhol nulla, akkor az egész Dom f-en azonosan 0. '
Azaz ha barmilyen kicsi nyilt (,kévér belseji”’) halmazon egy analitikus fiiggvény nulla, akkor ahova
csak Osszefiigg@en elterjeszkedhetiink, ott is. (Mas oldalrél: ahol egy nulla-fiiggvény ,elstartol”
nullatol, ott garantaltan nem analitikus; ilyet mutatnak az iménti példaabrak.)

Bizonyitas: legyen U’ az a legb&vebb 6sszefliggd nyilt halmaz, ahol f=0; nyilvan UCU’CDomf.
Tegytik fel, hogy U'#Domf. Ekkor lenne olyan zp€Domf, ami U'-nek hatdrpontja. Az f a z
pontnak egy OZU’ kornyezetében is eléllna zy koriili hatvanysorként, de a(z egyiitthatokat is
megado) derivaltjai zp-ban mind nullak lennének, mert U’ belseje feldl kozelitve nullék a kiilonbségi
hanyadosok. Emiatt f=0 lenne O-n, igy OUU’ olyan U’-nél bévebb 0sszefliggs nyilt halmaz lenne,
amin f=0. Ez ellentmondas, mert U’-rdl feltettiik, hogy a legh&vebb ilyen. Vagyis U’ = Dom .

e Tetézhetjiik: nyilt ( kovér”) U részhalmaznél kevesebb is elég. Ugye egy zy pont egy H halmaz
torlodasi pontja, ha a zy barmilyen (kicsi) nyilt kornyezetében H-nak végtelen sok pontja van.

Allitas: ha f analitikus, HCDomf olyan részhalmaz, aminek (4.5)
van torlodasi pontja Domf belsejében, és f|y = 0, akkor f=0. '

Bizonyitas: az f(z)-t >, an(2—2p)" hatvanysor adja meg a 2, torlodasi pont egy O kornyezetében.

Tegytik fel, hogy van az a,, egyitthatok kozott nem nulla: jeldljik ay-nel a legelss ilyet! (Lehet per-
sze N=0is.) Az els6 N tag nulla: az (zi(zzo))N fuggvénynek, mivel ez az O\ {z0}-1n > anin(2—20)"
alakba irhatd, van hatarértéke z=zp-ban, méghozza ay#0. Mésrészt a zg-beli hatarértéke csakis

nulla lehetne, mert zp-hoz barmilyen kozel is vannak H-beli pontok, amelyekben % nulla. Ez

4T Megjegyzés: ez az ellenpélda-fiiggvény nemcsak ,sz6rozésre” jo. A termodinamikaban pl. sokféle eloszldsfiigguény
a T homérseklettdl ilyen, e~/ modon fiigg (ahol minden esetben a>0), s6t néha ezt T=0 kornyékén szeretnénk
kozelitSleg vizsgalni. Ehhez a (nem mikods) szimpla sorfejtés helyett bonyolultabb modszerek kellenek majd.
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ellentmondés. Nem lehetséges tehat, hogy van nemnulla egyiitthato: (zf (z?)N’ igy f(z) is az O

kornyezeten azonosan nulla. Visszavezet&dtiink az el6zd allitasra: kész.

Hivatkozni kellett az el6z6 (4.4) allitasra; ugyanakkor az eme mostaninak specialis esete is,
hiszen egy nyilt UCC halmaznak minden pontja torlédasi pont is. Mésik tipikus eset, hogy H=R,
vagy H=ICR intervallum; ilyenkor is van torlodasi pont (minden I-beli pont az).

e Két analitikus fiiggvény, f(z) és g(z) esetén az f—g kiilonbség is analitikus.’® Az, hogy f=g
valahol, pontosan azt jelenti, hogy f—g nulla itt. Atfogalmazhatjuk tehat az elézdeket:

Allitas: legyenek f és ¢ analitikusak, Dom f N Domg nemiires, nyilt, dssze-
fiiggs. Legyen a H halmaz olyan, hogy van torlodasi pontja Dom f N Domg (4.6)
belsejében. (Ha H a Domf N Domg nyilt részhalmaza, az tehat béven jo.) '

Ha f=g teljesiil a H halmazon, akkor f=g igaz az egész Dom f N Domg-n.

Szavakban: ha két analitikus fiiggvény megegyezik legalabb az értelmezési tartomanyaik ko6zos
részének egy mondott fajta részhalmazan, akkor mindeniitt megegyeznek, ahol csak értelmezettek.

b ) c"//n ) c"//n\

26. abra. Analitikus fliggvények egyenldsége kovetkezik sziikebb halmazokon (bal oldalon: nyilt
halmazon, jobb oldalon: torlédasi pontot tartalmazé halmazon) vett egyenléségbdl.

e Eizen alapszik az analitikus elfolytatas fogalma. Legyen f analitikus, g is az, és Dom f C Domyg,
vagyis g bévebben értelmezett. Ekkor ha g megegyezik f-vel a Dom f-en, akkor a bévebb Domg
halmazon értelmezett analitikus fliggvények koziil 6 az egyetlen ilyen. (Ha lenne mésik, mondjuk
g2, akkor ez megegyezne g-vel a Dom f-en, de emiatt mindenhol mashol is.) Atfogalmazva:

Ha analitikus f fiiggvényhez talalunk egy bévebb halmazon értel-
mezett ¢g analitikus fiiggvényt, ami megegyezik f-fel, ahol csak f (4.7)
értelmes, akkor az adott bévebb halmazon az ilyen g egyértelmd.

e Ezt a g fliggvényt ilyenkor az f-nek a bévebb halmazra valé analitikus elfolytatisanak hivjuk.
Altalaban nem ,szoérakozasbol” vessziik sziikebbre Domf-et. Tipikus eset, hogy egy f analiti-
kus fiiggvényt értelmeziink valamilyen formulaval (pl. hatvanysorral, paraméteres integrallal), ami
Sfermészetszertleg” egy adott halmazon értelmes. Ha ezutdn taldlunk olyan analitikus g-t, ami
bévebben értelmezett, és (tobb-kevesebb szenvedéssel) belatjuk, hogy g = f a sziikebb Dom f-en,
akkor mondhatjuk, hogy f-et sikeriilt ,analitikusan elfolytatni”’. Noha ekkor ¢ a bévebb halmazon
létezik és egyértelmt, mégis 6t a Dom f-en kiviil dltalaban nem tudjuk megadni az f-et definiald
eredeti formulaval (ami tipikusan csak Dom f-en értelmes). Mas modon kellhet tehat g-t , kifejezni”;
ez sokszor egy lépésben torténik azzal, ahogy egyaltalan ,kitalaljuk” a megfelels g-t.

48Ugyanis minden z pont koérnyezetének vegyiik az f és a g z-beli analitikussiganak megfelels kornyezetei koziil
a sziikebbet; ezen beliil biztos elgallitja f—g-t a két hatvanysor kiillonbsége.
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e Nézziink egy egyszerd példat, ami kozelhozza ezeket! Tegyiik fel, hogy mar ismerjiik a hatvany-
sorokat; azt, hogy az altaluk (a konvergenciakoron beliil) elGallitott fliggvény mindenhol analitikus
is, azt is higgyiik el (nemsokara most mar tényleg belatjuk). Tekintsiik az alabbi ismerds fliggvényt:

fR)=1+2+22 4+ 42 +255+... = 2", ésDomf:{zeC’ |z|<1 }
n=0

A konvergenciasugir R=1: ezért adddott természetszeriileg, hogy az értelmezési tartoméany az
orig6 koriili R=1 sugaru korlap legyen. Itt ez az f analitikus. Ha viszont most valaki megstgja,
hogy ez az f(z) a korlapunkon beliil kifejezhet, mint -, akkor rajohetiink arra, hogy

1
g(z) = [ az egész C-n értelmezhetd, kivéve z=1-et.
—z

Ez a g(z) analitikus, és a |z|<1 korlapon megegyezik a hatvanysorral értelmezett analitikus f(z)
1
1—2z

f(2)-nknek az egyértelmi analitikus elfolytatésa. A g(z)-t az eredeti halmazon kiviil (pl. z=2-ben)

fiiggvénnyel: ilyen értelemben tehat az igy, bévebben értelmezett g(z) = fliggvény az eredeti

hidba is probalnank az f-et megadé képlettel (a hatvanysorral) kiszamolni: mas formula kell(ett).

Most esetleg fel sem tiint a lényeg (mert annyira vériinkben van, hogy az ﬁ a geometriai sor-
Osszeg); bonyolultabb esetekben viszont éppen ez az ugras (hogy megtaldljuk a b&vebben is értel-
mezhetd kifejezést) lehet a nemtrivialis 1épés. A 6. fejezetben megvizsgaljuk a gamma-fiigguényt,

aminek kapcsan egy oOsszetettebb példat latunk erre az eljarasra.

X ok ok

Lattuk, hogy R értelmezési tartomanyu fliggvényeknél a végtelenszer differencidlhatosag nem elég
az analitikussdghoz. Utaltunk mar ra; most kimondjuk: C »— C fiiggvények ha (egy nyilt hal-
mazon) egyszer differencidlhatok, akkor analitikusak is, emiatt végtelenszer is differencidlhatok.
(Ezért nem huztuk az id6t az iménti példaban, hogy belassuk, hogy a megadott C — C fliggvénye-
ink analitikusak: differencialhatok; ez elég.) Az analitikussag tehat az a (korabban pedzegetett, a
,Simasagnal is kicsit jobb”) tulajdonsag, amivel komplex differencialhaté fiiggvények rendelkeznek
(és emiatt a valos és képzetes részeik, ,,U és V7, is kell, hogy rendelkezzenek).

A kovetkezSkben ratériink a fejezet egyik f6 témajara, a Cauchy-formuldkra: ezek az alkal-
mazéasokban is fontosak, de elvi eredményekhez is vezetnek: pl. ezeket hasznalva bizonyithatd a
differencialhato fliggvények analitikussaga. Az alkalmazasok szempontjabol elég megjegyezni, hogy
differencialhato fiiggvény analitikus, azaz hatvanysorba fejtehetd, és ezt tudva memorizalhatok a
Cauchy-formulak is. ElGszor ezt az utat kovetjiik végig, aztdn bizonyitgatunk rendesebben.

4.2. Cauchy formulai

e Legyen az f : C — C fliggvény egy 0Osszefiiggd nyilt halmazon differencialhato. Tegyiik fel, hogy
analitikus is, azaz Dom f minden z, belsé pontjahoz létezik hatvanysor, ami elGéllitja 6t ekoriil:

f(z) =ap+ ai(z—=z) + CLQ(Z—Z())2 + ag(z—z0)3 4+ ... = 3 an(z—20)",
n=0
ao=f(20), a1=f"(z), as=5 1" (20), as=%f"(20), ... an=2F"(z0). (4.8)

Ezt fogjuk a zp-t megkeriils utakra vett korintegralokkal Osszekapcsolni. Esziinkbe juthatnak a
(z—zp)™ fiiggvények korintegraljai (1d. a 3.3. szakasz vége felé). Készitsiik el ezért a kovetkezo
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fliggvényeket, melyek a zp-t kivéve mindenhol értelmesek és differencialhatok:

2 a
f(2) = a4 as(z—2) + as(z—20)* + as(z—2)> + ...,
Z—20 Z—2p
f(Z) o Qo aq )
(z—2)%  (2—2)2 + —2 +az +az(2—20) + as(z—2)" + ...,
LG N R W I B S
(Z—ZO)3 (,z—zo)3 (Z—ZO 2 3 4 0 ceey
tovabbé f) & o .
ha BeNE: (o)t 2 @ET2)T = e T

Emléksziink: egy zo-t megkeriils utra a (z—zq)™ fliggvények koziil (ahol m barmilyen egész) egyediil
az m=—1-nek megfeleld ﬁ—nak nem nulla a korintegralja; ennek értéke 272, Ha tehét a kijelolt,
z—zp hatvanyéval osztott fliggvényeinknek egy ilyen, a zp-t megkerils utra vett korintegraljat
tekintjiik, csak az ﬁ—s tag nem ad nullat. Ezeket emeltiik ki pirossal. Ezek alapjan tehat:

(z0+) f(z) (z0+) z0+) (z0+) (z0+)
fdz_:j{ %dzal —|—j§dza22 20) fdzag(z—zof—l—...,
Z—Z0

V

72m -ag
(20+) (z0+) (Zo+) zo+) (z0+)
]{dz f(z) :]{dz do 7{ @ —l—?{dzag +7{dza32 20) .
(z—20)? (z—20)? z—2y
:() 727r7 -aq
(z0+) (z0+) (z0+) (Zo+) (Zo+)
fdz /(z) :fdz do +7{dz il j[dz @2 +7{dza3+...,
(z—20)3 (z—20)3 (z—20)? 2—2p
(& ~ J ~- J \ ~~ Hf_/
=0 =0 =27mi-as =0
az éltalén.os ]{(50;) flz) o +]§(z21;) U1 7
tagra pedig: (z—2p)* z2—2p
———
=0 =2mi-ap_1 =0

ahol tagonként integraltunk (ami esetleg gyanus). Mindenesetre az eredmények (27i-vel osztva):

(20+) (20+) (z0+) (z0+)
I S O R (R (C R & 5 Ny I OO
T omie—z 2mi (z—20)2 omi (z—z0)® 2mi (z2—29)F "

Mar csak arra kell emlékezniink, hogy az ag, ay, as. . . egyiitthatok értékeit az f-nek és derivaltjainak
a zg-ban felvett értékei adjak meg, ahogy azt az imént, a (4.8) képletben is felidéztiik.

e Ezennel el is érkeziink a a Cauchy-formuldkhoz. A nulladikat kiilon felirjuk:

1 20+) f(z)
Cauchy-formula: —?{ dz ——= = f(20)- (4.10)

271 Z—20
Szavakban: ha f egy halmazon differencialhato, akkor az %-t egy ebben futoé olyan zart gorbére
integralva, amely megkeriili zo-t, a fiiggvénynek zg-ban felvett értékét kapjuk (2mi-vel szorozva).
Emiatt komplex differencialhato fiiggvény kiilonféle pontokban felvett értékei szorosan Osszefiigge-
nek: egy gorbén felvett értékek mér meghatarozzak a gorbén beliili pontokban felvett értékeket.

Emogott mostani gondolatmenetiinkben az analitikus fliggvények ,merevsége” rejlik tehat.

A hatvanysor tobbi egyiitthatojara, vagyis az a,, = % f™ () beazonositassal f derivaltjainak
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zo-beli értékeire pedig (most a k indexet n+1-re cserélve) az alabbi Cauchy-formuldk adddnak:
| r(z0t)
2mi (z—zp)nt1

Ha mar elhittiik az 6nallo (4.10) Cauchy-formulét, akkor ez utéobbiakat megkaphatjuk abbol is

Cauchy-formuldk: = " (z). (4.11)

kozvetlenebbiil. A (4.10)-ben a z szerinti integréal eredménye z, fiiggvénye; a paraméteres integrdl
differencidldsi szabdlydval az integrandust n-szer parcialisan derivalva

n  r(z0+) (z0+) gn (20
27ri~f(n)(z0)=d— le /) :74 5 0 QZ]{ gf( )L kesz.

dzp 2—2 0z z—zg (z—2p)"t1’

Ugyebar -2 —L L 2 1 ___ 2 2 -2 23 sth.,

Oz z2—20 (z—zo)z’ 0z0 (z—20)2 " (2—20)37 0z0 (z—20)%  (2—20)

egyszerten fliggott zo-tol (mert f(z) a zo szempontjabol konstans), igy kaptuk a felirt alakokat.

az integrandus pedig ilyen

X ok ok

e A Cauchy-formulak tehat egy zart gorbén beliil elGallitjak egy differencialhato f fiiggvénynek és
derivaltjainak értékeit, ha f értékei ismertek a gérbén. Ez van annyira meglepd, hogy rendesebb
bizonyitésokat is igényeljiink. Nem bizonyos még ugye, hogy differencidlhaté fliggvény analiti-
kus, vagy hogy tényleg integralhattunk tagonként a végtelen 6sszegben (amibdl fent csak egy-egy
nemelting tag maradt). Elgszor jojjon a (4.10) Cauchy-formula; az allitas:

Ha az f: C — C fiiggvény differencialhato6 egy egy- 1 (20+) £(2)
dz —

— p—— f(z0). (4.12)

szeresen Osszefliggd nyilt halmazon, akkor egy ben-
ne futé v zart gorbére és egy azon beliili z; pontra

A bizonyitas kihasznalja, hogy f differencialhato a zy pontban: emiatt az f fiiggvényt igy irhatjuk:

. O(z—2)
) . lim ———=
vény, amire igaz, hogy 220 Z—2

és O(z—zp) olyan fligg-

f(z) = f(20) + f'(20) - (2=20) + O2—20), = 0.

Ez alapjan az integralunkra (kiemelve a konstans f(zq) és f'(zg) értékeket) azt irhatjuk, hogy

(20+) 20+) (20+) (Zo+
%dzﬁzf(zo) ?{ +f'(20) ]{dzl—i-% (2= ZO
Z—20 Z—20

—27r1

Ha belatnank, hogy a (x)-gal jelolt integral nulla, 2mi-vel osztva készen is lennénk. Most ki kell

hasznalni, hogy f differencidlhaté a halmazban a zp-on kiviil is mindenhol: emiatt ugyanitt az
J=)

Z—2Z20
a tartomanyunk egyszeresen Osszefliggésége!) miatt a v gorbénket  rahuzhatjuk” a zy pontra.

fiiggvény is differencialhato, tehat az integral utfiiggetlenségére vonatkozo Cauchy-tétel (és

Ko6zben az eredeti zart vonalintegral értéke, igy (mivel a tobbi tagot konkrétan kiszamoltuk) a (x)
integralunk értéke is ugyananny: marad. Viszont a szokasos integralbecslést alkalmazva

j{(zs;;O(z—zo) O(z—2)
.

Z—20 Z—Z20

ahol ¢(v) a gor-
< l(v)-
< {(7) - max be hosszat jeloli.

zey

(4.13)

O(z—z0)
z—20

mumérték is nulldhoz tart, tovabba ekkor £()—0 is igaz. A (x) integral tehat egyrészt ugyanannyi
marad a gorberahtizas kozben, masrészt abszolutértékben (durvan, de mégiscsak) feliilbecstilhettiik

A maximum a 7y gorbén véve értends. Mivel lim,_, ., = 0, ha rahtzzuk -t zy-ra, ez a maxi-

egy nulldhoz tartd6 mennyiséggel. Emiatt tehéat a (x) integral tényleg nulla: készen vagyunk.
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Megjegyzés: az egyszeres Osszefliggiség szemléletes értelme alapjan vilagos, hogy tényleg miiko-
dik ez a ,rahuzas”; ennek részleteivel (ill. az idevago topologiai kérdéseket athidalo targyalasmoddal)
sem most, sem késébbi hasonlo esetekben nem foglalkozunk ebben a jegyzetben.*?

a)

27. abra. a.) A Cauchy-formula bizonyitasdhoz a gorbét rahuzzuk zp-ra. b.) Az analitikussag
bizonyitasahoz (1d. rogton) futtathatjuk agy az utat, hogy a rajta 1évé t-kre |[t—zo|>|2—2z0| legyen.

o Kévetkezd lépés a zp-beli analitikussagot belatni. Allitsuk el ezért a (most méar rendesebben
bebizonyitott) Cauchy-formulaval f(z)-t nemcsak zp-ban, hanem egy ettsl kiilonb6z6 z-ben is.
Jelolésvdltoztatds: a zy koriil vizsgalodunk egy masik z-ben, tigyhogy az integralasi valtozot most
t-vel jeloljik. Ugye z—zg-ban szeretnénk hatvanysort kapni, ezért esziinkbe jut, hogy a Cauchy-
formulaban majdnem gy szerepel az igazi z vdltozd, mint a geometriai sorosszegben:

L ey r) AN (ORI
=, dt— = =—¢ dt—r— . 4.14
f2) 27?2’7{ t—z /) 27ri]{ t—z1 — =20 (4.14)
Utobbi tortet z—zg hatvanyai szerint haladva esetleg geometriai sorba tudjuk fejteni, igy:
1 Z—2z 2—2\ 2 z—2\° d t Z2—2z
1 0 0 0 e ez pontosan o o1
11— * t—2 * (t—z0> i (t—zo) T akkor igaz, ha t—2o

Hogy a feltétel teljesiil-e az el6kerils t-kre, az attol fligg, merre fut az ut: még csak azt tudjuk,
hogy megkeriili z-t. Tegyiik fel most viszont, hogy f a zy pont koriil valamilyen R’ sugari nyilt
korlapon mindenhol differencialhato, és hogy a z ezen a korlapon beliil van! Ekkor az integral
valtozatlanul maradasaval atvihetjiik olyan gorbébe (futtathatjuk tigy) az integréacios utat, hogy a

Z—20
t—20
zéart korlapon kiviil, de az R sugart nyilt kérlapon beliil fusson: feltevésiink szerint |z—zo|<R', igy
welféer” ide, 1d. az iménti abran). Futtassuk igy az utat; igy az ekkor zo-t is meg kell, hogy keriilje.

Ekkor beirhatjuk az iménti geometriai sorfejtést, és ha integralhatunk tagonként, akkor

rajta 16v6 t-kre |z—zo| < |t—2|, azaz | | < 1legyen. (Azaz: az 1t a z koriili |z2—zo| sugart

T N & 0
Z—20 Z—20 Z—Z0
— ¢ LIy )= Y
f(Z) %27’” t—ZO ( + t—Zo + (t—Zo)z + (t—ZQ)g + > fQ?TZ t—ZO +
1=ag
W T s WG
tof(t , [dt f(t s [dt f(t 3
+ (==20) 27i (t—29)? +(z=20) 2mi (t—29)3 +(z=20) j{2m’ (t—29)% n
N— ——— N— —— N— ———
i=aj 1=as 1=as
=ag + ay - (2—20) + az- (2—2)* + asz- (z—2)> + ... (4.15)

9 Aki akar, nézzen utana a gorbék indexfigguénye néven futé komplex fiiggvénytani témakornek!
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e Tisztazni kell(ene), hogy itt tényleg integralhattunk tagonként. Ez egy matematikusi léleknek
igen, de az alkalmazésok szempontjab6l nem annyira fontos: a C.2. fiiggelékre hagyjuk. Ezt
meghitelezve viszont elmondhatjuk, hogy bebizonyitottuk, hogy az f(z) fliggvényt zy koril tényleg
z—zq szerinti hatvanysorba fejthetjiik: komplex differencidlhaté fiiggény tényleg analitikus.
Ranézve az el6z6 (4.15) eredményre az is latszik, hogy az egyiitthatokat éppen azok az integralok
adjak meg, amelyeket a pongyolabb (4.9) beazonositasbol szarmaztattunk:

(20+) ) (20+)
t f(t) tovabba ezt is és az Osszes ™ (2) dt  f(t)
ap = f(z0) = p———, . oo ap = = ———.
21 t—2 derivéltat is osszefoglalva: n! 27i (t—2zp)" !

Ezek tényleg a (4.11) Cauchy-formulédkhoz vezettek. (Figyelem: ezen integrdlokban csak zy az
izolalt szingularitas: az ut elég, ha zp-t megkeriili; z ugye ,el is ttint” kézenk6zon.)

Megjegyzés: kétféle képletiink is van tehat egy f(z) fliggvény hatvanysoranak egyiitthatoira: az
ay = % ™ (z) mellett a Cauchy-formulakkal (integralokkal) is kifejezhetjiik 6ket. Egyszertibb ese-

tekben konkrét szamolashoz a derivaltas valtozat célszertibb: ilyenkor az integralképlet ,tilkapas”;
utobbiakat elmélytiltebb fajta vizsgalatokhoz célszerd alkalmazni.

4.3. A Cauchy-formulak néhany tovabbi kovetkezménye

e Differencialhato f : C — C fiiggvény analitikus: Domf egy zg bels6 pontja koriil hatvanysorba
fejthets. Most az is kozelebb keriil, hogy egy ilyen sornak mennyi a konvergenciasugara.
Hatvanysor a konvergenciakorén belil differencialhato fliggvényt ad meg: olyan tartoméany, ahova
f nem folytathato el differencialhatéan, nem lehet a (2o koriili) konvergenciakoron beliil, azaz a
konvergenciasugér legfeljebb annyi, amilyen sugari korre f analitikusan elfolytathato. Maéasrészt
amilyen sugart korre elfolytathato, azon belil tényleg alkalmazhatjuk a Cauchy-formulak (és igy a
sorbafejthetség) imént latott levezetését, igy itt tényleg konvergens lesz a hatvanysor. Osszerakva:

Differencidlhato f adott zg koriili hatvanysoranak az a legnagyobb R érték a kon-
vergenciasugara, amilyen sugartu zy koriili nyilt koérlapra f elfolytathaté analitikusan.

Mas oldalrol: ha egy hatvanysor konvergenciasugara véges R, és az itt altala elGallitott fiiggvényt

megprobaljuk analitikusan elfolytatni b&vebb tartomanyra, akkor egy dolog biztos: van legaldbb

egy pont az R sugara korvonalon, aminek a kornyezetében nem értelmezhetd differencialhato (ana-

litikus) modon az elfolytatds. Az alappélda itt is az 1+ z + 2% + 2% + ... sor (melyre R=1): az
1

elfolytatas, az — szinte mindenhol differencialhato, de pont a korvonalon z=1-ben tényleg nem.

e Ha pl. f egészfiiggvény, akkor minden pont koril hatvanysorba fejthets végtelen konvergenciasu-
gdrral. Ha f csak izolalt szingularitasokban nem differencidlhato (amelyek nem megsziintethetdk,
vagyis f nem terjeszthetd ki rajuk gy, hogy ott is differencialhato legyen; 1d. alabb is), akkor f-nek
egy adott (nem szinguléris) pont koriili soranak konvergenciakére azon legnagyobb nyilt korlap,
amit a pontunk koré ugy ,felfajhatunk”, hogy épp ne tartalmazzon egy szingularitast se. Ezt igy
aligha lehetne a konvergenciasugérnak az 1.3. szakaszban latott limsup-os képletébdl lesztirni.
Példa: f(z)=tg(z) differencialhatd zp=0 koriil, tehat analitikus. Nehézkes megadni az itteni
hatvanysorat (Id. e jegyzet legeslegeslegutolsd képletét), de a konvergenciasugar biztos 7: ilyen
messze van(nak) a legkozelebbi szingularitas(ok), a valos +7 szamok. A thz z,=0 koriili soranak

konvergenciasugara is 7: itt a legkozelebbi szingularitasok a képzetes tengelyen j:%r—ben vannak.
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e A Cauchy-formula érdekes kovetkezménye az in. maximum-elv alabbi legegyszertibb valtozata.

Allitas: nyilt halmazon differencialhaté f fiiggvény esetén az | f| (4.16)
abszolutértéknek a halmazon beliil nincs lokilis maximumbhelye. '

Bizonyitds: ha zy a Domf akarmelyik belsé pontja, akkor ekoriil van egy olyan kis korvonal, ami
6 maga is, és minden ennél kisebb sugaru korvonal is teljes egészében Domf-ben van. Ha a t
integralasi valtozo egy ilyen (r sugari) koron fut, akkor ‘ﬁ! értéke azonosan % Ezt tudva az

erre a korre mint v gorbére felirt Cauchy-formuldban alkalmazhatjuk a szokasos integralbecslést:
1 t 1 t 2 1
(0] = ﬁfdt% <1 9m . max % <27 L x| £()] = max |-
A kapott egyenl6tlenség viszont nem fér 6ssze azzal, hogy f(zo) lokalis maximumhely, mivel ha az

2w tey 2r r  tey
lenne, akkor lenne olyan koériink, amin mar |f(¢)| mindenhol kisebb, mint | f(zo)|. Készen vagyunk.

Az allitast masképp is megfogalmazhatjuk: differencialhatd f fiiggvény értelmezési tartoma-
nyanak egy zdrt (a hatarat tartalmazo) részhalmazan az |f| a maximuméat a hataron veszi
fel. Pongyoldn fogalmazva: ha egy nem konstans differencialhatd f fliggvényt egyre messzebb
elfolytatunk, biztos, hogy az 6sszes ,korabban mar felvett” | f|-értéknél nagyobbal is talalkozunk.

e Az algebra alaptételének bizonyitasahoz a 2.5. szakaszban kihasznéltuk a Liouville-tételt: kor-
latos egészfiigguény konstans. Most bebizonyithatjuk ezt. Tegyiik fel, hogy f egészfliggvény.
Ekkor akarmilyen zo pont koriil hatvanysorba fejthets, a hatvanysor konvergenciasugara végtelen
(a sor mindenhol elgéllitja f-et), az egyiitthatokat pedig megadjak a Cauchy-formulak:

(z0+)
f(z) = ap+ &1(2’—20) + CLQ(Z—ZO)2 + ..., a, = L% dt —( f(t)

270 t—zp) 1

Mivel f mindenhol differencidlhato, akarmilyen (zp-t megkeriil§) zart v gorbét hasznalhatunk.
Legyen most v egy R sugari, zy kozepd kor (és majd az R—oo eset lesz érdekes). Ha ¢ ezen a
koron fut, akkor |W‘ értéke azonosan #. Az a, egyiitthatot ezen korre vett integrallal
elgallitva, majd a szokasos integrélbecslést alkalmazva tehat

1 f(t) 1
— . 27R- S . t
’j{%m t—2p) ”“ ~ 2 h e (t—2zp)ntt R Rort ST |f( )‘ -
Emiatt ha van olyan K pozitiv szam, K
an] < R ET £l amire | f|<K mindenhol teljesiil, akkor ¢ R

R akarmilyen nagy lehet: ha n#0, akkor a,=0 lehet csak. Csak ag nem feltétleniil nulla: kész.

e A latott bizonyitasi modszer (az in. egytitthatdbecslés) egyéb érdekességeket is nyujt. Példaul:
ha egy egészfiiggvény legfeljebb olyan gyorsan novekszik, mint egy polinom, akkor ¢ polinom.

Allitas: ha f egeészfiiggvény, és léteznek N €N ¢és KeR™ szé-
mok, amikkel |f(z)| < K - |z|" egy korlatos halmazon kiviil (4.17)
mindenhol teljesiil, akkor f egy legfeljebb N-edfoku polinom.

A bizonyitas az el6z6 masolata; a kiilonbség: most érdemes a zy=0-t rogton kiszemelni, és itt az
elég nagy korvonalon felvett |f(¢)| értekeket K helyett K - |z|Y = K - R¥-nel becsiilhetjiik feliil.
Ebb6l az ani1, anis, sth. egyiitthatokra adodik, hogy nullak: tényleg polinom a maradék.
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4.4. Izolalt szingularitasok, Laurent-tétel, reziduumtétel

Sok fliggvénynek vannak izoldlt szingularitdisai (1d. a 2.5. szakaszt): ilyen pontban a fiiggvény nem
értelmes, de koriilotte egy ,kipontozott” korlapon differencidlhato. Izolalt szingularitasokban a
hatvdnysorba fejthetéség helyett az un. Laurent-tétel ill. Laurent-sorfejtés tesz rendet.

1 1 1
z2—z07 (2—20)27 (2—20)
olyanok, hogy z, izolalt szingularitdsuk. Differencidlhato fiiggvény ag + a1(z—20) + as(z—20)% +

e ElGszor most is ,,motivalo modon” kozelitiink. Alapotlet: az 5 stb. fiiggvények

az(z—20)%+. .. alaki sorként all el6; ha a fiiggvényiinknek ehelyett izolalt szingularitasa van zo-ban,
akkor esetleg az el6bbiek szellemében negativ kitevds tagok is szerepelnek. Igy probalkozva:

f(2)

? C_3 C_9 C_1 _ _ 2 _ 0 _ n
- ol T o) + p— + co+c1(z—20) + calz—20)" + ... n:z—:oo cn(z—20)".

Ez a sorfejtés lesz a Laurent-sor. Az egyiitthatok pozitiv, nulla és negativ indextiek is lehetnek
(ezért is jeloltiik masképp Sket). Idézziik fel az alapvetd hurokintegralokat: egész n€Z esetén

ha n#—1, akkor f(zﬁ dz (z—z)" = 0, ellenben f(zoﬂ dz(z—2p) ! = 2mi.

Erre gondolva (mint a Cauchy-formulak bevezetésénél) készitsiik el a kovetkezd sorokat:

C_:
., (z—20)2f(2) =...+ . j + o 4+ ci(z—20) +co(z—20)2 +cr(z—2)2 + ...
2—20
. _ C_3 C_9 _ _ 9
(z2—20)f(2) iy (2—20)? + 2 + C + co(z—20) +ei(z—20)" + ...
_ C_3 C_9o C_1 N
f(Z) =...+ (Z—Z())?’ + (2_20)2 + —2 + Co + Cl(Z Zo) + ...
f(2) _ I C_3 X C_2 n (] " Co " c n
2—2 T (z=20)t (2—20)7  (2—20)? Z—20 ! o
f(2) _ C-3 C_2 n C_1 Co n C1 n
(z2—20)2 T (2—20)%  (z—20)* (z—2)3 (z—29)? 2—2 o
.. ¢és a tobbi,

majd integraljuk ezeket egy a zg koriili zart gorbére! Feltéve, hogy tagonként integralhatunk,
az ﬁ—t tartalmazo (pirossal kiemelt) tagok a megfelel§ egyiitthato 2mi-szeresét adjak, a tobbi
pedig nullat: arra jutunk (2mi-kkel osztva), hogy az egyiitthatokat ilyen vonalintegralok adjak meg:

(z0+)
C-3 271m dt f(t) - (t—20)*, vagy Osszefoglva az Ossze-
1 [GoH) set (ahol itt tehat az n in-
€2 2m dt f(t) - (t—2o0), dex pozitiv, nulla és nega-
(z0+) tiv egész értékd is lehet):
c4 = Jq{ dt f(t), M - (4.18)
zo—ti- (t) f(z) :nzz_ofn(z_zo)na
Cn = —
0 270 ) +)t—z0’ N 1 (Z((;tr) ft)
o = L SN0 7 = o (t—zp) 1
270 (t—20)?

Latni fogjuk, hogy akkor miikddik ez, ha a gérbe a z-t kivéve csak olyan pontokat keriil meg, ahol
f differencialhaté. Ha pl. zg-on kiviil van més szingularis pont is, akkor azt biztosan nem szabad.
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e Rendes hatvanysornal nem voltak negativ indext c,-ek. A ¢y, ¢1, ¢, ... egylitthatokat a Cauchy-
formulakkal megegyezd alaku integralok adjak most is. Hatvanysor egyiitthatoit a derivaltakkal
is megkaphattuk; itt ez igy esélytelen, mert a fiiggvénytink els§ korben nem is értelmes, igy nem
is differencidlhato zp-ban. Mas modszerekkel kellhet adott esetben a c,-eket meghatarozni; ekkor
majd azt is tudhatjuk, hogy ezek a c,-ek tényleg ugyanannyik, mint az ket megado felirt integralok
(amelyek elvi jelentSségtiek, konkrétan kiszamitani ket azonban &ltalaban reménytelen lenne).

e A Laurent-tétel az lesz, hogy adott f fliggvény adott zy izolalt szingularitasiban valdban létezik
és egyértelmii az f ottani Laurent-sora, ami el§ is allitja (=tokéletesen jellemzi) a fiiggvényt a 2
kornyékén. Elnevezések: adott f fiiggvény adott zg izolalt szingularitédsa esetén 2y az f-nek

— megsziintethetd szingularitasa, ha f-nek zy koriili Laurent-sordban
a negativ indexi ¢, egyiitthatok mind nulldk: c_1=c_y=c_3=...=0,

— me~edrendi polusa, ha az itteni Laurent-sorban az m-edik negativ c¢_,, # 0,
de a tobbi negativabb indextiek mar mind nulldk: c_(py1)=c_(my2)=...=0,

(4.19)

— lényeges szingularitasa, ha f zy koriili Laurent-sordban
végtelen sok negativ indext nem nulla ¢,, egyiitthat6é van.

Mas lehetGség nincs is. A talan leggyakoribb és legegyszertibb az elsérendii polus esete, amikor
c_17#0, de az ennél kisebbek nullak: ¢_o=c_3=c_4=...=0. A megsziintethetd szingularitast néha
nulladrendd pélusnak is hivjak (bar ez félrevezethet, 1d. késébb, a zérushelyek osztéalyozasanal).

e Egy zy izolalt szingularitas koriili Laurent-sort (és igy zo tipusat) feltir6 modszerek alapja az,
hogy mivel az itteni Laurent-sor egyértelmi, ezért ha zy kornyékén sikeriil a fiiggvényt egy latott
alakt, n€Z indexeken végigfutd sordsszeggel elGallitani, akkor az tényleg a keresett Laurent-sor.
Az alabbi példék mindegyikében csak egy zg izolalt szingularitas van (lassuk is be!):

f(z) = sin z A sin z hatvanysordbol z#0 esetén Si%:l—g—?+g—?—%+ ... ez a kells
z Laurent-sor. ¢,=0, ha n<0: itt zp=0 megsziintethet6 szingularitas.

— >-1)2
f(2) = 11— elfz. Az exp hatvanysorabol z#1-re % = ﬁ—%+z?;1—( 4!1)
(1—2)2 Laurent-sor. ¢_;=1, de ¢_,=0, ha n>1, ezért zp=1 elsérendi po6lus.

+...,eza

(2) 1 m alakba irva latszik: ez igy, ahogy van, egy egyetlen taghol allo
2) = =3
Laurent-sor zp=—1 koriil, ami harmadrendd pélus, mert csak c_3#£0.

Az exp hatvanysorat rendezve e~ V/% = . .. —Z;—l—%—%—l—zz;f—%—i-l,
f(z) =e V=, ha 2#£0: ez a zp=0 koriili Laurent-sor. Végtelen sok negativ indext c_,

nem nulla: z;=0 lényeges szingularitas (amire ez standard példa).

e J6jjon néhany tudnivalé az izolalt szingularitasok tipusairél; részben most bizonyitas nélkiil.

1. Ha z; megsziintethets szingularitas, akkor az ekoriili Laurent-sor ugyanigy néz ki, mint
egy csak pozitiv egyiitthatoji ,rendes” hatvanysor: f(z) = ¢y + c1(2—20) + ca(2—20)% + .. ..
Emiatt az ilyen fliggvényt (mivel véges ¢y hatéarértéke van zp-ban) kiterjeszthetjiikk zo-ba is
(,,megsziintethetjiik” a szingularitast): a kiterjesztésnek ugyanez a sor a hatvdinysora, igy ez
zo-ban is biztos differencialhat6. Egy megsziintethetd szingularitas tehat olyan, mintha egy szép

sin z
z

analitikus fiiggvényt szandékosan kilyukasztottak volna zy-ban. A fenti példaban ilyen.

2. Ha zy (m-edrendd) poélus, akkor ha z—zy, akkor |f(zo)|—00, hiszen az itteni Laurent-sorban
c_m(z—20)"" az elsé tag: (z—zo)™-nel szorozva olyan sort kapunk, aminek nulladfoku egytittha-
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toja c_,, negativ pedig nincs, igy zo-ban véges c_,, hatéarértéke van. A (z—zy)™-nel visszaosztva
kapott f(z) pedig végtelenhez tart. Polusba tehat nem folytathato el a fiiggvény analitikusan.

3. Ha z, lényeges szingularitas, akkor f(z)-nek zp-ban sem véges, sem végtelen hatarértéke
nincs, ,,0sszevisszan viselkedik” z—zg esetén. Az an. nagy Picard-tétel szerint ilyenkor barmilyen
kicsi 7>0 esetén a zy koriili r sugara kipontozott korlapon f legfeljebb egy kivétellel minden
komplex szam értéket végtelen sokszor felvesz. Ebbdl kdvetkezik a torténetileg korabbi Casorati-
Weierstrass-tétel is, miszerint minden w€C-re van olyan zg-hoz tart6 z, sorozat, amire az f(z,)
fiiggvényértékek w-hez tartanak: ilyen ,hatarértékként” barmilyen w szamot megkaphatunk.>°

e Kiemelt szerepe (és erre a szerepre is utalo kiilén neve) van a Laurent-sor c¢_; egyiitthatojanak.

Az f fiiggvény adott zg izolalt szingularitasbeli reziduuma
az ottani Laurent-sordnak —1-es indexid c_; egyiitthatdja:

(4.20)

Ha f(2)= i Cn(z—20)", akkor Res f(2) =c_1.

n=-—oo Z2=Z20

Mas néha a jelolés; altalaban egyértelmi, ha erre gondol a kolté. A reziduum egy adott izolalt
szingularitasban értends: ha f-nek tobb ilyenje is van, akkor ezek koriill més és mas lehet az 6
Laurent-sora, tehéat a reziduumok is alapvetfen mésok és méasok.

Reziduum=,maradék”. Amint méar lattuk is, az f(2)-t egy zo-t megkeriil§ gorbére integralva a
Laurent-sorbol csak a —1-es indexii tag ,marad” (=ad nem nulla jarulékot); még egyszer részletesen:

(z0+) (z0+) C_s cq
% dtf(t):j[ dt{...+( + +co+c1(t—z0)+c2(t—z0)2+...}:...+

t—Zo)2 t—Zo
(z0+) q¢ (20+) ¢t (z0+) (z0+) (z0+)
—l—c_gf =l +c_1% ; + CO]{ dt1 —I—clj{ dt (t—=2p) +07{ dt (t—z)*+. ..
—2 f—2
\—,_0/ ;\,_0/ —— — _

J/ N

vagyis tényleg: a fiiggvényiink ilyen zart gorbére vett korintegraljat a zp-beli reziduum adja meg:

1 (z0+)

— ¢ dt f(t) =c_1 = Res f(z)

4.21
27 ( )

z=29
e A gorbe itt meg kellett keriilje a vizsgalt 2, izolalt szingularitast, de mint fentebb is mondtuk, mas
olyan pontot nem szabad megkeriiljon, ahol f(z) nem differencidlhaté. Gyakran eléfordul, hogy
a vizsgalt fiiggvénynek tobb izolalt szingularitasa is lehet, és egy integracios ut ezeket valamilyen
el6irt modon megkeriili. Erre az esetre vonatkozik az eddigiek alapjan eléggé kézenfekvs

Reziduumtétel: ha a v 6nmagat nem metsz§ zart gorbe olyan nyilt halmaz-
ban fut, amiben f differencialhatd véges sok zj izolalt szingularitast kivéve, és

a 7y pozitiv iréa- j{dzf(z) =2mi- Y Res f(2)
v

nyitasu, akkor: 24 €ty 2=z,

(4.22)

Szavakban: ilyen zart gorbére vett integral értékét a megkeriilt szingularitdsok reziduumainak

50Ey a helyzet az iménti példa e~1/# fiiggvényével is, aminek zo=0 lényeges szingularitasa. Azzal, hogy ennek mint

C — C fiiggvénynek nincs hatérértéke 2o=0-ban, tokéletesen dsszefér az, hogy z€R™, x—0 modon (a pozitiv valos
tengely mentén) vett hatarérték 0. Ezt is kihasznaltuk a fejezet elején a 4.1. szakaszban, amikor ebbdl gyartottunk
példat sima, de nem analitikus R — R fliggvényre. Nyilvanvalé a mondottakbol, hogy ugyanaz a fliggvény nem
terjeszthetd ki gy, hogy példa lehessen sima de nem analitikus C — C fiiggvényre (amilyen ugye nincs is).
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osszegel adjak meg (2mi-vel szorozva). Az Intvy itt a v gérbén beliili részt jelenti: ha vannak olyan
izolalt szingularitasok is mashol, amiket v nem keriil meg, azok nem adnak jarulékot. A bizonyitas
lényege: a gorbénket a Cauchy-tétel alapjan csakis differencialhaté tartomanyokon at mozgatva
,szétdarabolhatjuk” olyan gorbékké, amelyek egy-egy szingularitast keriilnek meg. Az integral igy
az ezekre vettek Osszege lesz, egy ilyet pedig megad a fenti (4.21) képlet: 2mwi-vel atszorozva kész.

e
) @

©

28. dbra. A reziduumtételhez és bizonyitasdhoz: a zart gorbét, ami a szingularitasokat megkertili,
atdarabolhatjuk olyanokba, amelyek egy szingularitast keriilnek meg. Bejeldltem olyanokat is,
amelyeket a gorbe nem keriil meg: ezek nem szerepelnek az integral eredményében.

e A reziduumtételt sokszor hasznaljuk; djra kiemeliink néhany koriilményt. Sok esetben vannak
olyan szingularitasok is, amelyeket a kijelolt gorbe nem keriil meg: még egyszer hangsulyozzuk,
hogy csak azon szingularitasok reziduumait kell 6sszeadni, amelyeket a gérbe megkeriil!
(Ugyebar kikotottik, hogy ezek csak véges sokan lehessenek.) A felirt alak pozitiv irdnyitdsi gorbére
igaz (végss soron mert az ﬁ integralja pozitiv irdnyitasa korre 27i); negativ iranyitasa gorbére
vett integral a pozitiv irdnyitastinak —1-szerese. Figyeljiink tehat az iranyitasra is!

X ok ok

e Eddig csak feltettiik, hogy igaz a Laurent-sorba fejthetGség izolalt szingularitas kornyékén. A jo
hir: tényleg minden miikodik tigy, ahogy lattuk. Ehhez érdemes a Laurent-sor 1étezését precizebben
is leiilepiteni. Jelolje G, (a) az a€C pont kériili R sugara nyilt korlapot. A bizonyitandé 4llitas a

Laurent-tétel: ha z; az f : C — C fiiggvény izolalt szingularitasa, és

R>0 olyan sugéar, hogy f differencialhaté a Gr(zo)\{z0} halmazon, ak-

kor ha z ebben a halmazban van, f(z) elsallithato a kovetkezd sorral:

00 (z0+)
f(z) :n:Z_OO cn(z—20)", ahol ¢, = %7{ dt (t%ot))"ﬂ‘ (4.23)

A sor abszolit konvergens és egyenletesen is konvergens minden r;>0 bel-

86 és ry< R kiils§ sugara korgytirtiben (az indexhatéarok —oo-hez és oco-hez

tartasaban kiilon). Adott f és zp esetén a ¢, egyiitthatok egyértelmtek.

e A bizonyitashoz allitsuk el f(z)-t a Cauchy-formulaval egy z-t igen, de zp-t nem megkeriilg

gorbével, majd azt ,lasszoszertien dobjuk at” két darabban zo-t megkeriilg gorbékbe. A belsd, csak
zo-t megkeriil gorbe negativ iranyitasa lett; pozitiv irdnyitasra —1-gyel szorozva térhetiink &t.

L i s

= —¢dt—> = — pdt—> — — ¢dt ——. 4.24

1(z) 27m'7{ t—z 27?2'% t—z 27?2'7{ t'—z ( )

Mivel |z—zp| <R, a kiils6 (t-vel jelolt integralasi valtozoju) gorbét futtathatjuk a korlapon beliil, de

a zo kortili |z—zo| sugara koron kiviil: ekkor [t—zp| > |2—z0| minden ¢-re igaz lesz. Hasonléan, mivel

|2—20|>0, a bels6 (most t'-vel jelolt valtozojua) gorbét futtathatjuk a |z—zg| sugara kérlapon beliil,
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hogy |t'—z0| < |z2—20| legyen minden ¢'-re. Tegyiink is igy; ekkor minden ¢-re ill. ¢'-re }Z - ’<1

ill. ‘tz_jg |<1 igazak. Emiatt a fenti integrandusokban (a zo-t tigyesen beszirva) ezen kombmacmk
szerint geometriai sorba fejthetiink (ahogy korabban a Cauchy-formulak bizonyitasanal is tettiik).

[t'— 20| < |2—20]

|z—20| < |t—20|

29. abra. A Laurent-tétel bizonyitasdhoz hasznalt gorbeatdobas ill. az utak megszoritésa.

A fenti (4.24) kifejezésbdl igy arra jutunk (figyelve a mésodik tag elGjelére), hogy

(Z+ z0+) ) ) (20+) ) .
t
f + — dt/ f( ) . - —

11—z 271 z—zy 1— L=20

—20 Z—Zz0
(Z+ Zo+ , ’
1 < (2—z0\" t'—z\"

_ f( ) Z 0 4+ f( ) Z 0 7 (4_25)
271 t 20 m=o\1—2o 27m Z—20 a=o\ Z—20

ahol most tomoren, szummajellel irtuk a geometriai sort. Most is integralhatunk tagonként a
végtelen Osszegekben (ezt is a C.2. fliggelékben bizonyitjuk részletesen): igy viszont a tagokbol
kiemelhetjiik a z—zy szorzokat, igy tényleg z—z hatvanyai szerint haladé sor(oka)t kapunk:

1 & (zz200) £t 1 & 1 (z0%) ,
2= — > (z—2)" dt—"r =N At () - (¢ —z)" .
f(z) 271 Z< 0) 7{ (t—2zp)"t1 (2—zp)"' H1 j{ JE) - (#=20)
n=0 n/=0
Az els6 tag egytitthatoiban az integralokban most is észrevehetjiik, hogy az ¢ szempontjukbdl mér
nem lényeges, hogy az ut megkeriilje z-t, elég, ha zp-t megkeriili. Mindkét Osszegben a pozitiv és

a negativ hatvanyokat megfelelGen felismerve valoban arra jutottunk, hogy

e L ahol minden 1 D f(@)
= n\<— "t n\~" n7 n = 5 ’
/) n;oc (2=20) nEOS (2=2) n€Z-re tényleg ¢ 271 (t—2zp)"t1
Az egyiitthatok egyértelmiiségének bizonyitasa lényegében az, ahogyan a szakasz elején bevezettiik
az Gket megado integralképleteket: ha zy egy kornyezetében f(z) = 7 _ ¢,(2z—20)", akkor

(z0+) f(Z) B (z0+) amml _ (z04) e '
dz =z dz > en(2—20) § o § dz (z—2) =270 - Cp,  (4.26)
Z—zg)™ L2 m

n=-—00 n=—-oco ~

=271 Onm

hiszen csak a (2—z)~! integralja ad nemnulla (hanem 2mi) jarulékot, igy (a Kronecker-deltaval
lekovetve) csak egy tag marad az Osszegbdl. Az egylitthatok tehat egyértelmiien meghatéarozottak:
akarhogy is talaltuk meg Gket, tényleg ezekkel a (mar tobbszor felirt) integralokkal egyenlék. A
lényeg persze az, hogy itt (4.26)-ban is tényleg integralhattunk tagonként a végtelen Gsszegben:
ennek (ill. a tovabbi részleteknek: a sor abszolit konvergencidjanak és a mondott korgytrikon valo
egyenletes konvergenciajanak) bizonyitasat is a C.2. fliggelékben olvashatja, akit érdekel.
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e A Laurent-tétel iménti levezetése miikodik barmilyen olyan R sugara (kipontozott) korlapon be-
lill, ahova f differencialhaté modon elterjeszthets. Hasonlo igaz tehat a Laurent-sor konvergencié-
jara, mint a Cauchy-formulakat tudva hatvanysoréra: adott zy pont koriili Laurent-sor konvergens
azon legnagyobb R sugaru kipontozott korlapon, amire f még analitikusan elfolytathato. Pl. az

e 1/* fiiggvény (mely a zop=0-n kiviil mindenhol differencialhat6) Laurent-sora tényleg mindenhol

konvergens. Az fiiggvénynek a zp=0 polus koriili Laurent-soranak konvergenciasugara R=m

sin z
mert szingularitasok (mégpedig elsérendi polusok, 1d. alabb is) vannak n-mw-ben, ahol n€Z.

e Kitekintés: ha a vizsgalt fiiggvénynek vagésai (is) vannak, akkor ugye azok végpontjai (=az el-
agazasi pontok) nem izoldlt szingularitasok. Ezek kortul nem értelmes a Laurent-sor, és semmi, ami
ra épill: pl. a reziduumtétel sem miikodik a felirt forméban. Ha egy zart gorbe pl. egy véges hosszu
vagast is megkeriil, akkor az ilyenre vett integralt ,nem tsszuk meg” reziduumokkal (amik, mint
lattuk, az izolalt szingularitasokra valo ,radarabolasbol” jonnek be): kezelni kell a vagast (de méast
nem) megkeriil§ korintegralt is. Erre nincs olyan éltaldnos recept, mint amilyen az izolalt szingu-
laritasok koriili korintegralt megado (4.21) képlet volt, azonban bizonyos esetekben (ld. késébb)
vagasokra is ,rahuzhatjuk” az integracios utat, egyszertsitve ezzel a kiszamolandé integralt.

4.5. Poélusok és reziduumaik

e [gen sok alkalmazasban a reziduumtételt hasznaljuk; ,belép&ként” meg kell tudni hatérozni adott
f fiiggvény adott zy izolalt szingularitédsbeli reziduumat. Mindent megtudhatunk, ha rekonstru-
altuk a zp koriili Laurent-sort; ez azonban nehézkes is lehet. Jo hir tehat (és a gyakorlatban is
fontos), hogy pdlusokban egyszertibben is célt érhetiink; ezt vizsgéljuk most. Eléfeltétel, hogy
(esetleg szintén a teljes Laurent-sor ismerete nélkiil) beazonositsuk, hogy a vizsgalt zy valéban
poélus (és hanyadrendd). Idézziik fel: egy polus rendje a ,legnegativabb index” értéke, azaz

zo n-edrendd poélus, ha C_p Copt1

z) = (z—zp)"  (2—2zp)" !

vagyis c¢_,#0, de a negativabb indextiek nullak (a tobbi pedig lehet nulla is, nem is). Specialisan

ott a Laurent-sor ilyen: . Fatalz—z)+...,

2o elsérendii polus, ha ott a Laurent-sor ilyen: f(z) =c_1(2—20)"* + co + c1(z2—20) + - . ..

e KézenfekvGen bevezethetjiik zérushelyek rendjét is. Ha az f(z) fiiggvény a zo koril hat-
vdnysorba fejthets, azaz f(z) = ag + ay(2—20) + as(z2—20)* + . . ., akkor ha ay#0, akkor zy nem is
zérushely, ha viszont legalabis ag=0, akkor zy legalabbis egyszeres zérushely. A hatvéanysorokat (és
derivaltjaikat) ismerve gondoljuk ki, hogy az alabbi megfogalmazasok tényleg ekvivalensek:

a zo-t az f(z) figgvény n-szeres zérushelyének mondjuk, ha

f 2o koriili hatvany- ﬁ véges értek- f(20)=0, f'(20)=0,
sordban az els6 nem- < hez tart z-ban, de & ..., f"7U(z)=0,
nulla tag a,(z—2zp)". W MmMAr nem, de ™ (29)£0.

Nem hatvanysorral adott fliggvényre az utolsot kézenfekvs vizsgélni: annyi a zg zérushely rendje,
ahanyadik zp-beli derivalt az els6 nem eltting. Egyszeres a zérushely, ha f(z9)=0, de f'(zo)#0.

Polinomokra a zérushely rendjének mostani definicidja ugyanazt jelenti, mint a polinom
gyokeinek multiplicitasdnak (azaz az egyszeres, kétszeres, stb. gyokok) mar ismert fogalma, hiszen
ha zy egy polinom m-szeres gyoke, akkor pont (z—zg)™ szerepel a gyoktényezds alakban.
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e A gyakorlatban legfontosabb eset az, amikor a vizsgalando f két (most g-vel és h-vel jelolt)
fiiggvény hanyadosa, amelyek differencidlhatok (azaz analitikusak) egy nyilt tartomanyon:

ahol h(z)-nek zérushelyei vannak, ott

h(z) f(2)-nek izolalt szingularitésai lesznek.

Megjegyzés: lényegében biztos, hogy tényleg izoldlt szinguaritasokat kapunk; ha h zérushelyeinek
lenne torlodési pontja a tartomanyban, akkor az akoriili hatvanysort kigondolva, ahogy korabban
az analitikus fliggvények egyértelmiiségére vonatkozo (4.5) allitasnal lattuk, az ilyen h fliggvény
lényegében azonosan nulla lenne, ahol csak analitikus; ez nem érdekes eset a mostani szempontbol.

Az igy kapott szingularitasok annyiadrendid polusok, ahanyszoros a nevezé zérushelye, levonva
annyit, ahanyszoros zérushelye esetleg a szamlalonak van ugyanott (ami ezzel ,kompenzalhat”).

Konkrétan: » Ry .
(2) Ha egy zp a h nevezének N-szeres, a g szamlalonak pedig
f(z) = z B = S-szeres zérushelye, akkor ez a zg az f-nek N—S-edrendd
z

polusa (ha N>S), vagy S—N-szeres zérushelye (ha S>N).

Persze a felirt fliggvény gy, ahogy van, még S>N esetben sem értelmes zyg-ban, de ekkor megsziin-
tethet6 ez a szingularitasa: ha megsziintetjiik, akkor kapjuk a mondott fajta zérushelyet. Ahogy
sejtjiik: ahol nincs zérushely, az ,nullaszoros zérushelynek” tekintendd, és a nulladrendd poélus
(vagy nullaszoros zérushely) véges nemnulla hatéarértékd megsziintethets szingularitast (vagy nem
is szingularitast) jelent. Az alabbi indoklas egytttal megjegyezhet6vé is teszi a mondottakat:

ha zy a h-nak N-szeres zérushelye, akkor zy egy (kipontozott) kornyezetében
h(z) = an(z—20)" +ani1(z—2) T+ . = (z—2)Y [aN +ans1(z—20) + .. .],
ha zy a g-nek S-szeres zérushelye, akkor egy (esetleg masik) kipontozott kérnyezetben
g(2) = bs(2—2)° + bgp1(z—20)° + ... = (z—zo)s[bs + bsy1(z—20) + ],
emiatt a kisebbik kipontozott kornyezetben biztos igaz, hogy

S—N bs + b5+1(Z—Zo) 4+ ...
ay + CLN+1(Z_Z0) + ...

S =2y

A kiemelés utan maradt tort zp-beli Laurent-sora pontosan a nulladfoki taggal kezdédik, mert neki
zp-ban véges (azaz nem nulla, nem végtelen) é’—i hatarértéke van. Emiatt f itteni Laurent-sora a

)S—N

(z—20 -es taggal kezdddik, ami pontosan a mondottakat jelenti zo-ra nézvést, akar S>N (ekkor

a szingularitast megsziintetve zg zérushely maradt), akir N<S (ekkor polust kaptunk).
e Az iménti tipusu fliggvényekkel kapcsolatban be szoktak vezetni egy kiilon elnevezést:

Az f . C»— C differencidlhato fiiggvényt meromorfnak mondjuk, ha Dom f (4.27)
nyilt halmaz izolalt szingularitasok kivételével, melyek legfeljebb pélusok.

A gorogos szo jelentése kb.  részben+ (szép)alaka”. Az, hogy ,legfeljebb polusok”, ugy értendd, hogy
nem lényeges szingularitasok. (Szingularitasok torlodasi pontjai, vagasok, elagazasi pontok plane
nem megengedettek itt.) Meromorf fiiggvényekre alappéldak olyan tortek, ahol a szamlald egész-
fiiggvény és a nevez6 polinom: ezeknek véges sok polusuk van (a nevezd zérushelyeiben). Ha egy
meromorf fliggvénynek az egész C-n végtelen sok polusa van is, Domf korldtos zdrt részhalmazéan
biztosan csak véges sok van: ekkor 6t beszorozhatjuk olyan polinommal, aminek pont ugyanezeken
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a helyeken ugyanolyan rendid zérushelyei vannak; ezzel tehat a mondott részhalmazon mindenhol
értelmezett differencialhato fiiggvényt kapunk. Meromort fiiggvények tehat korlatos zart halmazon

mindig elGallnak egy ott mindenhol differencialhato fiiggvény és egy polinom hényadosaként. Az

g(z)
h(z)

imént vizsgalt f(z) = alaku fiiggvények tehat lényegében éppen a meromorf fiiggvények.

e Ratériink arra, hogy ha tudjuk, hogy egy f(z) fiiggvénynek a zy polusa (és azt is, hogy hanyadren-
dti), specialisan pl. ha f az imént latott ¢ alakt meromorf fiiggvény, akkor hogyan hatarozhatjuk

meg a 2p-beli reziduumot. Ez ugye a zy koriili Laurent-sor ¢_; egyiitthatéja.
Els6rendti polusban csak ez az egy negativ indexd tag van, igy egy z—zp-lal vald szorzassal

Elsérendii polusban  (z—20)f(2) = c_1 + co(2—20) + c1(2—20)° + .. ..

A jobb oldal folytonos fiiggvényt ad meg, z—zy hatdrértékben a z=zy-beli értékét adja, amiben a
c_1-en kiviili tébbi, legaldbb egyszer z—zp-lal szorz6do6 tag mind nullat ad. Lesztirtiik tehéat, hogy

Ha a 2z (legfeljebb)

els6rendi polus: Res f(2)

= lim [(z—zo) f@)} . (4.28)

2=z0 Z—20

Nem irhattuk, hogy értékeljik ki (z—zp)f(2)-t a 2o helyen, mert ha z, tényleg f polusa, akkor f
kifejezése altalaban 6nmagaban nem értelmes zp-ban. A felirt hatarérték viszont elsérendt polus-
ban biztos létezik; konkrét esetben minél nyilvanvalobb, hogy mennyi a (z—zg) f(2) elfolytatasanak
értéke zp-ban, annél nyilvanvalobb, hogy tényleg ez az érték épp a megkdvetelt hatarérték lesz.

A gondolatmenetbdl latszik, hogy a (4.28) képlet tényleg csak legfeljebb elsérendd polusban
miikodhet; magasabbrendd polusban ill. lényeges szingularitasban nem létezik ez a hatarérték.
Ha viszont mitikodik a képlet, és kideriil, hogy c_1=0, akkor a szingularitds nem polus, hanem
megsziintethetd: csak ¢, ¢y, .. .egylitthatok szerepelnek a Laurent-sorban.

e A gyakorlatban legfontosabb specialis eset az, amikor mint fent, f(z) = ZE‘Z; alakban adott,
és zp a szamlalénak nem zérushelye, a nevezdnek pedig egyszeres zérushelye, azaz g(zg)#£0,
és h(zy)=0, de h'(z0)#0. Ekkor tudhatjuk, hogy 2o az f-nek elsérendi polusa, és

9(2)
h(z)

hiszen h(zp)-t biintetleniil beirhattuk (mert 6 0). Ez a képlet kényelmesen alkalmazhato sok eset-

g(z) = 920y )

Res f(z) W(z)’

— lim [(z—zo)

2=z0 Z—r20

} =90 0 G e TR )

ben.’! Figyelem: tényleg kellett, hogy 2y a nevezs egyszeres zérushelye legyen: ha netan alkal-
mazas kozben azt talalnank, hogy h'(z9)=0, akkor rosszul gondoltuk: nem egyszeres a zérushely.

e Kicsit bonyolultabb hasonld képlet irhato fel n-edrendid polusokban, ha n>1. A triikk: beszor-
zunk z—zy megfelel§ (n-edik) hatvanyaval, hogy létezhessen a z—zy hatéarérték, majd megfelels
szamuszor (n—1-szer) derivalni kell, hogy pont a kell§ ¢_;-et ,hamozhassuk ki”. Konkrétan: tegytik
fel, hogy tudjuk, hogy zg az f-nek legfeljebb n-edrendti polusa; ekkor z, kipontozott kornyezetében

C_p Cc_, C_;
f(z) = + Lt ta(z—a) +ealz—%) + ...,

(Z—Zo)n (Z—Zg)n_l Z—20
= (z2=20)"f(2) = c_n + Copy1(z—20) + ...+ c1(z—20)"" + colz—20)" + ... ..
= (d%)n_l [(z=20)"f(2)] = (n=1)! - ¢4 + Freo(z—20) + ("Zl)’cl(z—z())z +.... (4.30)

51Adott f = & esetén a g és a h szétvalasztasa nem egyértelmt. Gondoljuk ki, hogy ugyanazt adja a képlet akkor
is, ha g-t is és h-t is egy zp-ban nem nulla sima x(z)-vel szorozzuk, mas szoval:  atrakunk egy részt” g-bol h-ba.
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Tényleg éppen jo igy, mert az n—1 darab derivalastol az n—1-nél kisebb foku (a c_s,...,c_,-es)
tagok kinullazodnak, a c_1(2—29)" ! tag éppen konstans (n—1)!- c_; lesz, a magasabb fokiak
pedig még mindig z—zy pozitiv hatvanyait fogjak tartalmazni. A kapott kifejezésnek mar vehetjiik
a z— 2o hatarértékét, amivel c_;-et, azaz a keresett reziduumot kapjuk. Osszefoglalva tehat:

Ha a 2 (legfeljebb)

n-edrendd pélus: Res f(2)

— 1im (Gl ()" (=20 ()] ). (4.31)

z2=z0 Z—r20

A mutatott (4.30) levezetés gyorsan rekonstruéalhato, segit a memorizalasban. A mostani (4.31)
képletbdl persze megkapjuk az elsérendii polusra vonatkozo (4.28)-at is az n=1 specialis esetben.

e Ha tudjuk, hogy legfeljebb n-edrendi polusrél van szo, akkor a Laurent-sor tébbi egytitthatojat
is megkaphatjuk az iménti (4.30) atalakitashoz hasonlé modszerrel. Ugyantugy haladva, csak maés
szamuszor derivalva (hogy c¢_; helyett egy masik egyiitthatot hamozzunk ki) ellendrizziik, hogy

Ha zy legfeljebb n-edrendi pélus, ak- . n—m n
o legfel] P e =l (25 (4)" " (=) F(2)]). (432)

kor az ottani Laurent-sor egyiitthatoi: z—20

Itt m legfeljebb annyi lehet, mint n; nincs gond az (n—m)!-sal. A gondolatmenetbdl latszik, hogy
a képlet (noha polusokra igazan hasznos) érvényes negativ m-re (pozitiv indext egyiitthatokra) is,
akkor is, ha nem is Laurent-sorr6l, hanem rendes hatvanysorrol van sz6 (azaz zp nem is polus).

e Ha f racionédlis tortfliggvény, akkor meromorf véges sok poélussal. Parcialis tortekre bontva, a
nevezl egyik zy zérushelyét kiszemelve a t6bbi zérushelyhez tartozo parcialis tortek zy kornyékén
analitikus fiiggvények, melyeknek itteni hatvanysorait geometriai sorral megtalalhatjuk. Példaul:

1
f(z) = P keressiik meg a Laurent-sort z=i kortil!
1 11 1] 1 o1 1 S T T (I
241 2ilz—i zi] 20 z—i 20 (z—i)+20 2 z—i 4 1-i(2—i)
1 i . i\ 2 . i3 .
— % — + i + }15 (z—1) + }1(5) (2—2)2—%%(5) (z—i)* 4 ...
A ~—— ~——
=c_1 =co =c1 =ca =c3

e Ha tehéat f racionalis tortfiiggvény, akkor f-nek a nevezs egy zp zérushelye koriili Laurent-
soranak negativ indext tagjai éppen a parcialis tortek koziil a zp-ra koncentraltak. Ezeknek (a
parcialis tortekre bontds soran ismeretlen) egyiitthatoit megadja az iménti (4.32) képlet: erre
céloztunk korabban az 1.2. szakasz végén. Az egyszeres zérushelyd nevezd esetére ott felirt (1.12)
képlet éppen az itteni (4.28). A parcialis tortekre bontéas tehat lényegében a Laurent-sorfejtés
alkalmazasa.

o Kovetkezzék néhany példa a szakaszban latottakra. Kérdés: hol vannak a szingularitasok, 6k
mik, és mennyik a reziduumok (ez Gjdonséag a 2.5. szakaszhoz képest). Szamoljuk at Gket!
1
1. f(z) = .
1) = 5
A nevezd masodfoku, és két zérushelye van: z=1 és z=—1, emiatt (is) mind a ketts egyszeres.

(Ez ugy is kidertil, hogy a nevezs derivaltja 2z, és ez egyik helyen sem nulla.) A reziduumokra
a (4.29) képletet alkalmazhatjuk: ebbdl Res f(z)’ =1 Res f(z)| = -1

=1 27 z=—1 2
ef—1

z

2. f(2) =
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A nevezének csak a z=0 zérushelye, és itt a derivaltja (ami a konstans 1) nem nulla, ugyhogy
igy is latszik, hogy egyszeres zérushely (ki gondolta volna...). Viszont a szamlalo is nulla itt,
de annak derivaltja, e mar nem, tigyhogy z=0 a szamléalonak is egyszeres zérushelye: a z=0 itt
tehat megsziintethetd szingularités (1 hatarértékkel); a reziduum természetesen nulla.

3. f(2) = ——, ahol a>0 pozitiv valés szam.
-

A nevezének négy z;, (k = 1,2,3,4) zérushelye van: z1=«, zo=—a, z3=ia és z4=—ia. A nevezs
derivéltja 423, semelyik zp-ban sem nulla: innen (is, és abbdl is, hogy negyedfokt polinom-
nak négy zérushelye lett) latszik, hogy mindegyik zérushely egyszeres. A szamlalé nem nulla
egyikben sem: mindegyik 2, elsérendi polus. A (4.29) képlet alapjan tehét Res f(z)| = 7

Az
22+ 2
SEAC 24452244
A nevezd zérushelyeit kell kitalalni: szorzattd alakitva (2%241)(2%+4), innen latszik, hogy négy
darab lesz: @, —i, 2i, —2i. Mar a darabszambodl is tudhatjuk, hogy egyszeresek, de abbdl is,
hogy a nevezé derivéltja, 423+10z nem nulla egyikben, sem (hanem rendre: 6i, —6i, —124, 121).
A szamlalo értékei pedig rendre: 1, 1, —2, —2, ezek sem nulldk: els6rendtiek a poélusok. A

reziduumok a (4.29) képletbél rendre: —*

ioi i i
67 6

6 6

5. f(z) =tgz. Els6 lépés észrevenni, hogy ez is a mostani tipusa tort: tgz = S22,
A nevezd cos z zérushelyei: (n+%)7r, ahol n€Z egész szam lehet. Ezekben a nevezd derivéltja
(ami sin z) nem nulla (igy ezek tényleg a nevezs egyszeres zérushelyei), és a szamlalo (ami most

szintén sin z) sem nulla: emiatt ezek a tg z elsérendi polusai. A reziduumok a toértbdl igy ugy

adodnak, hogy a SBZ_t azaz SBZ — _]-et kell itt kiértékelni: mindegyik reziduum —1.
cos' z — sz
6. f(z) =thz.
thz = iﬁ—j; a nevezd zérushelyei: (n—i—%)zﬁr, a nevezd derivaltja sem nulla ezekben, és a szamlélo

sem: elsérendii polusokrol van szo (persze ezt vartuk a tg alapjan, hiszen szoros a kapcsolat:
th(iz) = itg 2); a reziduumok a & = -t kiértékelve mind 1-nek adodnak.
7. f(2) = -5—, ahol wER valds szam és a>0 valds szdm.
Zé4o
A szamlalo sehol sem nulla, a nevezdének egyszeres zérushelyei vannak ia-ban ill. —ia-ban: ezek
igy elsérendt polusok lesznek, a reziduumok pedig tigy szamolhatok ki, mint eddig: az adodik,

hogy Res f(z)|Z:m = te7“* ill. Res f(z)‘zzﬂ.a = Lev,
8. f(z) = %, ahol weR valos szam, a>0 valos szam.

A nevez6: (2°+a?)?=(z—ia)?(z+ia)?, azaz itt ia is és —ia is a nevezd kétszeres zérushelyei; a
szamlalo pedig nem nulla itt: mdsodrendd polusaink vannak. Emiatt a reziduumokra a (4.29)
képlet helyett itt a bonyolultabb (4.31)-et kell hasznalni: n=2-vel arra jutunk, hogy

Res f(z) = Zli)IEli <(z+ia)2f(z)>/: zlin—li <%>/ _ sh(wa)_;;(; Ch(woz),
Resf(z) z=i: IZIES ((z—ia)Qf(z)),: lzlgi ((S;I—ll—(;jl),_ T Sh(wa)_z;;? Ch(wa), ugyanannyi.
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5. Alkalmazasok, tovabbi ismeretek

Ebben a fejezetben mar alkalmazéascentrikus 1j ismeretek keriilnek els: rdkanyarodunk a reziduum-
tétel alkalmazésaira (integralok kiszamitasahoz), az analitikus elfolytatas hasznalati lehet&ségeire,
ill. mindenféle, az eddigi tudasunkkal mar megoldhato ,yvegyesfelvagott” feladattipusokra.

5.1. Az analitikussag hasznositasai

e Az analitikus elfolytatéas egyértelmiiségét tudva a logaritmus— és hatvanyfiiggvények korében sok
esetben egyszertien kiderithetjiik, hogy a ,problémas” atalakitasok mikor miikodnek:

Ln(ab) = Lna + Lnb, (ab)* < at°,

Ugye akkor, ha arg(ab) = arga + argb, azaz nincs +27 kiilonbség (,atbukasbol”). Ha a, b, ¢ pl.
egy z valtozo fiiggvénye, akkor z kiilonféle értékeire nehézkes lehet ezt ellenérizni. De ha belatjuk
az egyenldséget a z valtozoban egy ,egyszert helyen” egy ,kicsi”, de torlodasi pontot tartalmazo
(pl. egy nyilt) halmazon, akkor ahova mindkét oldalt analitikusan elfolytathatjuk (amit sokszor
rogton a felirt fliggvényalakok ,megtesznek” nekiink odaig, ahova gy eljuthatunk, hogy nem kell
pl. vagasokon dtmenni), ott fennall az egyenléség. Példa: 2%+1 = (z+i)(z—i), node igaz-e, hogy

Ln(2*+1) < Ln(z+i) + Ln(z—i), vagyis milyen z-kre igaz ez?

Ha z nagy pozitiv valés szam, akkor a logaritmusok hasaban 1év6 szamok fazisai alig térnek el 0-t6l:
biztos nincs ,atbukas”, igaz az egyenlGség. Vehetiink errefelé olyan halmazt, aminek van torlodési
pontja: emiatt ahova innen dgy eljuthatunk, hogy nem megytlink at semelyik oldal vagasain sem,
oda analitikusan elfolytatodik mindkét oldal, azaz igaz az egyenlGség.

» ) Ln(z+i)+
! Ln(2?+1) — + Ln(z—1)

30. abra. Az Ln-es kifejezésiink atalakitasanak analitikus elfolytatassal valo ,lekévetéséhez”: a
csikozott tartomanyon egyenls a kétféle alak, mert oda mindkét alak ugyanigy elterjeszthetd.

e Az analitikus elfolytatas lokalis egyértelmiisége tehat kompenzéalhatja a hatvanyozas és a loga-
ritmus Osszefiiggéseinek kényelmetlenségét. Sokszor pl. komplex vonalintegralokban akarnénk igy
atalakitani: ha az ut egy pontjanak (kicsi, de nyilt) kornyezetében igaz az atalakitas, és az t men-
tén mindkét fliggvényalak analitikus (azaz gyk. az ut nem metszi egyiknek a vagasait sem), akkor
a kétféle fiiggvény értékei az ut mentén megegyeznek: az integralban megengedett az atalakitas.
Példa: legyen t a valtozo, «, f nem egész szamok, z¢R adott komplex szam, amire J(z)#£0, és

fi(t) == et (t—=2)", fa(t) == e't™ (—z)ﬂ(l—i)ﬂ; ,majdnem” ugyanazok.

z

Ugye t a valtozo; a nem egész kitevék miatt ahol a hatvanyalapok negativ valdsak, ott lesznek
vagasok. (Vazoljuk is fel a két fiiggvény ,szerkezetét™) A kérdés: ha fi-et ill. fo-t egy olyan v ttra
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integraljuk, ami —oo-bdl jon, oda is tér, és elkeriili a t€R, vagast, megegyeznek-e az integralok.
Latni valo, hogy t=0 mellett t=2 is eldgazéasi pont mindkét alakban; az utébbibdl induld vagés
iranya mas itt és ott. Hogy az it az analitikus tartomany(ok)ban haladjon, az kell, hogy az f;(t)-re
gondolva az ut egyik ,széra” a két vagas kozott fusson. (Ez tényleg lehetséges, mert kikotottiik,
hogy J(2)#0. Az abran J(z)>0, de a gondolatmenet ugyanigy miikodne J(z)<0-ra is).

Az integréalok egyenlGségére a valasz: igen, ha legalabb egy ,kis” helyen tényleg megegyeznek az
integrandusok. Ez pedig a jelolt pont (satirozott) kornyékén biztos igaz lesz, mert ott 1—§ éppen
valos, igy ott (—z)” (1—§)B = (t—2)? tényleg teljesiil. Kovetkeztetés: megegyeznek az integralok,
azaz masképp mondva: a latott modon atalakithatjuk az fi(t) integrandust fo(t)-vé.

! G I G
’0

........................... o =z ¢
NtAzz N‘
t=0 g t=0 g
B Y R
« L /8
h(t) =t (t=2)° fa(t) =1 (=2)°(1-3)

31. abra. Kétféle modon felirt integrandus vagasai a ¢t valtozo fiiggvényében; az adott integracios
utra vett integraljuk egyenls, mert az integrandusok a (sziirkével) jelolt hely koérnyékén biztos
megegyeznek, méashova pedig az ut mentén elfolytathatok.

e Sokféle, adott fliggvények kozotti azonossag is olyan, hogy tartalmaz egy (komplex) valtozot
vagy paramétert, amelynek fiiggvényében differencidlhato (azaz: analitikus). Ha az ilyen valto-
z6 valamilyen (az értelmezési tartoméanyaban torlodasi pontot tartalmazo) értékeire belatjuk az
egyenlgséget, akkor ahol csak értelmes (és differencialhato) mindkét oldal, ott igaz az egyenlSség.

,Osztondsen” hasznaljuk ezt sokszor; jojjon egy butacska példa. Ugye sin’z 4 cos’z = 1 igaz
minden z€R-re. A sin-t és a cos-t azonban mint C — C fliggvényeket is megismertiik. Az analiti-
kus elfolytatésokkal kapcsolatban tigy mondhatjuk: egyediil az ismert f(z) = sin z fiiggvény olyan,
hogy komplex értelemben differencidlhato, és R-re lesziikitve az ismert valés szinuszfiiggvényt adja
vissza. A cos-ra ugyanilyet mondhatunk. Innen nézve is meggy6z6dhetiink, hogy az egész C-n
is igaz a pitagoraszi Osszefiiggés, hiszen a bal oldal (a sinz + cos?z fiiggvény) és a jobb oldal (a
konstans 1) is komplex differencidlhatoak, tehat ha a sziikebb R halmazon (aminek mint C rész-
halmazénak nagyon is van torl6dasi pontja) megegyeznek, akkor a bévebb C-n is.

e Az alabbi fejtegetések a paraméteres integral differencialasi szabalya néven futo gondolat-
kort hasznositjak. Emlék: a paraméter szerinti differencialast ,bevihetjik” az integraljel ala:

b b
d of(t,x)
F(z):= [dtf(t —F(z) = [ dt —— y
@ = [asts = TF@ - [aE (5.1)
Ez kénnyen megjegyezhetd és természetesnek tiinik. Az ,indoklas” lelke ugyebar:

d

b b
— cbltf(t,x):lim Jo I (ty)dt = [ fo)dt . fty) = f(t )

?
d:L‘ Yy—x ’y—:L‘ y—x a y—;L‘

;/fit fiy L0 — 1 7) :/th—af(t’x). (5.2)

Yy—T Yy—x ox

a
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A kijelolt lépés a kérdéses (hogy az integralok hatéarértéke egyenld-e a hatéarérték integraljaval). A
pontos megfogalmazashoz kell egy kis plusz feltétel, ami — noha ,altalaban” nem teljesiil — a gya-
korlatban szinte mindig mdr automatikusan teljesil, ha a nyilvanvalo feltételek teljesiilnek f(x,t)-re,
amelyek ahhoz kellenek, hogy egyaltalan értelmes legyen a dolog: hogy f(t,z) és 0,f(t,x) min-
den elSkeriils z-re t-ben integralhatoak legyenek, ill. f(z,t) minden ¢-re = szerint differencidlhato
legyen. A pontosan megfogalmazott allitas viszont kifejezetten kimondja, hogy a paraméteres
integral eredménye, F'(z) tényleg differencialhato x szerint (és a derivaltjara a fenti képlet igaz).
Ez azért jo, mert tipikusan az f(t, z) a jol kezelhets fliggvény, és igy az integral eredményérsl, amit
esetleg egyaltalan nem tudunk egyszertien kiszamitani, mégis tudhatjuk, hogy differencialhato. Az
ide tartozo részleteket (és a sziikséges plusz feltételt) a C.4. fiiggelékben olvashatjuk.

e A paraméteres integral differencialhatosdgat és differencialhaté komplex fliggvények analitikussa-
gat Osszerakva kiilonféle integralok eredményeit kiterjeszthetjiik komplex paraméter-értékek
kozé. Bevezets példa: valos a>0-ra teljesen egyszertien kijon, hogy

[e.e]

1
Valos a>0 esetén / dte ™ = —. (5.3)
0

«

Valos a-ra pontosan akkor létezik az integral, ha a>0, tovabba komplex a-kra is értelmes lehet:
tudjuk, hogy egy f fliggvény pontosan akkor integralhato, ha | f| is az, tovabba (ahol is most a€C,
de t€R) az integrandus abszolttértéke |e=ot| = Ve—ote—a™t = ¢malota )t — =Rt omiaty

/dt e~ *" pontosan akkor létezik, ha /dt e M s azaz amikor R(a) > 0.
0 0

A paraméteres integréllal igy elGallitott fiiggvényrsl kideriil, hogy 6 mint « fiiggvénye komplex
differencialhato, azaz analitikus az 2R(«)>0 halmazon. Valos a>0-ra pedig igaz a fenti eredmény,
aminek jobb oldala, i is (persze, hogy) analitikus a-ban, ahol csak értelmes: emiatt (mivel az RT
halmaz nagyon is tartalmaz torlodasi pontot C-ben) a valés a-ra kiszamolt eredménybdl

i 1
Komplex a€C-re is:  ha R(«)>0, akkor / dte ™ = —. (5.4)
0

«

e A Gauss-integralokat is még a méar latottaknal is messzemendbben kiterjeszthetjiik. Ugyebéar

o0
Valés a>0 és S€R esetben /dt emot* Bt \/56_52/40‘,

A jobb oldal « és 3 fiiggvényében is komplex differencialhaté, és lesztirhets a paraméteres integral
differencialhatosagabol, hogy azon « és S komplex értékekre, ahol a bal oldali integral értelmes
(lassuk be az el6z6 példa esetéhez hasonléan, hogy ehhez itt az kell, hogy R(a)>0 legyen), ott & is
a-ban és §-ban differencialhaté fliggvényt allit el6. Emiatt viszont az integral eredményét komplex
a, B esetén is ugyanez a formula adja meg, hiszen ez az, ami komplex a-k és -k megengedett
tartoményaira analitikus modon elfolytatja a valos esetben levezetett eredményt:

Ha «, B€C, és R(a)>0, akkor /dt emOr Bt — \/§6_52/4a. (5.5)
A felirt jobb oldalnak mint « fliggvényének a€R;-on vagasa van, de az integral pont nem értelmes
ilyen a-kra, igyhogy a jobb oldalt az integral szempontjabol sosem kell a vagason kiértékelni.

A mostani modszerrel tehdt még a 3.6. szakaszban latottnal is tovabb altaldnosithattuk a
Gauss-integralt; egytuttal az ott mondott ugyanilyen jellegti eredményt is egyszertien visszakaptuk.
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5.2. Integralok kiszamitasa reziduumtétellel

A komplex fiiggvénytan kiemelt alkalmazdsi teriilete, egyben sok eddigi tudasunk Osszetételét
igényli az, hogy bizonyos integralokat a reziduumtétellel kezelhetiink (utobbi most ,,plusz” a korabbi
3.6. szakaszhoz képest). Ez egyszerd szamitéast tesz lehetGvé sokszor, és olyankor is hasznos lehet,
amikor primitiv fiiggvényt keresve nem boldogulnank.

e Egyszerid példaval kezdjiik, amit amigy is tudhatunk, ismerve az arctg fiiggvény derivaltjat:

1
1422

= T.

00 1 b d o9
Kérdés: 7, ::/iloar T =7? Vélasz: /al_‘j; = arctgb — arctga = /iiox

Ezt a végeredményt vezetjiik le reziduumtétellel is. Ez ebben az egyszerd esetben (plane elsére)
bonyolultabbnak ttinik, azonban a modszer szinte minden lényeges 1épését megismerhetjiik igy.
Els észrevétel: az integrandust tekinthetjiik ,szép kis” (most: meromorf) C — C fliggvénynek:

1 elsérendt polus z=—i-ben, Res f(z)‘z__i = _%7
fe)=—5 = N . ‘ - (5.6)
1+2 masik ugyanilyen z=i-ben; Res f(z)’zzi = 5.

A reziduumtétel megadja f(z) vonalintegraljait zéart gorbékre: minden olyanra, ami a z=i polust
1
2
gorbére, ami csak a z=—1i polust kertili meg negativ irdinyban, —1-2mwi-Res f(z) !Z:_i = —2mi-

(de a méasikat nem!) egyszer pozitiv iranyban megkeriili, ez 27i - Res f {Z:i = 27mi- 5= = 7, és minden

1 __
o = Tr.

J(2)<0

32. édbra. Az # integraljanak levezetéséhez. A korintegralokat a reziduumtétellel tudhatjuk
akarmilyen (az egyik ill. a masik polust megkeriils) gérbékre; ezek koziil a kiemelt, a valos tengelyen
futo integralt felfelé ill. lefelé bezar6dodo félkoriven vettel kiegészité gorbék kellenek most.

Kovetkez6 Osszetevs: |z|—oo-re T1ZQ elég gyorsan nullahoz tart minden irdnyban: gy, mint 1/|z|*.
2| is konstanshoz tart |z[—oo-re (most éppen 1-hez). Emiatt

Ezt ugye ugy értjiik, hogy |22 - e
van olyan K >0 szam, hogy ha |z| egy megfelel R; értéknél mar nagyobb, akkor |1 J:ZQ Hz|2 < K,
azaz ’ﬁk[{ /12|* teljesiil.®?® Igy 7z-nek egy R sugart félkorivre vett integraljarol a szokésos

integralbecsléssel kideriil, hogy nullahoz tart R—o0 esetén (hiszen ezen mindenhol |z|=R):

/ 1 K K
dz
Koy 122

< T
= {7 R2 R \—,>.z
Ha tehat a z=i polust megkeriils zart gérbének olyat vesziink, ami a valos [— R, R| szakaszbol és egy

A mostani esetben az J(2)>0 és az J(z)<0

0.
félsikon futo félkorivek esetén is igaz, hogy

R—o

felfelé visszatérd R sugari félkorivbél all, akkor a korintegral eredményét tudjuk a reziduumtételbsl
(1d. fentebb), méasrészt az R—oo esetben a [—R, R| szakaszra vett integral a keresett ffooo valos

52Nagyobb R;-t6l vizsgalodva K-nak a hatérértéket (most: az 1-et) egyre jobban (feliilr6l) megkozelits értéket is
valaszthatunk. Figyelem: z komplex, ezért nem igaz, hogy |1+2%|>|z|?, és emiatt ’le?k# teljesiilne. Ezért
kellett kériilményesebben érvelniink, hogy az ezutani becslésben hasznalhassuk ezt az 1/|z|? szerinti cskkenést.
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integralhoz tart, a félkorivre vett pedig nullahoz. Igy éppen megkapjuk a keresett integralunkat:

Az 3(2)>0 felsikon L |
= I — . )
zér6do felkorivbel: /_ degre /k dfiz) = =7 (5.7)

N

vV vV
— 71, ha R—~oo — 0, ha R—o0

Ugyanerre jutunk most az J(z)<0 félsikon zar6do félkorivbél is: a reziduumtételbsl kijott, hogy
ilyen gorbére (mint minden, a z=—i polust negativ irdnyban megkeriils gorbére) is ugyanennyi,
az integral. (Figyelem: lathato, hogy azért volt jo ez utobbi esetben negativ iranyitast venni, hogy
a valos [— R, R| szakaszra vett integral a kell§ irdanyban, —R-t6] R-ig fusson, és ne forditva.)

e Ugyanigy kezelhetjiik mas racionalis tortfiiggvények R-re vett integraljat is. Feltételek:
1.) a nevezd legalabb kettdvel magasabb foki legyen a szamldlondl, kiilonben nem lenne integralhato

a fiiggvény, mert csak 1/x modjara csokkenne, vagy nem is csokkenne +oo felé,
2.) ne legyen polus R-en, mert annak kérnyékén a fiiggvény R mentén is m modjara viselkedne,

ahol n>0: ilyenkor nem létezik az integral. (Felidézhetjiik a 3.2. szakaszt.)

F(2)=29 ) P(2)=2241, Q(2)=z2*+22+1.

Ujabb g4 =)
p(glda- 1 ::/d:c A2l =7 Ha z € R, Q(z) # 0, és @ kettével ma- (5.8)

gasabb foku, mint P: minden rendben.

A Q(z) nevezs zérushelyeire 2% = j:‘/Tgi—% = ¢*2m/3 ebbél megkapjuk Gket (az egységkort felva-
zolva). Egyszeresek; a Q'(2)=423+22 nem nulla benniik. A reziduumok igy CI;,((ZZ’Z)) modon adddnak:

2 = ei7r/3, 29 = 62i7r/3’ 23 = 6—7:71'/3’ 24 = e—2i7r/3.
Q' (1) = —3+/3i, Q'(22) = 3+/3i, Q'(z) = —3—V/3i, Q'(21) = 3—V/3i.
Resf‘z1 = —%gi, Resf‘@ = —\/Tgi, Resf}z3 = ‘/7?;@', Resf‘z4 = ‘/?gi.

Mint az elébb is, bezarjuk a [—R,R] szakaszra vett integralt félkorivvel. Akar felfelé, akar lefelé
tessziik ezt, az R—o00 esetben az ivre vett integral nulldhoz tart, mert most is az integrandus
minden irdnyban 1/|z|*> modon csokken, azaz van olyan R; és K>0, hogy ha |z|>R;, akkor

K K K
O 2 /kbiif(z) < TR = 0 (5.9)
Ha R>R; =/ R—o0

Figyelem: z; és z5 a fels6, z3 és z4 az also félsikon van! Elég nagy R sugart felfelé zarodo félkorgorbe
mar megkeriili a fels félsikon 1év6 polusokat: ezek most z; és z5; hasonléan, elég nagy lefelé zarodo
felkorgorbe megkeriili azokat a polusokat, amikre J(2)<0: ezek most z3 és zy.

33. abra. Az ajabb példa-integral kiszamitasahoz: azokat a polusokat kell figyelembe venni, ame-
lyikeket a gorbe megkertili. Most is (mint az elébb is) mindkét irdnya gérbével dolgozhatunk.
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A reziduumtétellel tehat arra jutunk, hogy a felsd félsikon zar6dé gorbére

j{dz f(z) = 27rz'(Resf|Z1—i— Resf|22> = Qm(_\/?gi_x/?gi) _ é\/gﬂ,
vy

O

méasrészt R—oo-re a [—R, R]-re vett integraldarab a keresett Z,-hoz tart, a korivre vett jarulék
pedig a fentiek szerint nulldhoz, tgyhogy a most irt eredmény éppen a keresett Z;-nek bizonyul:

]{ dz f(z) = / 1 F(o) + / Az f(z). DeclOlebbn amisik g g g
Y R IR

5 kSriv nullahoz tart R—oo-re:

A lefelé zarodo félkorgorbével is dolgozhattunk volna: ez zs-at és zy-et keriili meg negativ iranyban;
utobbi miatt egy —1 szorzo keriil a reziduumtétellel kapott eredménybe. A korintegréal eredménye
pedig ugyanigy a keresett integralunk értéke lesz R—o00 esetén, és igy is ugyanaz jon ki:

az als6 felsikon ]{ dz f(2) = —1-2mi <ReSf |+ Resf \Z) — —2m’<%§i+%§i) = 2/3r.
Y

zaroédo gorbére
és R—oo-re ugyebar itt is azt kapjuk, hogy ez éppen Z,-vel lesz egyenld.

e Gyakorlasképpen még kiszamithatjuk pl. a kovetkezsket is (hogy letilepedjen a modszer):

acR*; g2 T 1 T 1
L= et T 1= 4 -
allitas: 3 / . 1= /OOI 8+ad®  2a7 +\/§

e Néhany megjegyzés az eddigiekhez:

1. Nem varazslat, hogy a vizsgalt racionalis tortfliggvények esetében ugyanazt az eredményt adjak
a felfelé és a lefelé zarodo gorbék. (Fajdalmas is lenne, ha két helyes modszer kiilonbozs
eredményekre vezetne.) Ha egy ilyen fiiggvény legalabb 1/|z|? szerint csokken, akkor egy nagy
(0sszes polusat megkerils) egész korivre biztos nulla az integralja (mert ezt a kort , felfajhatjuk”
és a szokasos integralbecslés nem hagy mas lehetdséget). Vagyis a kétféle (az egész kort unioként
kiado) felkorgorbére vett integralok osszege nulla: ha az egyik iranyitasat negativnak vessziik,
a két integral megegyezik. (Ujra kiemeljiik, hogy figyeljink a félkérgirbéink irdnyitdsdra!)

2. Latva, hogy a végeredményeket a megkeriilt polusok reziduum-értékei ,allitjak be”, els¢ ismer-
kedéskor felmeriilhet, hogy nem lehet-e pl. tobb poélus esetén olyan gorbével zarni, ami nem
keriili meg mindegyiket, és igy mas eredményt levezetni ugyanarra a valds integralra. Nem:
ilyen bezar6 gorbét nem tudnank tgy deforméalni, hogy rajta mindenhol miikodjon az 1/|z|*-es
becslés, amibdl kijonne, hogy a korintegral értéke a valos integral eredménye. Val6ban: éppen
a meg nem keriilt pélusok jaruléka hianyozna.

34. dbra. a.) Ha a nagy korintegral nulla, a lefelé és felfelé zarodo félkorok tényleg ugyanannyit
adnak. b.) Meg kell kertilni az &sszes polust, hogy tényleg a végtelenbe vihessiik a visszatérd utat.
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3. Az a feltétel, ami miatt létezik az R-re vett integral (legalabb kett&vel magasabb foku nevezd,
mint szamlald) ugyanaz, mint ami ,lehet6vé teszi” a félkorivvel bezaros modszert: a legalabb
1/|z|*-es csokkenés biztositja az {v jarulékanak nullahoz tartésat. Az is kellett, hogy ne legyen
polus R-en: emiatt lesz az is egyértelmi, hogy melyik polust keriiljiik meg, és melyiket nem.

4. A fentebbi példakban egyszeresek voltak a polusok (igy az f={ = Resf=7; képletet hasz-
nalhattuk); ne ijedjiink meg att6l sem, ha valamikor a nevezének tobbszoros zérushelyei (és igy

tobbedrendi polusok) lesznek: ekkor is kiszamithatjuk a reziduumokat (1d. a 4.5. szakaszt).

5. Ha paratlan fiiggvény R-re vett integraljat keresnénk, eleve tudhatjuk, hogy az nulla. Valos
fiiggvény integralja R-re a ,komplexezés” utdn mégis valésnak kell, hogy adédjon, ill. ha az
integrandus minden x€R-re pozitiv, az integralja is az; ezek j6 onellendérzési lehetGségek.

6. Az eddigi fajta integralok Newton-Leibniz-formulaval is kiszamithatok (parciélis tortekkel); ez
lényegében a most latott modszer eredményeit rekonstrualja, de ,attekinthetetlenebb” modon.

X ok ok

e Jojjenek olyan példak, amelyeknél nem mindegy, hogy melyik irdnyba zarjuk az utat! Az elsé
ilyen (ami azért is érdekes, mert nem lehet zart alakban kiszamolni Newton-Leibniz-formuléval):

Legyenek a,w valos szamok / o glwr
’ ’ Kérdés: de —— =7 5.11
a>0, de w>0 és w<0 is lehet. eraes _Oox x24a? (5.11)

iwz
_ e

Az integrandust kiterjesztjiikk C — C fliggvénnyé: f(2) = 5.
és a nevezdnek van két egyszeres zérushelye z=+ia-ban, emiatt a fliggvényiink meromorf, és

Ez egészfiiggvények hényadosa,

i) g(2) eiwz z1=—1a els6rendd polus, Res f|_m: }i’,((__ii‘;)) = _E;:a,
Z) = i e— = i —wa
h(z)  2*+a? 29=ta is elsérendd polus, Res f‘m = 5,((12.‘;)) = &—.

Hasonl6 a recept, mint fent: a reziduumtétellel tudhatjuk a polusokat megkeriil6 utakra vett kor-
integralt, méasrészt ha az utat raigazitjuk R-re, a maradék jarulékot pedig a szokésos becsléssel
nullaként beazonosithatjuk, akkor lesziirhetjiik, hogy a reziduumtételbdl a keresett, R-re vett in-
tegralunkat kaptuk meg. Itt is egy a [—R, R] szakaszt R sugaru félkorivvel zar6 ut fog kelleni:

felfelé zarodo, igy zy=ia-t pozi- lefelé zarodo (ze=—ia-t megkerils
tiv iranyban megkeriil§ félkorre negativ iranyitasu) félkorre pedig (5.12)
f(zlﬂ dz f(z) = 2mi - Resf|, = Ze ™", f(zr) dz f(z) = —2mi - Resf|_, = Ze.

Ha w+#0, ezek nem egyenldk. Kérdés, hogy melyik esetben (ha egyaltalan valamelyikben) mitkodhet
az {v jarulékanak nulldhoz tartasat biztosito becslés. Az f(2) nevez6je |z|> modjara novekszik, ami
»j0": a mR félkérhossz szorozva K/R?-tel nullahoz tart (ezt hasznéltuk racionélis tortfiiggvények

kozott is). A szamlalo viszont most e™?: valés z = x-re ’e ‘ = 1, azonban komplex z-re

Ha z = x+1y, ahol z, yeR = 2| = ‘ei“(‘””y)‘ = [e""| - |e7Y| = eV,

Ezek alapjan tehat R—o0 esetén egyelére annyit mondhatunk, hogy

f(z)dz

félkoriv

<7R- max |f(2)| <7R- 52 - max (e”™¥Y). (5.13)

zefélkdriv R?  zefélkériv

Lényeges, hogy ahhoz, hogy a nevezs |z|*-es novekveését kihasznalhassuk a K/ R%-es feliilbecsléshez
(ami kell a 7R ivsugar kompenzalasdhoz), tényleg mindenfelé végtelenbe kell vinni a félkorivet, a
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valos tengelytdl is eltavolodva. Ekkor viszont az iven elSkeriils z-k kozott lesznek, amikre |y| o< R,

azaz y—oo (ha felfelé fut az iv), vagy y——oco (ha lefelé). Az e~V ilyen y-okra vagy exponencialisan

novekszik (ami elrontja a % csokkenésének hasznat), vagy exponencialisan csokken. w el6jelén

mulik tehat, hogy melyik utat kell valasztanunk, hogy az (5.13) becslést tovabb flizhessiik.

Ha w>0: )
ha y — +00, e csé/')kken; ?kkOT w>0 esetén ha felfelé za-
y>0 esetén e™“¥<1, és ez elég. rodik a félkoriv, akkor,
ha y — —o0, e”“¥ nd, és ezt nem ha w<0, akkor pedig ha le-
kompenzalja % csOkkenése sem. = felé, akkor igaz, hogy (5.14)
Ha w<0, forditva: K TK
< . —wy) <« 100
ha y — 400, e™“¥ tul gyorsan ng, féﬁigizdz - R o (6 ) - R’

y<0-ra viszont ekkor e™“¥ < 1. J

és ™8 nulldhoz tart, ha R—oo. A masik esetekben az ivre vett integralrol nem tudjuk biztosi-

R
tani, hogy nulldhoz tart R—oo-re. Igy a valos [—R, R| szakaszra vett integral (mely a keresett
ffooo integralhoz tart) a felfelé zarodo gérbébdl kapott reziduumtételes eredménnyel, az (5.12) els6

képletével egyezik meg, ha w>0, viszont a lefelé zarodo gorbébdl kapott mésodikkal, ha w<0:

00 eiwz (ia+) eiwz T
/dx —_— = f dz —— = 27 - Res f‘ = —e v ha w>0, toviabba
- ZE2+G2 22+6L2 z=ta a
o9 WL (—ia—) iwz
e e 0
de —— = dz —— = —2mi - Res = —e“,  ha w<0.
/—oo $2+CL2 % 22+CL2 @ f}zzfza a
Esetiinkben szépen Osszefoglalhatjuk a kétféle lehetGséget: akar w>0, akar w<0, igaz, hogy
o] eiwx T el
Ha weR, akkor dr ——5 = —e™ % (5.15)
oo Tta a

_1
z2+a?

tortfiiggvények kozott is -t kaphattunk, ami beleillik az eredményképletbe (w=0-t frva).

" 00 Siwz " 00 eiwz
/d17 ——, w>0 /d17 -, w<0
o XEHta o XEHta .
v 1a

|eiwz| < 1 S
®ia !p
J

Persze kiilon meg kell nézni az w=0 esetet, de ilyenkor integraljarol van szo, amire racionalis

$ia |€iwz| < 1

35. abra. Az iménti integral levezetéséhez: w>0 és w<0 esetében az egyik ill. a masik iranyban
zarodo félkorbdl kapott eredményt tudjuk beazonositani, mint a keresett integralunk eredményét.

e Az el6z6 gondolatmenetet mindig végig kell vizsgalni, ha exponencialis ndvekedés vagy csok-
kenés kozott valasztva donthetjiik el, hogy melyik irAnyba zarjuk az utat, hogy miikddjon az iv
jarulékdnak nullahoz tartasat bebiztosité becslés. Még egy példa, most mar nagyobb lépésekkel:

oo T e—iwx g(Z) Ze—iwz
eR; de —— =7 = = = )
wER /_ p— /) h(z)  zi4a*

[e.9]
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Négy elsérendi polus (z1, 29, 23, 24) van a nevezé zérushelyeiben:

( 1 eiiwzl ]_ wa _ iwa
= gt = = _ _¢Vig V2
21 = Q—px V2 Res f(Z) ‘sz 42% 42@26 2e 2,
Az 3(2)>0 felss félsikon: .
—14i et —1 “e 159
| 2=0n RSO, =g = et
( e_iWZ3 1 wa iwa
—1—i
- = = _¢ vVievz,
73 =a= 5, Res f(z)|Z:Z3 22 = L€ ze
Az 3(2)<0 also félsikon: ,
1— ( >‘ e —1 _wa _iwa
zg =a‘Z,  Resf(z = —— = —5€ Ve VZ.
2 = 2 2
L V2 2=24 4z dia

f(z) tortfiiggvény-része”, 7 gy csokken abszolutértékben, mint K/ |2|3; ezt kihasznéalhatjuk a
visszatéré R sugaru felkoriven (ahol |z|=R). Lefelé ill. felfelé zarodo félkoriven y<0 ill. y>0 (ahol
is 2 = z+iy); tovabba |e”™?| = e*¥. Igy ha w>0, akkor ez y<0 (lefelé zarodo félkoriv) esetén lesz
1-nél kisebb-egyenld; a masik félsikon exponencidlisan névekedhet, elrontva a tortfliggvény-rész
csOkkenését. Ha w<0, forditva: a felfelé zaro6do iven lesz e*V<1.

Ahol az exponenciélis tényezé is 1-gyel feliilbecsiilhetd, az {vre vett integral nulldhoz tart R—oo-
nél. Ha tehat w>0, akkor egy lefelé zarodo félkorivet kell venni (ami z3-at és z4-et keriili meg), ha
pedig w<0, akkor felfelé zar6dot (ami zi-et és zo-t keriili meg); ekkor a keresett integrél értéke a
korintegrallal egyenls, mert R—o0o-nél csak a valos tengely jaruléka marad.’® Osszerakva tehat:

(z1+,22+)
re T ze WE M wa , iwa iwa
de ——= ¢pdz —— = 27Ti<ReS +Res > =—ev2(ev2 —e v2), ha w<0,
/—oo m4+a4 % Z4+a4 f}:fq f‘zz 2@2 ( )
- . (zmma) A
xe_lwx Ze_zwz . e _ wa iwa _ iwa
/_(Oioxm = ]{dzm = —27rz<Resf‘Z3+Resf’Z4) = 2—a26 \@(e\/ﬁ —e ﬁ), ha w>0.
Itt is Osszefoglalhatjuk az eredményt w>0 és w<0 esetére is:
0 peTiwr - T -] . wa
/_ix il = 2t v2lsin (ﬁ) (5.16)

e Gyakorlasként hasonlé modszerrel levezethetjiik pl. a kovetkezst:

Allitds: /im ;6+a6 = %{e E [cos (iwa) +V/3sin (‘[|w|a)} +e “M} (5.17)
Keményebb didként j6jjon egy olyan, ahol tobbedrendi poélusok vannak, igy a reziduumokat az
erre valo bonyolultabb médon lehet kiszamitani (1d. a 4.5. szakaszt); probalkozzunk meg ezzel is:

. o glelwr 8 —alw
Allitas: /_(jox iR = — (1 — alw|)e . (5.18)

o A latott fajta, e™™%-es integralok Fourier-transzformdciok soran keriilnek elS késébb; vissza is
tériink rajuk és néhany tulajdonsagukra. Az Euler-formulaval valos— ill. képzetesrész-képzéssel
(valos integralrol van szo!) akkor is ilyenekre juthatunk, ha trigonometrikus fiiggvények sze-

53Tipikus hibalehetdség, hogy egyszer megjegyez valaki olyasmi mondokakat az ilyen tipust integralokra, hogy
»ha w ilyen, akkor erre zarunk, kiilonben arra...” Nem; konkrétan a felirt fiiggvényalakot megvizsgalva végig kell
mindig gondolni, hogy az exponencialis cstkkenés melyik iranyta bezarast implikal.
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repelnek hasonl6 kiosztasban. Az el6zGeket hasznalo ilyen példak:

* cos(wr) % g T _
Is = [ de ——— =7 = 75 = Re dx = —¢ Wl
° / r?+a? ° { /_ r?4-a? } a

[ xsin(wz) % pe T T ol . fwa
IG:/(OEEW:? = 1621111{/2105(7@}:?6\/5 Sln(%).

e Néhany megjegyzés az ilyen tipusu integralokhoz:

1. Egy ilyen, cos(wx)-et vagy sin(wz)-et tartalmazo integralnal hibalehet&ség, ha a cos(wz) vagy
sin(wz) modon irt C — C integrandust tekintve probaljuk félkérrel zarni az utat. Polinom-
nevezével igy nem mikddne az iv jarulékdnak feliilbecslése, mert a valos tengelytsl tavolodva
|cos(z)| és |sin(z)| is exponencialisan né erre is, arra is (1d. pl. a korabbi 2.5. szakasz végén). A

tiwz

helyes ut: amit lattunk, visszatérni e*™"“?-ra; ennél van esélyilink az egyik iranyt zaréassal.

2. Erdemes figyelni a parossagra-paratlansigra: sin(wz) paratlan, cos(wz) paros fiiggvény. Eze-
ket péros ill. paratlan racionalis (és hogy integralhato legyen, legalabb N% modon csékkend)
tortfiiggvénnyel szorozva a kapott fiiggvény pératlan, integralja R-re nulla. Tovabba cos(wz)

wa we_nek és paros ill. paratlan fiiggvény szorzatanak

ill. sin(wz) az ™ valos ill. képzetes része: e

integralja emiatt tiszta valos ill. tiszta képzetes lesz, ahogy lattuk is a fenti példakban.
3. x——u helyettesitéssel (,tlikrozéssel”) az adodik, hogy ffooo f(x)dz = ffooo f(—x)dz, mivel a ha-

tarok cserélédnek, és visszacserélve kiesik a dx —1-gyel szorzodasa. Példaul tudhatjuk, hogy

s » . ) ) '

‘(’; et T 30 e Osszenézve: az eredmény ugyanannyi w-ra
x = x : L

o T2Ha? e T2Ha? és —w-ra: az eredmény w pdros fligguénye.

Fentebb ezt végigszamoltuk w>0-ra és w<0-ra is (az Ut ,merrefelé zarhatosaganak” gyakorlasa-
ként); most latjuk, hogy elég lett volna pl. w>0-ra: abbol rekonstrualhatjuk a paros w-fiiggési
(5.15) eredményt. Mas esetben is sokszor lesziirhetjiik igy az eredmény w-fiiggésének parossagat-
paratlansagat, amit tudva elég lehet csak pl. w>0-ra konkrétan kiszdmolni az integralt.

e Eddig itt szigortan integrdlhato fiiggvények keriiltek el6: pl. racionalis tortfliggvényeknél ehhez
kellett a legalabb kettével magasabb foka nevezd. Az ebben a szakaszban latott modszerek im-
proprius integralokra (1d. 3.2. szakasz) is miikodhetnek, azaz amikor csak egy véges szakaszra vett
integral hatarértékérdl beszélhetiink. Példa: legyen w, a€R™ és tekintsiik a kovetkezd integralt:

0 plw b T eiwr R T eiwr
Létezik-e dr ——— 7 Hat lim [dr ——, specidlisan lim [dz——— 7 (5.19)
oo TPt zg:):oo o Tta R—oco J_p Tt

e}

Az els6, a rendes integral nem létezik, mert akkor az abszolutérték is integralhato lenne, de nem

az (mivel z€R-re [¢™7|=1, igy az abszolutérték csak ~ L szerint csokken +oo felé). A mésodik (a

hatarérték) viszont létezik w#0-ra; ezt hivjuk ekkor improprius integralnak.5*

5 Ez azon mulik, hogy (az abszolitértékével ellentétben) w#0-ra az e™“*-es integrandus valds és képzetes része is
valtakozo el6jeli: a kiesések miatt az abszolatérték lassabb csokkenése mellett is 1étezik most a hatarérték. (Ilyesmi
a helyzet az improprius integral valtakozo lépcs6s alappéldajanal is, 1d. a 3.2. szakaszt.) Mostani esetiinkben egy
parcialis integralassal ,elGkezelt” durva integralbecsléssel lathatjuk be a hatarérték létezését: 0<b; <bs<oo-re

ba iwx 1 iwx | b2 by iwz 2_,.2 1 b b b2d 9 1 1
o = = P L
b T2ta iwazita?|,  Jy,  iw (zP+a?) lw| [b+a?  b3+a? ), x lw| | b1 b

ami elég kicsi, ha by,bs elég nagy: emiatt (tudva a konvergencia Cauchy-kritériumait) létezik az fj integralunk
b—oo hatarértéke. Ugyanigy belathatjuk az als6é hatar a——oo esetének megfelel§ hatarérték létezését is.
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Mivel létezik itt a lim, o0 psoo fab hatarérték, ez ugyanannyi, mint a harmadik feltett kérdés
(a lehetséges a, b—+o00 atmenetek egy specidlis esete). Kiszdmolni ez utobbit tudjuk: a C — C

22+a?
polust megkeriils, R sugara félkorivre vett integralja fv dz f(z) = 2miResf ‘Zl = 2mi
Az sugallta a felfelé zarast, hogy e most a fels6 z-félsikon csokken exponencidlisan (mert w>0):

az kovetkezik, hogy beldssuk, hogy R—oo-re az {v jaruléka nullahoz tart. A félkoriv z(p)=Re™,

fiiggvénnyé kiterjesztett f(z) = integrandusnak egy felfelé zar6do, az ottani egy darab z; =i«

e wa

—Wo

=ime

¢ € [0, ] paraméterezését hasznélva és ugy rendezve, hogy az R—o0 esetre ,raérezhessiink™

™ . ) Reigo ex ,l'wReigp ‘ ™ eincoswe—szing@
jlfdzf(z) :/dgozRe“"- 5 5( 5 ) :z/dgo —— (5.20)
felkériv - R2e2e4o . 1+%e—2w
A nevezd itt ¢-ben nézve egyenletesen 1-hez tart, ha R—oo; a szamlaloban |e“Rcs¥|=1, az

e~wBsing pedig o €0, 7| esetén nulldhoz tart R—soo-re, de nem egyenletesen (ha o0 vagy o=,
akkor nagyon lassan). Az egész integrandus tehat ¢ € ]0, 7[-n pontonként nulldhoz tart, és (adott
értéknél nagyobb minden R-re egyszerre) majordlhatd egy konstans értékkel, ami integralhato
[0, w]-re. A Lebesgue-tétel alapjan tehat (1d. a 3.2. szakaszt) az integral hatarértéke egyenls a ha-
tarértékfliiggvény integraljaval, ami nulla (noha az integrandust most nem tudtuk nulldhoz tarto
konstanssal feliilbecsiilni, hogy igy a szokasos integralbecslést hasznalhattuk volna).

Belattuk igy, hogy az iv jaruléka nulldhoz tart: a megkeriilt polus reziduumabol tehéat

R W wz
Ha w>0, akkor lim /dq: re 271 - Res(L>

=ime . 5.21
R—oo |_p [E2+Oé2 ZQ+OéQ ( )

e Ujabb idevago alkalmazas: a reziduumtétellel kombinalva a tg z, ctg z, th z, cth z fiiggvények
menetét bizonyos ,,algebrai” sorosszegeket kényelmesen tudunk kezelni. Példa (itt a>0 valos):
* 1 7 ch(ra) 1
Zin2+a?  2ash(ra) 202

Allitas: (5.22)

A modszer lényege: a ctg(mz) = Zfrf’((::)) fliggvényrdl (a korabbi 2.5. és 4.5. szakaszok végei felé a

tgz = % fiiggvényre latottakat értelemszertien atirva) a kovetkezdket tudhatjuk:

1.) csak a z=n, n€Z helyeken nem differencialhato; itt elsérendd polusai vannak % reziduummal,

2.) a valos tengelytdl tavolodva korlatos marad: ha z = x+iy, és y— 00, konstans %—hez tart.

Ismerve analitikus fiiggvények ,merevségét” taldn nem megleps az, hogy ha egy fliggvénytsl meg-

kéveteljiik ezeket, akkor nincs is nagyon més valasztasunk, mint éppen ez a ctg(nz) fliggvény.
Egy olyan ttra vett integrdl, ami pozitiv irdnyban megkeriili az Gsszes poélust, az ezekbeli

reziduumok (végtelen) Gsszegével fejezhets ki: tekintsiink egy ilyen v utat ill. a kdvetkez6 fiiggvényt:

o0

1 1

T n24+a?’
o

ctg(mz)
22+a?

f(z) = (5.23)

]{dzf(z) = 2mi i Resf’Z:n = 27 -

v n=-—00 n=-—

Az f(z):fglg;, g(z):(;sgzg), h(z)=sin(rz), és ebbdl h'(z)=n cos(mz) beazonositassal ez az f olyan

volt, hogy a vizsgalt z=n polusokban ¢ sima, h-nak egyszeres zérushelyei vannak: a reziduumot

55Pl. ha megkdveteljiik (ami ctg(mz)-re teljesiil), hogy valés 1 szerint periodikus legyen, akkor nincs is més ilyen
fiiggvény. Egy masik ilyennek és ctg(mz)-nek a kiilonbségének az n€Z helyek megsziintethetd szingularitasai lenné-
nek: ezeket megsziintetve egészfliggvényt kapnank, ami mindenhol korlatos (a valos tengely véges kornyezetében a
periodikussag és a folytonossag miatt, attol tavolodva pedig a mondott korlatossag miatt), igy tehat Liouville tétele
miatt mindenhol konstans lenne, de ez a konstans csak nulla lehet a hatarozott y— oo-beli hatarérték miatt.
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7 modon szamolhattuk, igy tényleg mejelentek a plusz szorzo, ﬁ itteni értékei. Sikeriilt tehat
(majdnem) a keresett sordsszeget egy komplex integrallal kifejezni.

Kozben észrevehettiik, hogy a felirt f(z)-nek még a plusz szorzobol szarmazoan z==ia-ban is
poélusai vannak. Az jon most, hogy (rutinosan mondva) ,atdobjuk ezekre” az integracios utat.

ElGszor is a z=n-eket megkeriil6 utakat ,0sszeolvaszthatjuk” a valos tengely felett ill. alatt
egymassal szemben halado két utta: hogy tényleg a keresett sordsszeget kapjuk a felirt modon,
ezeknek nem szabad ,jmegkeriilnitik” a z=+ia polusokat. Méasodszor is az utat bezarhatjuk két nagy
félkorrel, remélve, hogy R—oo-nél nulldhoz tart a rdjuk vett integral. Valéban, a valos tengelytol
legalabb véges téavolsagra (a kapott egyenes utakon vagy azoktol kintebb) ctg(mz) korlatos, m
pedig ugy csokken, mint ~ #; a (mR hosszasagn) félkoriven |z|=R, igy Osszerakva a szokasos
integralbecslés azt adja, hogy tényleg, R—oo-re a félkorokre vett integral nulldhoz tart.

36. abra. A targyalt sorosszeg levezetéséhez kell§ integraciosut-atalakitas.

Az igy kapott (két darabbol allo) ut viszont éppen csakis a ,kihagyott” +ic polusokat kertili meg,
lathatoan forditott, azaz negativ irdnyitdssal: igy tehat az f(z) imént felirt korintegraljara

_ o ctg(.moz) N ctg(—?ﬁoz) _ @Ch(wa)'
—ia 2i —2iv a sh(ma)

?{dzf(z) = —27i-Resf| —2mi-Resf
¥ (10%

A reziduumszamolasban itt a ctg(rz)-t tekinthettiik a sima szamlalonak, 2%+a?-et pedig az egy-
szeres zérushelyt nevezének; ebbdl kijon. Idehozva a fentebbi (5.23) képletet arra jutunk, hogy

oo o0

Z R ch(ra) N Z R ch(ra) 1 s, (5.24)

n?+a?  ash(ra) “ n’+a? " 2ash(ra) 202’

n=—oo

Utoljara levontuk az n=0-s tagot és feleztiink, hogy megkapjuk a pozitiv n-ekre vett dsszeget.

ctg(mz)
24 +at

* 1 o sh(v/2ra) + sin(v/27a) 1
sinitat 2203 ch(V2ra) — cos(v2ra) 20t

e Hasonl6 modszerrel, a -nel dolgozva levezethetjiik a kovetkezdt is (tegyiik is meg!):

Allitas: (5.25)
Ugy tiinhet, hogy ,kiszdmoltuk” az (5.22)-ben és (5.25)-ben felirt sordsszegeket; béven eléfordul-
hat, hogy forditva, egy numerikus program a ctg, cth fliggvényeket épp ilyen és hasonl6 végtelen
sorosszegeket kombinalva szamitja ki konkrétan. Mindenesetre érdekes dtalakitdsokat 1attunk.

Megjegyzés: a levezett (5.22) és (5.25) eredményekben némi szenvedéssel (pl. kozos nevezdre
hozva, majd a szamlalo és a nevezd sorfejtésével és/vagy 1'Hospital-szaballyal) elvégezhetjiik az
a—0 hataratmeneteket. A kovetkezd félig-meddig hires jol ismert képletek adodnak:

2 > 1 T

< 1
LT — - 5.26
n;?ﬂ 6’ =t 90 (5.26)
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5.3. Egyszeri tipusi vagasok

A reziduumtétel ugye abbol szarmazott, hogy az integracios utat (ami akar tobb izolalt szingula-
ritast is megkeriil) ,radarabolhatjuk” az egyes izolalt szingularitasokra, amelyekbdl a reziduumaik
jarulékai maradnak az eredményben. Egyszerti esetekben ha a vizsgalt C — C fiiggvénynek vaga-
sai (is) vannak, akkor is érdekes atalakitasokra nyilik lehetdség, ha az utat a vagasra ,rahuzzuk”.

e Kezdjiik raciondlis tortfiiggvények 0-t6l oco-ig vett integraljaival: fooo ggi; dx =7, ahol P és
(@ polinomok. Ahhoz, hogy az integral 1étezzen, az kell ugye, hogy az integrandus
1.) lokdlisan integralhato legyen Ry -n, konkrétan: ne legyen itt polusa (R™-on akar lehet is), és
2.) legalabb 1—12 szerint csOkkenjen: @(x) legalabb kettével magasabb foku legyen, mint P(x).

Ha az integrandus paros fiiggvény, akkor megfelezve a(z el6z6 szakaszbeli modszerrel kiszamol-
hato) ffooo integralt készen vagyunk. A komplex logaritmusfiiggvény és vagasa azonban nem
péros esetben is kisegit most. Az otlet: az Lin(—z) fliggvénynek éppen RT-on van vagésa, és

z = x+ie, akkor lim, o+ Ln(—2) = lim, o+ Ln(—z—ic) = Inz — i,

Ha z€RT, és { (5.27)

z = x—ie, akkor lim, o+ Ln(—2) = lim, g+ Ln(—x+ie) = Inx + i7.
Itt a 0T azt jelenti, hogy e-nal R™ felsl tartunk 0-hoz. Ha tehat feliilrsl ill. alulrol tartunk z-vel a
pozitiv valés z-hez, akkor Lin(—z) valos része mindenképpen In z-hez tart, a képzetes része viszont
(a fazismegallapodéas miatt) rendre —n-hez ill. m-hez, z-tdl figgetlenil. Ez adja az 6tletet: ha

o Pl tekintsiik a kovetke- P(2)
= = - 2
/de Q(x) ~ z6 C—C fliggvényt: f(z) Q(z) Ln(-z), (5.28)
P(z)

és integraljuk ezt egy olyan pozitiv irdnyitasu zart v gorbére, amin belil van f(z), azaz o0 Osszes
polusa, de a vagast izlésesen elkeriili. Ilyen v gorbe bennfoglalhaté olyan nyilt halmazban, amin
az f(z)-nk meromorf (és igy hasznalhatjuk a reziduumtételt): az integral értéke

]{dz f(z) =2mi- > Res f(z)‘Z:Z, ahol z;-k a polusok (j =1...N). (5.29)
ol j ’

(N

37. abra. A most targyalt integracios at. Bal oldal: annak illusztralasara, hogy alkalmazhatjuk a
reziduumtételt. Jobb oldalon: az ut transzforméacioja, amivel a keresett integrélra jutunk.

Kideriil viszont, hogy ez az eredmény mar megadja a kérdéses integralunkat. Ehhez élljon a v gorbe
egy R sugart nagy korivbél, egy a z=0 elagazési pont koriili r sugaru kis korivbél, valamint a vagas
folott ill. alatt e-nyira 1évs szakaszokbol, a fels6t +oo felé (,oda”), az alsot +oo feldl (vissza”)
irdnyitva. Az e—0, r—0 és R—oo hataratmenek kelleneck majd: a visszatéré utat végtelenbe
vissziik, a két szarat pedig rahizzuk a vagasra (és az elagazéasi pontra). Mivel az utat tényleg
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differencialhat6 tartomanyokon &t mozgatjuk, igaz marad a fenti (5.29) eredmény, ugyanakkor

fzie= [azs@+ [+ fas g+ [azs0e)

5

A szakaszdarabok adjéuk a lényeget. Az ezeken 1évG szamok x+ie ill. x—ie alakba irhatok, emiatt

P(z+ic)
d —r—i = li d 1 —
[odjf Q .I'+’L5) ( ! ZE) ;_E% ,,odj’f(Z) / Q l' n‘/E ZT()
P(z—ic) , : z)
Ln(—x+ie = lim [dz da: Inz +im
/,,Vlssza Q I 15) ( ) e—0 /,,visszg’( ) Q( >( )
a masodiknal iranyt forditva. Kihasznaltuk az Ln latott (5.27) hatarértékeit, és hogy 28 az R
tengely kornyékén folytonos is: ottani hatarértéke ottani értékével egyenls.”® Osszeadva:
lim / ds f(2) + / & f o ki’esett Inz (enne‘k ériil}'ink), lénye-
=0 | J oda? vissza” Q gében a keresett integral maradt.

Ezutdn vesziink R—oo-t ill. r—0-t. A szokasos integrélbecslés azt adja, hogy a ,maradék”; a korivek
jaruléka elttinik itt ekkor (1d. alabb; az ,ijdonsagot” az simitja el, hogy a logaritmus ugyan 0 és oo
felé is végtelenhez tart, de minden hatvdnyfiiggvénynél lassabban). Igy a korintegralunk, amelynek
értéke ugye (5.29), r—0-t és R—00-t véve éppen a keresett integral —2mi-szerese. Osszerakva:

dz gEg —_— ; Res <g(z) Ln(—z))

Els6rendi polusban az Ln(—z) szorzo csak az 6 ott felvett értékével szorozza a QE ; reziduumat.

ahol végigfutunk az osszes z;

Y
Z=Zj5

5.30
poluson (a @) zérushelyein). (5.30)

e Példak kovetkeznek az iménti képlet alkalmazéaséra; az elsét kicsit részletesebben kifejtjiik:

/ ng T, csokkenés elég gyors, nincs polus R -on: rendben.
o @5+a® Az f(2) fiiggvény, amelynek a reziduumai kellenek:
zLn(—2z) 2 Ln(—zg) mert a polusok
f(Z) = 5.5 = ReSf =T a1 .
z°+a 2k 5z itt egyszeresek.

Az, polusok a nevezd zérushelyeiben, az a sugara kéron szabalyos 6tszog alakban vannak:

1 3 _3, 1
z1 = aesm, zo=aes"™, z3=—a, zz=ae 57, z5=ae 5.

Figyelem! Vigyazzunk Ln(—z;)-knél a fazis helyes megéllapitasara (ugye masszivan tamaszkod-
tunk a fazisugrasra az (5.30) képlet levezetésekor is); pl. z;-re Ln(—z1) = In a—%zﬁr. Igy Gsszeszedve:
o x 5 5 zr Ln(—zy 1 &
Jar st == Soressa)| = -y 2 - s
0 —

rP+ad k=1 2=z k=1 5’Zk

56 Be kell persze latni, hogy az eé—0-val kapott felirt (pontonkénti) hatarértékfiiggvény integralja megegyezik
az integral hatarértékével. Kisegit a Lebesgue-tétel, ha van minden szdba jovd e-ra kdzds integralhatdé majorans.

Vezérfonalak: 1.) csak véges sok polus van, igy a legkozelebbi is legalabb véges messze van a vagastol; inditsuk olyan
(ztie) K
Q(mizs)| = 1422
valamilyen K-val (mert a tort legalabb ~ W modon csokken, és a polusoktdl biztonsdgosan messze vagyunk). 2.)

kicsi o-t6l az e—0 atmenetet, hogy az RT koriili 2¢( széles (zéart) sdvon méar nincs polus: ekkor ’

minden z€R™ esetén durva becsléssel is |Ln(fx+i5)| < |ln vV x2+52| + 7, hiszen |arg z| < 7 nyilvan igaz; azt is
gondoljuk ki, hogy In v/z2+e2-et minden elSkeriils ¢ esetén egyszerre feliilbecsiilhetjiik ¢1|In |z|| + c2-vel valamilyen

c1, c2 konstansokkal. 3.) K%‘ffjf) is integralhato, és (noha x=0-ban oo-hez tart) ‘%ﬂfl

| is; készen vagyunk.
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IRy ' | ‘
= 57 7" (ma— fim) + 87 (Ina — im) o+ e 57 (Ina + Zim) + ¢ 87 (Ina+ im)

kozben iigyesen kihasznéltuk, hogy most mindig 27=—a’. Az Ina gyaniis; csoportositsunk igy:

~ T Ina/ 2, o “Sir, —24g IT (o 6 o Sin 4 “2in 4 Zin
/dem = G (PR L BT HT) o o (e i),
Az In a-s els6 tagban a zardjelben egy szabalyos 6tszog 6t csticsaba mutatoé komplex szamok 6sszege
van, ami nulla. A mésodik tagban pedig két sin Osszege szerepel:

< 2m .6 - dm (2 (1
/Odzv PR = 558 (2 sin (57r) + 4 sin (57r)> = e <2 sin (g’ﬂ) — sin (g’ﬂ)),
Ez mar ,elfogadhaté” eredmény: latszik, hogy valos pozitiv (ahogy kell). A T = 36° sz6g keriilt
el; tudva, hogy sin 18° = i(\/g—l), és ebbdl cos 36°-ot és sin 36°-ot kifejezve arra jutunk, hogy

/ﬁx T T in36° (4cos36° — 1) = \/g”(\/ﬁ—l)(v 104+2v/5 — 1).

xP+a®  25a3 5003

e Gyakorlasképpen végigszamolhatjuk az alabbiakat is. Ellenérizendd ugye, hogy teljesiilnek a
szakasz elején felidézett feltételek (=létezik az integral). Ezutéan csak alkalmazni kell (5.30)-at,
esetleg (mint elgbb is) triikkdsen egyszertsitgetni. Jo Onellendrzési lehetéség, hogy valos fiiggvény
valos integréalja tényleg valds, pozitiv fiiggvényé pozitiv lett-e. Az utolsé példa paros fiiggvény;
a korabbi modszerrel is kiszamolhato integrél fele adodik most is.57 Az utolsé el6ttiben pedig
tobbedrendi polusok vannak, igy a reziduumokat bonyolultabb médon kell kiszamitani.

/Ooxdx oo /°° de 2« /OO w?de 1 /OOxde oo
o Tirat  4a?’ o T3+ad  3/3a2 o (23+a3)3  3a3’ o 284a®  6a3’

e A logaritmus vagasa tehat ,kellemesen hasznalhato” a két oldalon felvett fiiggvényértékek kii-

lonbsége 27i. Nem egész kitevGjli hatvanyfiiggvények vagasai is hasonloan lekezelhetdk:
alnz

emlékezziink, hogy z%=e , ebbdl gondoljuk ki, hogy a vagast megkozelitve arra jutunk, hogy

ha x>0 pozitiv valos, akkor 1im+(—x +ig)® = 2% . e, (5.31)
e—0

Az x +ie-t z-nek hivva tehat: ha z-vel az R~ féltengelyhez tartunk, z® hatarértéke a pozitiv valos
alapi |z|* megszorozva e™-val (feliil) ill. e=™“-val (alul). Ezek csakis a€Z esetén egyenlék; ha
viszont a¢Z, akkor z*-nak tényleg vagasa van R™-on, és meg is kaptuk a két oldali hatarértéket.

Ha tehét egy integracios it a vagas egyik oldalan oda, mésikon vissza fut, ezen szorzokkal szor-
zott ugyanolyan valos integral keriil eld itt és ott. Az aldbbi példaban ezt tudva boldogulhatunk.

Legyen a>0 valos, a € C /d:c T o (5.32)
0

pedig egyel6re akarmilyen; x2+a?

El6szor is: ellendrizziik, hogy pozitiv valos z-re (amik elSkeriilnek) |2¢| = 2%(®). A nevezs z—oo-
re ~ & modjara csokken, z=0-ban folytonos. Ezek miatt ha 9(c)<—1, akkor az integrandus
x=0 kornyékén nem integralhato, ha pedig R(«)>1, akkor z—o0 felé nem az (nem csokken elég
gyorsan). Akkor létezik tehat az integral, ha —1<R(a)<1; a tovabbiakban ezt tessziik fel.

Adodik, hogy az alabb felirt f(z) fiiggvényt tekintsiik: ennek R-on van vagésa, és kihozhatjuk
belSle a a keresett integralt, ha 6t az iménti 37. abran latott ~ tutra integraljuk.

57 Akinek van kedve, végiggondolhatja, hogy ez milyen médon lesz tényleg igaz minden ilyen esetben.
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38. abra. A mostani (hatvanyfiiggvényes) példaban ugyanarra az ttra van sziikség, mint fentebb.

f) = T2 G mint fent, j{dzf(z):/dzf(z)+/ndzf(z)+/dzf(z)+/dzf(z).

2 27
zeta 0 oda” agy iv ,vissza” kis iv

A vagasra rahuzando, attol +e tavolsdgban mend (az r kis sugartol az R nagy sugérig kiterjedd)
két szarat itt is gy paraméterezhetjiik, mint fent, és a hatarértéket is megallapithatjuk:

R  \a R o, —ira
/dzf(z) = ptie= /dxﬁ;w) = lim [dz f(2) :/de

oda” SL’+Z€)2+CL2 €0 oda” 1’2—|—CL2 ’
B _ r (—ZL‘+’i€)a R ToeiTa
J4) mm [t = fang--
. —imo__ z7roc z®
- zun%{[gz,f<z>+/,g;5<z>}— () fao

az iménti 56. labjegyzetben leirthoz hasonlé moédon itt is belathaté Lebesgue-tétellel, hogy itt
is a (rdhuzassal kapott) fiiggvényhatéarérték integréalja egyenls az integral hatarértékével.®® Azt is
belathatjuk itt (1d. alabb is), hogy éppen akkor, ha « eleget tesz a mondott —1<MR(«)<1 feltételnek,
a nagy ivre ill. a kis fvre vett jarulékok nulldhoz tartanak.

Ezek miatt r—0-t és R—o00-t ]{dzf(z) = —2isin(ra) /dx v

véve (és a szinuszt felismerve) . o r24a?’

mésrészt viszont a reziduumtételbdl (mivel a gorbe itt is polusokat keriil meg, méghozza most a
+ia-ban lévsket, melyek elsérendiiek, igy a reziduumokat egyszertien kiszamithatjuk)

P PYe oY a—1 ina iner L .
7{27” f(2) = Res f|,+ Res f|_, = 2&2)) +2((Z—a2a) - a2¢ (e_ Poel ) = —a™sin (7).

Ko6zben ki kellett szamolni i“-t és (—i)*-t (ez nem okoz gondot), és az eredményt egyszertsiteni
(ez sem). Az el6zbeket is tudva igy viszont készen vagyunk: arra jutunk (egyszertsitve), hogy

% g —2mia® ! sin (Z2) ma®!
/d$ 21 2 _9si = ma)’ (5.33)
0o T’+a isin(ra) 2cos (22)

8 Ttt is (a hasonlé témaji 56. labjegyzetben mondottak miatt) ha elég kicsi eo-t6l (azaz: a vagashoz elég
P(z+tie) K
Q xize)‘ < 1+x2

|(—ztie)?] < (\/x2+52) R gml3(@)] minden eldkeriils z-re és e-ra, mert arg nagysaga legfeljebb 7. Ide kellene
minden 0<e<e esetén majorans: kigodolhatjuk, hogy ha RR(«)<0, akkor (vz 2—&—52)%(&) < 2% ha pedig R(a)>0,
akkor (\/m2+52)m(a) < («/mz—&—sg)m(a). Mindkét esetben az iménti H—z—tel szorozva z€[0, co]-re integralhato

fiiggvényt kapunk (ugyebar —1<9(a)<1 volt). Van tehat integralhaté majorans, a rahizas kozben jogosan frtunk
integral hatarértékét hatarérték integralja helyett.

becslés. Tovabbéa

kozelrsl) inditjuk az e—0 rahuzast, akkor nem zavarnak a polusok, érvényes a ‘
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A kovetett modszer értelemszeriien alkalmazhatd masfajta fooodx %xa alakt integralokra is.

X ok ok

e A szakaszban eddig latott példakban kihasznaltuk az Ln ill. a hatvanyfiiggvény esetében, hogy
az elagazasi pont koriili kis ill. a visszatérd nagy korivek jarulékai elttinnek r—0 és R—o0 esetén.
Most megnézziik ezeket részletesebben; kés6bb maéar elég felidézni az igy szerzett ,beidegzédést”.
Kezdjiik az utdbb ldtott esettel, a hatvanyfiiggvényessel! Az integral fooodx %xa tipusi: ahhoz,
hogy létezzen az integral, ugye az kellett, hogy @) kettével magasabb foku legyen, mint P, tovabbé
R(a) > —1 legyen (az x=0 koriili integralhatosag érdekében), és R(a) < 1 legyen (a oo-beli elég
gyors csokkenés érdekében). Tébb més ,,jo” lehetdség is lenne, de azokat visszavezethetjiik erre.”®
A latott szamolasban eldszor huztuk ra a vagasra az Ut szarait ugy, hogy r még véges kicsi és

R véges nagy. Fzutdn vettiink r—0-t és R—oo-t, amihez tehat a kovetkezdket kell belétni:

P(Z)(_Z)a =  lim [dzf(2)=0, lim [dzf(z)=0. (5.34)

Q(Z) =0 Jkis tv R—00 nagy iv

A nagy iv kertilete legfeljebb 27 R, és Q kett(’ivel magasabb fokd, mint P: van olyan L konstans,

f(z) =

amivel elég nagy |z|-t6l kezdve méar ’Q } <z |2 Tovabba |(—2)%| = |2/™®). A nagy iven tovibba
|z|=R; kihasznélva, hogy J(a)—1<0, tenyleg arra jutunk a szokasos integréalbecsléssel, hogy

[z 10

A kis 1v keriilete pedig legfeljebb 27, és 2=0 kornyeken Plz) folytonos van z=0 kornyékén felsd
P(z)

elég nagy

L
<2 R(@) — 97 . RAla)-1 li =
R esotén FRR R nL-R = lim [dzf(z)

R—o0

nagy iv

korlatja, azaz olyan L', hogy ha |z| elég kicsi, akkor ‘ { § L’ . Ezek miatt (kihasznalva, hogy a

kis iven |z|=r, és hogy R(a)+1>0), a szokasos 1ntegralbecsléssel tényleg arra jutunk, hogy
elég kicsi ‘ dz £z

kis iv

<2mr- L -pP@ =27 M@= = im [dz f(2) =

r—0

r esetén Kis fv

Elvarrtuk tehat a szalakat. Latni valo, hogy a(z a-ra vonatkozo) feltétel, ami az integralhatosagot
biztositotta, lényegében ugyanolyan alakban kellett ahhoz, hogy az ivekre vonatkoz6 becsléseink
miikddjenek. (Pl. ha fR(a)<—1 lett volna, akkor nemcsak az x=0 koriili integralhatosag romlott
volna el, hanem a kis iv jarulékdanak elttinését sem tudtuk volna az iménti médon belatni.)

e A (racionalis tortfiiggvények integraljainak levezetéséhez hasznélt) logaritmusfiiggvényes esetben
a kovetkezd fliggvényt vizsgaltuk; erre is az iméntiekhez hasonldéakat mondhatunk:

) e van olyan L', hogy elég kicsi |z|-re |58
P(z
f(z) = Q(2) Ln(=2); e () legalabb kettével magasabb foka P- nél igy van

olyan L, hogy elég nagy |z|-re ‘Q(z)| < I”’ ahol n>2.

Ebben a logaritmusos esetben is belathatjuk a nagy ill. kis ivek jarulékainak nullahoz tartasat, sét,
a hatvanyfiiggvényes esethez képest mintegy ,nagyvonalubbak lehetiink”. Amint tudjuk (és fentebb

59Nem egyértelmd a P, a Q és az z® ,szétvalasztasa”: x%-bol egy egész kitevsju 2" hatvanyt beolvaszthatunk
P-be vagy @Q-ba. Ha pl. a kijelolt alakban @) néggyel magasabb fokd, mint P, akkor x® akkor cstkken elég gyorsan

oo felé, ha R(a)<3, de ekkor %xa’z alakot is frhatunk: ezen szamlalo kettével kisebb foku @Q-nal, és az itt

kiilonallo a-kitevére tényleg 1-nél kisebb valos rész a feltétel. Elég tehat a mondott esettel foglalkozni.
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mondtuk is), az In x végtelenhez tartdsa r=0-ban ill. x=c0-ben lassabb minden hatvdnyfiggvénynél:

lim+ln(x) =—00, de barmilyen 1im+(x0‘ In z)=0, és persze On- lim+ x* =0,
”"1._}0 | kicsi a>0 ki- T’O o 0 magaban is T’O g
e n(z) =oo, tevs esetén xgg)(a: nx)=0, igaz, hogy S =

Tovabblépve: a komplex logaritmus képzetes része abszolutértékben legfeljebb 7, emiatt barmilyen
zre | Ln(z)| < |In|z|| + 7, és természetesen —z-re is ugyanez igaz (mert |—z|=|z|), ez alapjan

barmilyen a>0 kitevs esetén lim (]z|* - | Ln(—z)]) =0, lim (]z[~*-|Ln(—z)|) = 0.
z—0 Z—00
Adott 0<a<1 esetén van tehat olyan K, amivel elég nagy |z|]-re mar |z~ Ln(—z)| < K, mésrészt
van olyan K’ is, amivel elég kicsi |z|-re méar [2*Ln(—z)| < K'. A ‘%| < # ill. a ‘%| <L

becslések is ,elég nagy” ill. ,elég kicsi” |z| értékektdl kezdve miikodnek; az alabbiakban az ,elég
nagy |z|=R" ill. az ,elég kicsi |z|=r" kitételek a kétféle korlatok koziil a szigorubbat jelentik.
Az igért ,nagyvonalusag”: elég bdrmilyen kicsi a>0-t venniink, és ,ennyi kitevényit leharap-

nunk” % csokkenésébdl ill. z=0 koriili fels6 korlatjabol, hogy a kovetkezd moédon érvelhessiink:
P(z) L KL
elég nagy |z| esetén: |f(z)| = ' « ln(—2)| < — 7] K = ——,
‘ Q(Z) ’ ‘ | ’ ‘Z|n ‘Z|n «
2 : : z P<Z> — « !/ —Q ! T/ -
elég kicsi |z| esetén: | f(2)] = e |27 - |z*Ln(=2)| < L'+ |2|7* - K' = K'L'|2| ™,
z

és ezeket a becsléseket mar betehetjiik a szokésos integralbecslésbe:

[a1

Jaz1¢)

Tényleg akdrmilyen kicsi O<a<1 elég volt; csak az kellett, hogy n—a>1 ill. hogy 1—a>0 legyen.

elég nagy
R esetén

KL 2n KL
<27R =7 = lim /dzf(z):(),

—a —a—1
Rn 67 Rn @ R—o00 agy iv

elég kicsi <omr - K'L'r® = 2nK'L/r'—° N lim [dz f(z) =0.

r—0

r esetén Kis fv

X ok ok

e Rutinnovelésként j6jjon még egy példa, mellyel Newton-Leibniz-formulaval nem boldogulnank.

, 00 2 2
Ijegyenek fl>0 és b>(? vz/m— /dx In(x*+a?) o (5.35)
16s paraméterek; a kérdés: B

Az integrandus olyan ismert ,szép” modon kiterjesztheté komplex differencialhaté fiiggvénnyé,
hogy szinte kinalja magat: vizsgaljuk meg 6t, hatha a(z egyelére az R tengelyen futo, de mér a
komplex sikon tekintett) integracios uttal valo triikkozéssel kidertil valami érdekes. Legyen tehat

f(2) = Ln(z?+a?) z=x€R-re f(x):lnfrﬁifbf): »jO” a kiterjesztés. Ha Ln hasaba negativ
22402 valos keriil: vagas; ha a nevezé polinom nulla: izolalt szingularités.

e A vagasok helye: ha z?+a*=—r, ahol reR{, akkor z=+i - v/r+a?. Azaz: az ilyen z-k két
félegyenesen vannak a képzetes tengelyen: ia-t6l ico-ig (ahogy r Ry -n fut), ill. —ia-t6l —ioco-ig.

A nevezs zérushelyei z;=ib és zo=—1ib. Lehet-e a szadmlal6o nulla benniik? Akkor lenne az, ha
a?>—b?=1, azaz a=+/1+b? lenne; egyeldre tegyiik fel, hogy nem ez a helyzet. Eléfordulhat viszont
még az is, hogy 21 és 2o rajta vannak a mar megtalalt vagasokon; éppen akkor, ha b>a.
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Ez elbonyolitand a helyzetet: egyelére azt is tegyiik fel tehat, hogy a>b (de ugye a # /1+b2).
Ha viszont ezek teljesiilnek a-ra és b-re, akkor van két szép vagasunk és két szép elsérendd polu-
sunk, f(z) pedig elég gyorsan csokken a végtelenben: az Ln novekedése, mint lattuk, nem igazan
wzavar be”’; a nélkiile érvényes # szerinti helyett barmilyen kicsi a>0-val |Z‘QL_&—Val feliilbecsiil-
hetjiik a végtelenbeli viselkedést. Kinalja magét tehéat, hogy az integracios utat egészitsiik ki két
nagy negyedkorrel, amelyek ,ravezetnek” a vagasra (pl. felfelé; igy tesziink most, de ugyanarra az
eredményre jutnank lefelé menéssel is). A nagy ivek nulldhoz tarté (azaz: nulla) jarulékot adnak
(a szokésos integralbecslésbdl lathatoan; a fentebbiekhez hasonlé érvelést most mar az Olvasora

bizzuk): tényleg eldeformalhatjuk az integraciés utat a mondott moédon a vagasra rahizva.

ia

b

—ib
Ln(z%+a?)
224-b2

—ia

39. abra. Utatalakitas a most targyalt integralhoz. Bal oldalon: a végtelenben kiegészithetjiik a
(valos tengelyen futo eredeti) utat, ezutan (a tobbi Abran mutatva) deformélhatjuk gy az utat,
hogy a vagésra simuljon. Kozben ,fennakad” a péluson: annak reziduuma is jarulékot ad.

e Az eredeti integralunk tehat a polust megkeriils, a vagas mellett (bal oldalt) lefelé, végil a
vagas mellett (jobb oldalt) felfelé futé harom darab utintegral dsszegével egyenls. (Gondoljuk ki a
kordabbiak alapjdn, hogy az elagazasi pontot megkeriilé kis r sugart koriv jaruléka itt is nullahoz
tart 7—0-ra! Lényeg: mint fent, a logaritmus névekedése lassabb, mint a korkeriilet csokkenése.)
A lefelé ill. a felfelé futé szakaszokat z = iate +ir, r€R] moédon paraméterezve, nem elfeledkezve
a paraméterezésbdl jovo % derivalt (konstans i) értékérsl, majd hatarcserével dsszevonva

/_Exf(x) - j{(ig;)f(z>+/7J(;1’?f(2)+/”;(eilff(Z) _

= 27 - Resf}ibjL z'/dx flia—e+x) + i/dyc fliate+x) =

= 2mi - Resf}z.b—l— Z/SOx [f(iat+e+z) — flia—e+a)]. (5.36)

e Azért ovatoskodtunk még az also hatéarral (hogy r#0), hogy a lim. o Ln(—x+ic) = Inztin
képlettel (ami ugye pozitiv x-re igaz) egyszertien kezelhessiik a vagasnal a két oldali (azaz: az e—0)
hatarértékeket. Ezutan majd vehetiink r—0-t: az elagazasi pontot elkeriil6 kis koriv jaruléka nulla
lesz, ugyhogy lényegében elég lesz r=0-t irni az iménti masodik tag integralasi hataraba.

Az ¢ — 0 hatarértékben kihasznéljuk, hogy a nevezd folytonos a vagason:

e—0

. ‘ , , . . [Ln ((iate+iz)*+a®)  Ln ((ia—e+iz)*+a?)

lim | f(ia+e+iz) - f(za—5+z:)s)] = lim { T Y i i ] =
1

= lli% Garin iR { Ln [e’+a°—(a+2)” + 2ig(a+x)] — Ln [e*+a*—(a+x)* — 2ie(a+x)] }

e—0-ra tehat (mivel itt még z>r lehet csak, ahol r hatarozottan pozitiv) tényleg negativak a lo-
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garitmusokban 1évG értékek valos részei: méghozza ugyanannyik. A képzetes részek pedig nullahoz
tartanak a kétféle iranybol: leszirtiik tehéat (a nevezdt is egyszertisitve), hogy

. . . : , —2im tortfliggvény maradt, a
lim [ ia+e+ix) — flia—e+ix } =— . .
e—0 4 )= N ) (a+x)>—b? logaritmus ,megevédott”.

A fenti (5.36) képletben kiértékelhetjiik az ib-beli reziduumot is: arra jutunk tehat (most mar
r=0-t véve, és végiil a maradék integralt Newton-Leibniz-formuléval kiértékelve), hogy

o 2 2 2_ 12 o] —_9;
0

oo T2HD? 2ib (a4x)2=b%> b
1. (z+a)=b]|"" =« o o a—b 2
21 | —In ——— =—|1 —b°)—In—) = —1 b). :
+ 7T|:Qb n (m—l—a)—kb} . b( n(a®—b%) na+b> - n(a+b) (5.37)

e Emlékezziink: a>0b kellett, alaposan ki is hasznaltuk ezt minden lépésben (a végén az egyszeri-
sitéseknél is). Utolso pont: a kapott eredmény is, és (a paraméteres integral differencidlhatosagat
megvizsgalva, 1d. az 5.1. szakaszt is) az eredeti integrdl is differencidlhaté a és b fiiggvényében,
hacsak PR(a)>0 és R(b)>0. Emiatt az eddig vizsgalt esetre (mint torlodéasi pontot nagyon is
tartalmazo részhalmazra) levezetett eredmény, mivel a-ban és b-ben analitikus fiiggvények egyen-
16ségét allitja, igaz lesz: minden R(a)>0 és JR(b)>0 esetén is az iménti (5.37) képlet adja meg
az eredményt, nemcsak az eddigi korlatozott esetben (amiben ki tudtuk szédmolni).®

X ok ok

Remélhetéleg ez és az el6z6 szakasz kozelhozta a mindenféle integralok kiszamitasédra hasznalhato
komplex fiiggvénytani tritkkoket. Végig elkisért az alapveté megnyugtatd érzés, miszerint komp-
lex differencidlhaté fiiggvények analitikusak: ,merevek”,  kis résziik mar meghatarozza az egészet”.
Sokszor pl. bizonyos modon felirt valos fiiggvényeket kellett kiterjeszteni C — C fiiggvénnyé: ha
ellendriztiik, hogy nem tévedtiink (vagyis az eredeti fiiggvény tényleg a talalt kiterjesztés lesztikité-
se), akkor lényegében ,a” jo lehetGséget sikeriilt megtalalni, és a levezett eredmény igy egyértelmii.

5.4. Sikbeli elektrosztatika (azaz: Laplace-egyenlet, masodik felvonas)

e Sokszor talalkozunk Laplace-egyenlettel. Motivalo példank most az elektrosztatika ill. a magnet-
osztatika: itt a fizikai torvények a Mazwell-egyenletek, melyek a E(r) ill. a B(r) vektormezdre (az
elektromos ill. a magneses mezdre) vonatkoznak, és rovid uton Laplace-egyenletre vezetnek:

— Sztatikus (id6ben valtozatlan) esetben rot E = 0 az egész térben, emiatt létezik a o(r)
elektromos potencial, melynek E a (negativ) gradiense: E = —grad ®. Ahol nincs toltés, ott E
forrasmentes: iires térben sztatikus esetben tehat divE =0 = divgrad® = A® = 0.

— Sztatikus esetben, ott, ahol nem folyik aram, rot B = 0, igy bevezethets a W(r) un. mdgneses
skaldarpotencidl, mellyel B = — grad ¥. Ez a ¥ csak egyszeresen Osszefiiggé halmazon értelmezhetd
folytonosan (ha a tartomany nem ilyen, mert pl. korbedlel egy aramvezetst, akkor W-nek vagasa
lesz). Viszont ahol ¥ sima, ott (mivel div B=0 mindig igaz) divgrad ¥ = AV = 0.

e Sikbeli esetben (amikor a harmadik z irdnytol nem fiigg semmi, azaz az elrendezés ,yvégtelen
hosszt”) a Laplace-egyenlet AW = (92402)W=0 alaku; a két dimenziora utalé indexet innentcl

60Erdekesség: e jegyzet irasakor, 2020-ban a most kiszamolt integralt az internetes WolframAlpha nem tudja. . .
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lehagyjuk. Idézziik fel a 2.4. szakaszt: azt taldltuk, hogy a valos és képzetes rész értelemszert
jelolésével (és ahol kiilon kell, ott kiilon feltételezve az analitikussagot) a kovetkezok igazak:

f(z) =U(z,y) +1V(x,y) Tehesulnek a Cauchy- N VU VV =0, és
nyilt halmazon komplex < -Riemann-egyenletek, o AU=D. AV
differencialhato fiiggvény 8,U=0,V, 9,U=—08,V ” =0, =0.

Az ilyen U,V neve: harmonikus pdr; az utolso visszakovetkeztetésrdl 1d. a 27. labjegyzetet is. A
kétdimenzios Laplace-egyenletet megoldhatjuk tehat, ha akdrmilyen differencidlhato f : C — C
fliggvény valos vagy képzetes részét vessziik. Tipikusan azonban még hatdrfeltételek is vonatkoz-
nak a keresett megoldasra: akkor valik a mondott 6tlet jol hasznalhatova, ha modszereket adunk
arra, hogy hogyan talalhatunk adott hatarfeltételeket is kielégité megoldasra vezets f(z)-t.

e Bevezetsként irjuk fel egy ,sikbeli pontszert toltés” (harmadik iranyban végtelen hoszu, egyen-
letes hosszanti stirtiséggel toltott szal) altal keltett elektromos teret: az E forraséra vonatkozo
Maxwell-egyenletbdl ismert modon kijon az eredmény (itt r = (x,y) a sikbeli helyvektor, r=|r|):

Ha a szal t6l-  a keltett E sugarira- | - n 1 N £ " =7 ).
tésstirtsége n: nyu, |E| r-tdl fiigg: C 2megr  2me nyTgﬁ ’

az origot persze a szal helyébe tettiik. Sikbeli ,,pontszerd dram” (a sikra merdleges hosszii egyenes
aramvezet) keltette méagneses tér pedig a B 6rvényeire vonatkozé Maxwell-egyenletbdl jon ki:

2T r 21

Ha a széalban a sikbol kifelé I aram folyik, B| - pol 1 . B_ Hol xg_—fyg
akkor a B erévonalai jobbkezes korok, és B N '

T _
2 +y2

Hasonlit a két képlet (pl. a sugarfiiggés ugyanaz). Fel is irhatjuk a megfelel6 potencidlokat:

ellenérizzik, E— -V, D(r) = _27:75 Inr — _27:75 In /72442,
hogy a felirt 0 ? (5.38)
mezSkre B=-VYy, U(r) = —’%I arctg £ = —"2—3{ arg(z+iy).

A kipontozott sik nem egyszeresen Osszefliggd: a felirt ¥ magneses skalarpotencialnak tényleg
vagasa lett; VW viszont a vagasra is folytonosan kiterjeszthets. A kapott potencialok az Ln z valos
és képzetes részei: a pontszertd toltéshez ill. aramhoz tartoz6 komplex potencial tehét

Red(2) — In /2757 - ez (a —5. - szorz6tol eltekintve) az o-

z=x 41y, rigobeli sikbeli ponttoltés potencialja.

d(z) = Lnz. (5.39)

Im B(2) = arg(-+iy) ez (a —’%I szorzo hijan) az origobeli 4~
By Y95 ram magneses terének skalarpotencialja.

Az I z helyett Ln(z—z)-t irva eltolhatjuk az egész elrendezést az origobol egy z helyre.

e A latottak miatt gy gondolkodunk innentsl, hogy egy C »— C differencialhato ®(z) komplex
potencial valos része egy sikbeli elektrosztatikai probléma megoldasanak tekinthetd.

A tipikus elektrosztatikai feladatfajta: adott alaka (nyilt, Osszefiiggs) tartoméany belsejében
esetleg néhany ponttoltést leszamitva AP=0, a hatarhoz tartva pedig ® vegyen fel elére megha-
tarozott értékeket ott. Pl. egy kiterjedt hatardarabon ®=0: ezt fizikailag ugy valosithatjuk meg,
hogy ez a darab fémbgl van, és nulla potenciala ponthoz csatlakoztatjuk (lefoldeljiik). Ilyen hatart
(mivel § a @ potencial szintfeliilete) az E mint a ® gradiense minden pontban merdlegesen metsz.
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A magnetosztatikiban analog jellegii a szupravezetdk szerepe: az & alaptulajdonsaguk, hogy
benniik azonosan B=0. Mivel B forrasmentes, azaz az erGvonalai nem ,nyel6dhetnek el” a hata-
ron, adodik, hogy szupravezetd kiilsg feliiletével az ottani B-erévonalak parhuzamosak (szemben
az elektrosztatikaval, ahol fémek feliiletén az E-er6vonalak merdlegesek). Egy elektrosztatikai fel-
adat komplex potencialjanak képzetes része tehat egy analog magnetosztatikai feladat megoldasa,
ahol a toltéseket aramokra és a fém-hatarokat szupravezetékre cseréljiik. Mivel ®(z) komplex dif-
ferencidlhato (azaz valos és képzetes része ortogondlis vonalsereget ad meg), az ilyen E-tér és a
megfelel6 B-tér er6vonalai pontrél pontra merdlegesek.

T S S
N ot A TINN
N R T A e
: -~ = ‘fx\ ,'"&— ]
LT 1 LT Py-r® g d
* = A \ < I ol NOXO S / / 1
E(r) N B(r) AT N
(I‘) s /t‘\ X N f \\/ ”
b + &

40. abra. a.) sikbeli ponttoltés elektromos ill. sikra merdleges dram mégneses tere. b.) pont-
toltés+fémhatéar elektrosztatikai ill. sikra mer6leges dram-+szupravezeté hatar magnetosztatikai
feladatanak szabadkézi szemléltetése; az egyik ill. a masik fajta erévonalak merdlegesek.

e Egyszert bonyolitas: =0 egy végtelen egyenesen (melyet tegyiink a valos tengelyre), és adott
2o = xo+1iyo pontban (amelyet tegyiink a felss félsikra) n sikbeli ponttoltés; milyen a potencial eko-
riil (a felss félsikon)? A toltéstiikrozés modszerét hasznalhatjuk: abban a mdsik elrendezésben,
amikor nincs hatérfeltétel, csak az eredeti n toltésiink és még R-re tiikrozott helyen egy ellentétes
elgjeld, —n ponttoltés, a potenciél a felsd félsikon csak az n toltést tartalmazza, és valos része (ami
kell) az R-tengelyen nulla: ez a fels§ félsikban jo megoldas. Ez tehdt a megoldas; konkrétan:

A zy R-re vett ti- = n —n (Re) 7 Z—2p
O(z) = — Ln(z—zp) — Ln(z—z5) =— L . 5.40
korképe z;, ebbdl: () 2meg n(z—2) 2meg n(z=2) 2meg " 2=z (5.40)

Az utolso atirds a valos részekre igaz, a képzetes rész vagasai keriilnek mashova, de a gradiens
(mely azon magnetosztatikai feladat megoldasa, amikor az n helyén a sikra meréleges aram folyik
ill. az egyenes hatar szupravezets) ezekre is egyértelmiien kiterjeszthetd.

41. abra. Egyenes fémhatar, toltéstiikrozeés. Kék: E szintfeliiletei (ill. az analog szupravezetds
feladat B-vonalai), piros: viszont. Megjegyzés: ® képletébdl kijon, hogy a vonalak korok. A
héaromdimenzios ponttoltéses hasonld feladat is megoldhato tiikrozéssel; ott nem gémbjeink lesznek.
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e Mar elSkeriiltek bizonyos differencialhaté fliggvények mint konform leképezések (1d. a 2.3.
szakaszt): ha a (z-vel jelolt valtozoju) sikon egy adott alakd tartomanyhatart (amin pl. adott a
$=0 hatarfeltétel) egy 2'=g(z) differencialhato fiiggvénnyel a 2z’ j valtozoban tekintve (,a 2 si-
kon”) megfelelébb alakt vonalra képeziink, és (pl. az iméntiek alapjan) felirjuk az f(2') komplex
pontencialt a 2’ valtozoban, akkor ®(z) := f(g(2)) jo lesz az eredeti feladat megoldasara. Ugyanis
differencialhato, mert differencidlhaté fiiggvények kompozicidja, igy valos része megoldja a
Laplace-egyenletet (most hasznaljuk ki, hogy ezt tényleg ,rabizhatjuk” a komplex fliggvény diffe-
rencidlhatosagara), tovabba 2’ = g(z) tényleg pont akkor van a z’-sikon a hatarunk képén, amikor
z az eredeti sikon az eredeti hataron. Egy-két koriillményt még alabb tisztazunk.

e Példa: legyen ®=0 egy egyenlGszaru hiperbola ivén, a bels§ részen (ahol ®(z,y)-t keres-
siik) pedig legyen egy n sik-ponttoltés. Az dtlet: rajzoljuk a hiperbolat a jobb felss siknegyedre
ry=a® egyenletiire (ahol a>0), a toltés legyen zo=wo+iyo-ban, és emlékezziink, hogy a 2'=g(z)=2>
fiiggvény az ilyen hiperbolat (ill. a bels6 részét) ,kihajtogatja” vizszintes egyenessé (ill. az afo-
16tti tartoményra). Errél 1d. a korabbi 6. abra kornyékét; emlékeztets: Im 2% = 2zy, ezért ha
Im 2’ = Im 2? = 242, ami vizszintes egyenes a 2’ sikon, akkor az eredeti sikon éppen zy=a?.

A 2’ stkon tehat a feladat: adott z{=g(z0)=27 helyen ponttdltés, az Im 2’ = 2a? helyzet vizszin-

tes egyenesen ®=0. Ennek megoldasa a mondott egyenesre (nem az R-re!) vett toltéstiikrozéssel

Ui r -1 / /% . 9yy (Re) Ui 2 — Z(l)
— Ln (2'—z) — Ln (2'—(2, +4ia =— Ln —, 5.41
2meq ( 0) 27eq ( (20 )) 27eg 2=z, —4ia? ( )
ahol ugye az atiras a valos részre igaz, és a képzetes rész gradiense is csak annyiban valtozik, hogy
a mashol 16v6 vagasokra kell értelemszertien kiterjeszteni. Befrva, hogy 2/ = g(z) = 22, a kovetkezd
fiiggvényrdl allitjuk, hogy valos része (amit szamitsunk ki magunk!) az eredeti feladat megoldasa:

_ _ 2 _ 2
b(z) = — S—

o n 1 (P —ih) + Aay—zop)’
2meg  22—23%—4ia?

27ep 2 N (22 —23+y>—yd)?*+4(xy+zoyo—4a?)?’

=  O(z,y) =

Z @

e

Imz'=2a?

—n ez +4ia’

42. dbra. A hiperbola-hataron ®=0 hatérfeltételd feladat iménti megoldasénak szemléltetése.

e Tényleg ez a ®(x,y) a hiperbolas feladatunk megoldasa. Ellendrizziik, hogy ha x és y akarmi, de
ry=a?, akkor ®(zr,y)=0, ahogy kell. Azt is ellenérizhetjiik (de el is hihetjiik a komplex fiiggvények
ilyen ismeretségi fokan), hogy a toltések helyét kiveve AP=0. Az n toltés helyéhez kizeledve (azaz
z — zp-ra) a D(x, y) végtelenhez tart. Ez lenne a helyzet a tiikortoltésnél is, de ez nem fordulhat el
a hiperbola belsejében (amint ez a 2’ sikon gondolkodva nyilvanvalo). A kapott ®(z,y) a hiperbola
belsejében tehat tényleg csakis a toltés helyén nem oldja meg a Laplace-egyenletet. Itt pedig pont
ugy viselkedik, ahogy egy toltés kozelében kell: logaritmikusan végtelenhez tart.
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o Tisztazzuk ezt a legutobbi észrevételt! Altalaban hasonlo feladatokban ilyesmi megoldast kapunk:

Egy darab, zy pontbeli t6ltés esetén (de persze ~ —n

®(2)

Lu[g(2)—g(z0)] + F(2),

értelemszerten altalanosithatunk tobb toltésre): - 2meg

ahol ¢(z) a vizsgalt tartomanyon differencialhato bijekcio (ezzel képeztiik le a tartoményt), F'
pedig a tartomanyunkban mindenhol differencialhato; ez pl. a (tartoméanyunkon mozogva biztosan
nem ,¢rintett”) tiikortoltés(ek) jaruléka. Allitas: a felirt ®(z) tényleg annak felel meg, amikor a
tartomanyban éppen egy 7 sik-ponttoltés van zg-ban. Ehhez szamitsuk ki Cf(z) derivaltjat:

d'(2) = - ¢(2) +F(2) ahol ®(z) differencialhato, azaz a zp-t és
2meo g(2)—9(20) ’

az abbol indul6 vagést kivéve mindenhol.

Mivel g a tartomanyon injektiv, csakis z=zp-ban igaz, hogy g(z)—g(z0)=0, tovabba egy jol meg-
hatéarozott, zo-bol induld, a g-t6l fiiggs alaku vonalon lesz g(z)—g(z9) € R™, ami ®-ben az Ln-nek
vagasa. Azonban latszik, hogy @ (a zo-t kivéve) erre a vagasra is differencidlhatoan kiterjeszthetd;
terjessziik is kil Ezutan viszont a @ derivdlt csakis a toltés zy helyén nem differencidlhaté. Ha
§'(20)#0 (ami szinte mindig igaz), akkor elsérendii polus van itt, a reziduum pedig

: . . . -1 ¢'(20) —1)
mivel F' analitikus zg-ban is: Res ®'(z = + 0 = . 5.42
0 (2) =2 270 g (20) F\/go’l 2meo ( )

Ez igaz akkor is, ha g(z)=z, azaz nem transzformaltuk el a tartoméanyt: ha tehat d' reziduuma
%, akkor n toltés van zg-ban. Latjuk, hogy ugyanilyen a viselkedés zq koriil, ha g(z) akarmilyen,
a zg-ban differencialhato fiiggvény. Az el6z6 hiperbolas megoldasunk tehat tényleg jo: a hiperbolan

beliil csak a toltés helyén nem differencialhato, és ott ugy viselkedik, ahogy egy 7 toltésnél kell.

e Kovetkezd példa: vizszintes, a szélességii sav, a két szélén &=0, bent (kényelmesen: az y ten-
gelyen az x tengelytdl b<a tavolsagra) egy n toltés. A feladat megoldhato végtelen sok tiikrozéssel
(ami ®=0-t mindkét élen biztositja); esetleg visszatériink erre, most azonban kévessiik az eddigi re-
ceptet! Az exponencidlis fiigguény jo lesz: ha r€R, akkor e?€R™, viszont e =¢me?=—¢® € R™:
az e fliggvény tehat a valos tengelyt Rt-ra, az im-vel feltolt egyenest R™-ra képezi. A kozottiik
1évs savot pedig a felss félsikra képezi, a sav belsejét injektiv moédon (gondoljuk végig ezeket jra;
1d. a korabbi 9. dbra kornyékét is). e* helyett ea®-t tekintve a sav szélessége a lesz 7 helyett.

A
'

=0 Z=g(2)=e" ()

!
a/i A n*ZOZZb iy

@

N  y
’ i
JUKN = a
I]QZU €
Y
’ i o
N [

i b =0 : R

-1 b1

ez

43. dbra. A sév-feladat exponencialis fiiggvénnyel  kiteritve”.

Igy viszont az el6z6 példahoz hasonléan a 2’ valtozoban egy toltéstiikrozéssel boldogulhatunk:

7, 2=z

g(z)=ea®  zg=ib. A 2’ sikon a megoldas: 2_77 Ln ebbdl
e

R

/
2=z

T, _imb B _ -
Y i Y Y PO B SNt € 1 )

ome  pEe_p—imt T 2rep2 ch (Zx)— cos (Z(y+b)) (5.43)
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e Még egy példa: « kozépponti szogl (<) ék-tartomany élein =0, bent zp-ban ponttoltés.
Mi az a g(z), ami a tartomanyunkat a (fels6) félsikra (a ,,m kdzépponti szogi ékre”) kihajtogatja?
A valasz benne van a kérdésben: ismerve a valos kitevGjd hatvanyozas C-beli geometriai jelentését

T/« T/

b(z) = —" Lo 9(z)—g()  —n 2" =2

_ 7T/
g(z) =2 = = = n .
() 2meo  g(2)—(g(20))*  2meq  z™o—(z})™/

(5.44)

Lapozzuk fel a korabbi 11. dbrat: ez mutatja, hogy a mostani g(z) leképezés hogyan hajtogatja ki
az ket ugy, ahogy kell. Aki akarja, kiszamithatja a most kapott Cf(z) potencial valos részét is.
Megjegyzés: ha a értéke éppen g—z, azaz a teljesszOg parosadrésze, akkor a feladat megoldhato
2n—1 darab tiikortoltéssel is: n=1 (azaz a=m, tehat egyenes hatar) esetén tudjuk, hogy egy
tiikrozéssel; ha viszont pl. n=2 (a=90°), akkor Osszesen 4 darab toltéssel (egy eredeti n és 3
tiikortoltés izlésesen szimmetrikusan, valtakozo elgjellel). Végiggondolhato, hogy az altalanos a-ra
levezetett eredmény ezekben az esetekben ugyanazt adja, mint amit tiikrézésekkel kaphatunk.

e Utolsé (bonyolultabb) példankban tekintsiink egy ,fiiggdleges, a szélességii végtelen hosszi
valyut”, azaz a 0<x<a és y>0 modon adott halmazt. Kell egy ¢g(z), ami ezt leképezi a felss
félsikra; ezt vagy elmondjék (1d. alabb), vagy rajoviink. Esetleg itt megdllva prébaljuk megtaldlni!
Most nem ponttoltés+,foldelt” (azaz: rajta ®=0-t megkovetelt) hatar lesz, hanem nincs
toltés, de a hatarfeltétel valtozatosabb. Kérdés a ®(x,y) potencidl a tartomanyunkon beliil, ha
ADP=0, a hataron pedig ®=0 a két hosszu élen, de =V}, konstans érték az alapon, tovibba noha
természetesnek tinik, ki is kotjiik, hogy y—o0 esetén (azaz a valyuban egyre messzebb) &—0.

>0 © o\ T/ @
r=Y K , 0
T Z=g(z) ®
£l £l ™ A
¢=7 =7
0 o=y, a $=0 1 oy 1 @0
|

44. abra. A targyalt ,valyus” feladat szemléltetése; a megfelels g(z) fiiggvényt alabb adjuk meg.

Egy megfelels ®(z) differencialhato fiiggvényt (komplex potencialt) keresiink. Az ide kell§ g(z)-t
leginkabb ugy talalhatjuk meg, ha egyszer végiggondoljuk ,az dsszes” eqyszerd komplex fiigguényt:

A kovetkezd fiiggvény a tartomanyunk belsejét bijek-
=— Tz). 5.45
tiven leképezi a fels6 félsikra (1d. az iménti abréat is): 9(2) o8 (“Z) (5.45)
Ellendrizziik, hogy valéban, ha x=0 és y>0 (bal oldali él) ill. z=a és y>0 (jobb oldali él), akkor 2’ a
valos [—oo, —1] ill. [1, 00] intervallumokat futja be, ha pedig y=0 de z€[0, a], akkor 2’ a maradék
valos [—1, 1}—et futja be. A —cos (g(xq%y)) = 2/+1y’ egyenlet valos és képzetes részét mint
egyenletrendszert adott x’, i esetén megoldva egyszertisitéssel arra jutunk, hogy egyértelmten

ch (Zy) = \/li\/]z’]2+1+\/(|z’]2+1)2—4x’2, cos (Tz) =~ \/\z’]2+1—\/(\z’\2+1)2—4x’2,

és ebbdl egyértelmii a tartomanyunkon beliili z,y: ¢g(z) tényleg bijekcio ide lesziikitve.
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Olyan, a zdrt (azaz a hatarat is tartalmazo) felsé félsikon differencialhato f(z) fiiggvény kell,
aminek valos része az R tengelyen az &dbran is lathaté modon 0, ha z<—1 vagy z>1, és 1, ha
xe[ -1, 1]. Esziinkbe juthat az Ln z logaritmus: ennek képzetes része, a fazis az R*-on 0, az R~
féltengelyen m, és a zart fels6 félsikon differencialhato. (Idézziik fel: a fazisugras az R~ tengelyen
tilbukva torténik, a tengelyen a fazis még 7.) Két ilyen ,lépcsét” szemben Gsszerakva

g(})ndoljgk ffé.zgig,"hogy a .l.<6vetke?6 fiigg— £ = E [Ln(z’—l) B Ln(z’+1)} ‘
vény teljesiti az Osszes kovetelményiinket: X

Az is kiderithet6 (1d. pl. a fejezet els6 5.1. szakaszat), hogy a nyilt felss félsikon 1évs z'-kre atirhatjuk
ezt tortté. Beirva 2’ helyébe a fenti g(2)-t azt kapjuk, hogy a komplex potencial és valos része
W L g(z)-1 Vo —1l—cos (Z2) Vo —1—cos (Z2)

=—In—— ——2%¢ 7 P -0
i ng(z)+1 i 1= cos (Zz) - () T 8 T cos (Zz)

A z-vel a valyu-tartomany belsejében maradva nem nulla semelyik képzetes rész sem, igy egyértel-

miien kiértékelhetjiik a kapott alakot. A tg(2¢) = 12_ttgg§£ képletet is tudva az adodik, hogy

Vo 2 sin (Ex) sh (;y) S B(ny) = 2_V0 arcte 81}r11 ((E:v)) ‘
T sh (Zy

Kiprobalhatjuk, hogy a valyu hataraihoz tartva ez a kifejezés helyesen tudja az elGirt feltételeket.

(5.46)

X ok ok

e Az e szakaszban latott modszer sarokkdve, hogy egy , kellemetlen” tartomanyt , kellemesre” leképe-
ziink megfelel6 g(z) fliggvénnyel. Lattunk példakat, és mindenféle g(z)-ket kiprobélva tovabbiakat
is gyarthatunk. Altalanosan igaz egy (Riemann-tol szarmaztatott) tétel: C barmilyen egyszeresen
Osszefliggd nyilt valodi részhalmazahoz [étezik azt a felsd félsikra képezds differencialhato bijekeio.
Ez igen ,vad” hatarta halmazokat is megenged; leginkabb olyanok érdekesek (mint eddig is), ahol
a hatar pl. szakaszonként sima. Félig-meddig konkrét formuldk is vannak néhény egyszert, de a
latottaknal bonyolultabb esetekre; pl. az Gn. Schwarz-Christoffel-féle leképezés sokszogekre.

5.5. Kiegészités: az argumentum-elv

Az itt kifejtend allitas (melynek neve is megvilagitodik alabb) vonalintegrallal ad informéaciot
fiiggvényeknek egy adott zart gorbén beliili zérushelyeinek ill. polusainak rendjeirél és szamairol.

e Legyen f : C»— C olyan, hogy egy adott z; koriil egy korlapon differencialhato, és a korlapon zp-
ban és csakis ott zérushelye van, melynek rendje s. A korlapunkon tehat f igy all el§ hatvanysorral:

f(2) = as(z—20)° + asy1(2—20)° T + agyo(2—20)* "2 4+ ..., ahol a,#0,

A kérlapon  f'(2)  sas(z—20)°" + (s4+1)asi1(2—20)° + (542)as2(2—20)° ! + .. _

zo-t kivéve  f(z2) as(2—20)° 4 Ggs1(2—20) ! + agp0(2—20)t2 + ..
S 1—{—%%(2—20)—{—%%(2—20)2—{—...
- . e T - . (5.47)
z—2 1422 (2—2) + =2 (2—20)* + . ..

E legutobbi alakban a masodik tort az egész korlapon differencialhato, és zp-ban véges 1 hatarér-
téke van, emiatt ezen tortfiiggvénynek a zy koriili Laurent-sora csak nemnegativ indextd tagokat
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tartalmaz, és a nulladfokt egyiitthaté 1.1 Emiatt viszont f7/ Laurent-sora zg koriil ilyen:

JJCC((ZZ)) B Z—Szo +Co+ Ci(2—20) + Ca(2—20)* +... = Res ]JCC((ZZ; z:z:o ’

(5.48)

A mondott feltételek mellett tehat fT/—nek zp elsérendt polusa. A tobbi Cy, C4, Cs, ... egyiitthatod
most nem is érdekes, de a —1-ediket egyszeriien a zp-nak mint f zérushelyének rendje adja meg.

e Mi adodik, ha zp-ban zérushely helyett polus van? Sejthets: egy polus ,negativ annyiadrendt
zérushely”-nek szamit. Konkrétan: legyen most f olyan, hogy zo-ban p-edrendid poélusa van, de
koriilétte egy kipontozott kérlapon mindenhol differencialhato és sehol sem nulla. Ekkor itt f elGéll
Laurent-sorral, amibdél ugyanigy, mint az imént, lesztirhetjiik f?/ zo-beli reziduumat:

A korl _ _ _
zo—toliiigss f(2) = copz=20) " + copii(2—20) 7T+ copra(e—20) P2+ ..., ahol A0,

f'(2) — (=p)eplz=20) P+ (=ptl)epri(z—20) " + (=p+2)cpra(z—20) P + ...

= = :
f(2) c_p(2—20) 7P + c_pr1(2—20) P + c_pra(z—20)PH2 + ...
fiz)  —p 1 R (i) ¢ R (o g)2 4
= = : C_pr1 C_pio )
f(z)  z—=z 1+ ﬁ(z—zo) + Cf: (z—20)%+ ...
f'(z) _ —p 2 f'(2)
- - - = . 4
= f(z) T +Oo+01(2 Zo)+OQ<Z Zo) + = Res f(z) . D (5 9)

e A reziduumtételt is elGvéve: ha a zp-t megkeriils v zart gérbe olyan, a zp-ban kipontozott kérlapon
fut, ahol f-nek nincs zérushelye és differencialhato, zo-ban pedig zérushelye vagy polusa van, akkor

Hazaz fsed- 1 [0 f() _ hapedigped 1 [0 f(1)
- )
v

S6t: ha a mondott f mellett egy méasik g(z) fliggvény viszont olyan, hogy az egész korlapon
(zo-ban is) differencidlhato (de akar lehetnek zérushelyei is, akar zg-ban is), akkor g a korlapon
hatvanysorba fejthetd, g(zo) nulladfoku taggal. Emiatt az f7/g fliggvény Laurent-sora a —1-es
indext taggal kezdédhet, azaz ennek is zq legfeljebb elsérendii polusa, amibdl lesztirhetjiik, hogy
ha az f(z) és a g(z) a mon- Res L/g
dott tulajdonsaguak, akkor f

—p.  (5.50)

— 8 —
rendd zérushelye:  2mi f(@) ’ rendd polusa:  2m:

Y

!/

=5-g(2), 1ill. Res Lg
20 f

vagyis a mondott fajta v gérbére, ha zy az f-nek s-edrendi zérushelye ill. p-edrendi polusa, akkor
1 (z04) p1(¢ (z04) pr(¢
RGN0 0 F()

ormi ), f(t) f(@)

e Eddig csak egy ilyen ,gyanus” zp-t targyaltunk. Tegylik most fel, hogy f meromorf, és v a
Dom f-ben fut6 zart gorbe, g pedig az egész Dom f-en differencialhaté. Ekkor egy a -t koriilve-

=—p-9(2),  (551)

20

o) =5 g(z), illetve o f 9(t) = —p- g(z0). (5.52)

v6, de még Dom f-beli korlatos zart halmazban f-nek csak véges sok zérushelye és polusa lehet.
Tegyiik fel, hogy f egyik zérushelye sem esik a y-ra (a polusok eleve nem eshetnek ra); ekkor a
v gorbét a reziduumtétel indoklasanal is latott modon (mivel fTIg differencialhato6 ott, ahol f-nek
sem zérushelye, sem polusa nincs) ,radarabolhatjuk” az f-nek a v altal megkeriilt zérushelyeire ill.

61Hasonl6 gondolatmenetet kivettiink a 4.5. szakaszban tort alakt meromorf fiiggvények polusainak vizsgalatakor.
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pOlusaira. Az egy darab z, esetére vonatkozd eredmények Gsszegeit kapjuk. Eredményiink az

argumentume-elv: legyen f : C — C meromorf, g : C — C pedig Dom f-en
differencialhato fiiggvény. Legyen ~ pozitiv iranyitasa, Dom f-ben halado, 6n-

magat nem metszd zart gorbe, mely nem tartalmazza f egyik zérushelyét sem.

Legyen Z := {zl, 22, ... } f zérushelyeinek halmaza, és a z; zérushely rendje s, . (5.53)
Ugyanigy, P := {zi, Zhy ... } az f polusainak halmaza; a zj polus rendje p.; .

p 1 "(t /
Allitas: 9 f;dt é((t))g(t) = Z Sz - g(2K) — Z 2 - g(2)-

2 € ZNInt ~y 2}, € PNInty

Itt is, mint a reziduumtételnél, Int v a v gorbén beliili részt jelenti: f olyan zérushelyei ill. pélusai,
amik y-n kiviil esnek, nem jatszanak szerepet. Természetesen fontos a pozitiv iranyitas is.

zérushelyek
polusok

45. abra. Az argumentum-elv levezetése a megkeriilt zérushelyekre /polusokra valo radaraboléassal.

e Specialis esetben, ha g(z)=1, akkor ugyanazokkal a feltételekkel azt kapjuk, hogy

1 f't)
5 7dt 0 = Z Sz — Z Pz - (5.54)

2k € ZNInt v Zlk € PNint ~

Az fTI ilyen vonalintegralja tehat a megkertilt zérushelyek és polusok szaménak kiilonbsége (minden
zérushelyet és polust annyiszor szamolva, ahanyadrendi). Ez az alak vilagitja meg az elnevezés
értelmét is. Ahol Ln f differencialhato, ott (Ln f)" = fT/: ilyen tartoméanyban futé nem zdrt gorbére
fab dt % = Ln f(a) — Ln f(b). Az f-r6l feltettiik, hogy a gorbe kérnyékén differencialhato, Ln f
azonban f polusaiban ill. zérushelyeiben és az ezekbdl indulo vdgdsokon sem az. A zart gorbe
elmetszi a vagasokat, és 2mi-t visszaugrik egyszeres zérushely esetén, ami igy ennyit ,tesz hoz-
z&” a korintegralhoz (amikor Osszeragasztanank az tut elejét és végét; 1d. az érvelést az alapvetd
$ dz% = 2mi integral Newton-Leibniz-formulaval valo levezetésénél a 3.4. szakasz végén). Tobb-
szOros zérushelynél tobbszor 27 ugras torténik a logaritmusban, f poélusa pedig % azonos rendd
zérushelye, és Ln% = —Ln f: igy érthets, hogy az argumentum-elvvel 1ényegében tényleg az ar-
gumentum ugrasait szamoljuk Ossze, ahogy a gérbén végigmenve Ln f valtozésat kovetjiik.

e Egyszertibb esetekben jobban jarunk, ha kozvetleniil a fiiggvényalak vizsgéalatéaval keressiik a
zérushelyeket és a polusokat (és rendjeiket). Olyan fliggvényekre viszont, amelyek zérushelyei-
nek/polusainak helye kevésbé nyilvanvalo, jol jon az argumentum-elv; akar numerikus vizsgala-
tokhoz (pl. az un Riemann-féle zéta-fiigguény esetén, melynek zérushelyeire vonatkozik a hires

megoldatlan Riemann-sejtés), akar fliggvényvizsgalat altalanos eszkozeként (bizonyitasokhoz).5

62Utaltunk mar ra (az algebra alaptételénél), hogy C ~— C fiiggvények zérushelyei kevésbé ,kézenfekvGek”, mint
R — R fiiggvényeké: utobbiakra pl. ha folytonos fiiggvényre valahol f<0, méshol f>0, akkor a két hely kozott
biztos van zérushely, amint ez egy fliggvénygrafikonrol ,latszik” is. C — C fliggvényeknél inkabb tgy kérdezhetiink
szemléletesen, hogy a felvett érték valos és képzetes része (mintegy ,szerencsésen”) egyszerre nullava valik-e valahol.
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6. A gamma-fiuggvény

A gamma-fiiggvény az n! faktorialis altalanositasa, egyben egy 6nmaga jogan érdekes (és sokfelé
elgkertils) specialis fiiggvény, emellett sokféle eddig latott modszernek, koncepcionak a nem tul
egyszeri, de nem is tal bonyolult illusztralasara is j6.°3 Néhany ) fogalmat is bevezetiink itt vele
kapcsolatban, amelyek més fiiggvényekre, més helyzetekben is alkalmazhatoak lehetnek.

6.1. Definici6, specialis értékek, kapcsol6dé integralok
e Elsbb-utobb szembe jon az alabbi integrél, amit kiszamithatunk primitiv fiiggvénnyel (1d. alabb).
Allitas: /?dot t"e " = nl, ha neNJ adott nemnegativ egész. (6.1)
0
Ezen felbatorodva bevezetjiik a kovetkezs C — C fiiggvényt, a ['(z) jeld gamma-fiiggvényt az

un. Euler-féle integrallal. Aldbb belatjuk, hogy ez tényleg pont a kijelolt esetben értelmes.

minden z€C-re,

amire R(z) > 0. (6:2)

Definicio: ['(z):= /dt e,
0

Altalanos z-re ne akarjuk ezt primitivfiiggvény-kereséssel kiszdmitani; ez a paraméteres integral
értelmezi ezt a fiiggvényt. A paraméteres integral differencialhatosagat vizsgéalva viszont belathato
(1d. lentebb), hogy ez a I'(z) a jobb oldali félsikon, JR(z)>0-ra differencialhaté fliggvény.

e Az alabbi, a faktoridlisokat felidéz6 tulajdonsag a gamma-fliiggvény alapvetd jellemzdje:

Léptets tulajdonsag: [(z41) = 2I'(2). (6.3)

Ezt parciélis integraldssal vezethetjiik le: mivel 4 (e~'¢%) = —e™'t* 4+ e '2t*7!, irhatjuk, hogy
+ z/dt e = 2T(2).

o0 oo d oo
I'(z41) = /dt tPet = /dta(—ettz) —i—/dt e = (—e ')
0 0 0 t=0 0

Az alahtzott rész nulla, mert ha 9R(z)>0 (ahogy kell), akkor ¢* nem 1-hez vagy oo-hez, hanem

t

0-hoz tart t=0-ban. Az e~ pedig gyorsabban csokken t*-nél minden z-re: lim;_,, e~ t* =0 is igaz.

e Erdemes a t=22 helyettesitéssel is felirni a definialé (6.2) integralt:

hiszen itt dt = 2z dx, és x€R™ ese-

6.4
tén tényleg igaz, hogy (22)* = z%. (6:4)

['(z) =2 /dt R
0

S6t hasonlo helyettesitést csinalhatunk t=z-val; ellendrizziik le a kovetkezst (ahol a kapott ,ered-
mény” tehat lényegében I'(2) definiciojanak atfogalmazasa):

Ha a,y € RT, és o e 1 g
) ) d B _—yx - T B+1 ‘ 6.5
BER, B>—1, akkor /0 re o) () (6.5)

e Kozelebb hozza a gamma-fiiggvényt, ha néhany specialis helyen felvett értéket megjegyziink.

Allitas:  T(1)=1, TI'(3)=+x (6.6)

63 A magam részérdl sokat foglalkoztam olyan témakkal, ahol a gamma-fiiggvényt rutinszerten kellett hasznalnom;
talan ezért is a ,feltétlentil sziikségesnél” joval tobbet leirok; a fejezet végén mar ,haladobb szinten” is; elnézést. . .



6.1. Definicio, specialis értékek, kapcsolodé integralok 113

Az els6 nyilvanvalo az eredeti definiciobol, tudva, hogy fooo et = 1. A méasodik a t=x>-tel felirt
iménti alternativ (6.4) alakbol lathato: z:%—t irva oda a Gauss-integréalt kapjuk, ami tudvalevéen
/7. Ezutén viszont ezekbdl indulva a léptetds tulajdonsdgot hasznalhatjuk:

M -1, r(})= V7,

re)=1T() =1 P =4-T() = v7 -
r(3)=2r@2)=1-2=2, F(3) =5-T() =Vvr-33,

F(4>=3 r@3)=1-2-3=6, F3) =3-T() = vr 235

[(n+1) = n, [ (n+1) YA C i) (6.7)

2:2-2-2-...-2
Egyrészt latjuk, hogy a gamma-fiiggvény tényleg a faktorialist altalanositja (egyszersmind belattuk
az elején felidézett, egész n-re felirt (6.1) integralt, de azért még visszatériink ra); masrészt a félegész
szamokban felvett értékeket is kiszamitottuk. Utdbbiakat masképp is Osszerakhatjuk:

['(n+1) = nl, F(n—i—l) _ \/EM _ ﬁ@

2 2n 22npl” (6:8)

A 1l jel a szemi-faktoridlist (azaz: fél-faktorialist”) jeloli: egy adott természetes szamtol lefelé

véve az azonos parossagu szamok szorzatat. Pl 81! = 8.6-4-2¢és 91 =9.7-5-3-1. Paros
szamokra nyilvan (2n)!! = 2"n!, ebbdl lehet paratlanokra is lesztirni (beb&vitve majd egyszertisitve
a kihagyott paros tényezdkkel), hogy (2n—1)!! = 22,32, ebbdl kaptuk a felirt masodik alakot.

Megjegyzés: ha az eredeti (6.1) definialé integralban t*~! helyett #*-t irtak volna annak idején,
akkor nem lenne ez a kellemetlennek tiing 1-gyel eltolas, miszerint I'(n+1) = n!. Két iskola
versengett; mindkét vilasztasnak vannak elényei, és a targyalt alak maradt fenn.

e Az alabbi un. Euler-féle béta-integral szorosan ide kapcsolodik (levezetését 1d. alabb):

Allitas: h ' ! I'(a)l
ftés: ha 0., € C, és [awetogp - 0O, 69)
R(a)>0, és R(B)>0, akkor 1 I'(a+p)
Az integral éppen a megadott esetben létezik (1d. alabb is). Fontos alternativ valtozatok:
" L(a)l'(B)
t = sin?p-t helyettesitve: 2 [ dy (sinp)?*™! 2671 - 6.10
sin“p-t helyettesitve /o @ (sin)“**(cos p) e (6.10)
e [(a)l
t = Jf5-et helyettesitve: /de 2o (z41)"(H) = IS(O;)—_F%), (6.11)

a-ra és (-ra ugyanazokkal a feltételekkel. FEllendrizziik ezeket a helyettesitéseket! Ha ezutan még

pl. a (6.11)-ben =y -t helyettesitiink, még durvabb alaku, de igy kezelhetd integralra jutunk.
Az viszont konkrétan is jol jon, hogy felhasznalva I'(n+1) és F(n+%) fentebb megbeszélt értékeit

kiszamolhatjuk pl. az alabbiakat mint az iménti (6.10) specialis eseteit: ellendrizziik, hogy

/2 22n+1(n|)2 /2 (2n)!
d . 2n+l 2 NPT /d : 2n _ . : 6.12
/0 @ (sinp) = o) 2nt 1)’ : ¢ (sinyp) & 22n ()2’ (6.12)
¢és ugyanez igaz sin helyett cos-ra is, ami ugye csak annyiban kiilonboézne, hogy ¢ — Z—¢

helyettestitést végziink. Ezen (6.12) képletek idénként elSkeriilnek; elemibben is levezethetsk, de
jo tudni, hogy a ,nagy tiizerejd” képleteinket tényleg alkalmazhatjuk specialis esetekre is.
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e Ebben a pontban levezetjiik az Euler-féle béta-integralt: legkézenfekvébb a trigonometrikus
fiiggvényes (6.10) valtozatot tekinteni. Az Otlet annak altalanositasa, ahogyan a Gauss-integralt
levezettiik: tekintsiik a gamma-fiiggvény ehhez hasonlito, t=x2-et helyettesitett (6.4) felirdsat, és
irjuk fel igy a I'(8)I'(«) szorzatot, a kétféle integralasi valtozot x-szel és y-nal jelolve:

LB (a) = 2/3)9; e 2L 2/§ye—y2y2a‘l = (%) (6.13)

0 0
Az otlet: az x és y szerinti sorrendi kettds integralt felfoghatjuk tgy, mint az x—y sik jobb fel-
s6 siknegyedére vett kétdimenzios integralt. Ezt tényleg megtehetjiik a Fubini-tétel miatt (mert
abszolutértékben is integralhato fiiggvényekrsl van szo, 1d. alabb is), és akkor mar masfajta koor-
dinatakban is dolgozhatunk. Most is, mint a Gauss-integralnal, a polarkoordinatak jonnek jol:

/2 00
(*) — 4/d$ dy ef(x2+y2)$2/j—1y2a—1 _ 4/ d(p/d?“rer27”2’81(COS SO)Zﬁ—lyﬂafl(Sin g0)20171 _
0 0

x>0,y>0 w/2
= Q/dr pRotB)—1g=r® 2/ de (sin p)?*(cos )1 =
0 0
w/2

az r-integralban I'(a+[3) — T(a+8) - 2/ dg (sin )22 (cos ) 201,
0

(6.4) felirasat felismerve:

Osszeolvasva ezt az elejével készen is vagyunk (6.10) levezetésével. Ugye polarkoordinatakban
x=r cos @, y=rsin ¢ voltak, az integralasban pedig megjelent az r szorz6 mint Jacobi-determinans.
Megjegyzés: nehogy ne vegyiik észre, hogy az Euler-féle béta-integral szimmetrikus az o <» 3
cserére; ez magukon az integralokon is latszik (az egyszert ¢ <+ 1—t, vagy ¢ <> §—¢ helyettesité-
sekkel), nemcsak a gamma-fiiggvénnyel felirt eredményen (ami persze szintén szimmetrikus).

X ok ok

o A szakasz maradékaban kiegészitésképpen elvarrjuk a szalakat. ElGszor megvizsgéaljuk a
kiindulasnak szant (6.1) integralt, integralhatoség szempontjabol is. Kiszamithatjuk primitiv fiigg-
vénnyel; a triikkk ehhez az, hogy parcialis integralasokkal t"-et lépésenként ,lebontva” e~ marad:

/dt t"e™" = F(t), ahol F(t)=—e’ [t”—l—nt”_l—l—n(n—1)t"_2+n(n—1)(n—2)t”_3+ . —i—n!].

Ellenérizziik, hogy ezen F(t) derivaltja tényleg a kivant integrandus!®* Az integrandus nemnegativ:
pontosan akkor létezik az [ integral, ha minden a>0 és b<co és a<b esetén létezik az f: integral,
és létezik a—0, b—oo hatarértéke (1d. a 3.2. szakaszt). Most ez lesz a helyzet: létezik az integralunk.
Konkrétan: e~ gyorsabban csikken b—oo-re a hatvanyoknal, és a=0-ban F(a) folytonos, igy

a—0 b—o0 b—o0

lim F(a) = F(0) = —n!, lim F(b) =0 = /dt t"e™" = lim F(b) — lin[l) F(a) =nl.
0 a—

e Kovetkezs: milyen z-kre létezik a T'(z)-t definialé integral? ElGszor vizsgaljunk valos z = «

¢ val6s nemnegativ értékd fiiggvény. A 3.2. szakaszban

értékeket; ekkor az integrandus, t*~le~
elékeriilt, hogy integralhaté majorans létezésébdl integralhatosag, nem integralhatod fiiggvénnyel
valo alulbecslésbdl pedig nem integralhatosig kovetkezik, és megvizsgaltuk hatvanyfiiggvények

integralhatosagat is. A mostani esetben t—oo felé az ¢! az érdekes, t—0 kornyékén a t*: ezek

64Gegitség: a zardjelben minden tag az elézé derivaltja; a jobb oldalt szorzatként derivalva pont mindegyik
alacsonyabb foku kiesik, és csak a legmagasabb foku t™ marad, ahogy kell.
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miatt (is) érdemes két darabra vagni az integralt t=1-nél. Ezeken felbatorodva pl. igy érvelhetiink:

Ha t € [1, o0], akkor van o- tolemt = gTH2paml Lo t/2 < 0L e t/2)
lyan K >0 konstans, amivel korlétos [1, oo]-n

mert a kijelolt rész t=oo-ben 0-hoz tart, véges zart [1, a] szakaszon pedig felveszi maximumat, igy
biztos korlatos. A jobb oldal viszont integralhaté [1, oc]-re, emiatt e #*~! is az barmilyen a€R-re.

Ha o>0, akkor t*~! integralhato a

Ha viszont ¢ € [0, 1], akkor o
0, 1] szakaszra, igy e "t~ is az.

egyrészt to temt < ol =

. ta—l

Ha viszont <0, akkor % nem in-

2 a—1,—t a—1 1
masrészt 17 e > 1 e’ tegralhato [0, 1]-re, igy e tt*!

sem az.
Osszefoglalva: ha a>0, akkor e **~! integralhaté 0-tol 1-ig és 1-t6l oco-ig, vagyis 0-t6l oo-ig, ha
viszont <0, akkor e~‘t*"! nem integralhato [0, 1]-re, tehat 0-t6l co-ig sem. A gamma-fiiggvényt
definialo (6.2) integral tehat valés a-t tekintve a>0 esetén létezik. Altaldnos z€C-re pedig
idézziik fel, hogy egy f fliggvény pontosan akkor integralhato, ha |f| is az. Méarmost valés ¢>0-ra
és weCere [t = Vvt = exp (3 (w+w*)Int) = ta(wtw) — %) emiatt mostani esetiinkben

fey=t"let = |fO)] =T & R(2) valos.

Lattuk, hogy ez az |f(t)| pontosan 2(z)>0 esetén integralhatod: ez érvényes az eredeti f(t)-re is,
vagyis a gamma-fliggvény (6.2) integral-definicioja D3(z) >0 esetén értelmes.

e Az el6z6 pontban felidéztiik t tipust hatvanyfiiggvények integralhatosagat; ebbdl kiderithetjiik,
hogy az Euler-féle béta-integral integrandusa, t*~!(1—¢)?~!, melynek abszolitértéke (valos t>0-
ra, amiken a ¢ valtozo tényleg fut) 7@ ~1(1—)RP)~1 tényleg M(a)>0 &s PR(B)>0 teljesiilése
esetén integralhato a kijelslt [0, 1] intervallumra. 2R (a)<0 esetén a t*~! tényezs miatt t=0 koriil,
R(B)<0 esetén pedig az (1—t)P~1 tényezd miatt a t=1 koriil ,romlana el” az integralhatosag.

e Utolso elvarrando szal: I'(z) differencialhatésaga. Ehhez a paraméteres integral differenciél-
hatosagarol szolo, a C.4. fiiggelékben is elovett (C.5) allitast kell tudni.®> A mostani esetiinkben

f(t,z) =e =71, |f(t,2)| = e7 7)1 integralhato, ha JR(z)>0,
D.f(t,z) =e 't*Int 0. (t, 2)| = e 4#%(@~1 |Int|, integralhato, ha R(z)>0.

c s

valtra vonatkozé megallapitas 1j. A lényege: a logaritmus ilyenkor nem zavar be. Konkrétabban:
tudjuk, hogy barmilyen kicsi a>0-ra igaz az alabbi; valasszunk rogton olyat, ami ha egy adott z-re
MR(z)>0, akkor 0<a<MR(z) teljesil ra:
limy oot~ |Int| = 0, t=|Int| < K (azaz korlatos) t€[l, oo]-re,
limy;_,ot* [Int| = 0, t* |Int| < K’ (azaz korlatos) t€0, 1]-re.
e HRE T Int| = e HREFeml | nt| < K- e N1 ha t € [1, 00, és

e HRE T Int| = e 4G el g ng| < K- e 17271 hat €]0,1].

Az el6keriilt felsgbecsls fiiggvényalakokrol mar lattuk, hogy integralhatok (ennek megfelelGen va-
lasztottuk a-t az imént): kész, tényleg igaz, amit 0, f(t, z) integralhatosagarol allitottunk.

65FEz a mostani eset egytittal a tétel egy motivalo alkalmazasa is, hiszen I'(2)-r6l szeretnénk tudni, hogy differen-
cialhato, noha sem G6t, sem a derivaltjat nem igazan tudjuk masképp kifejezni, mint paraméteres integrallal.
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A differencialhatosaghoz szemeljiink ki egy 2o-t, amire $R(z9)>0. Olyan nemiires U konvex
nyilt kornyezete és olyan ¢(t) integralhato fiiggvény kell, hogy minden z€U-ra és minden t€ER™-
ra |0, f(t,2)] < g(t). Egy megoldas: legyenek a,b € RT olyanok, hogy 0<a<fR(zy)<b (ilyenek
vannak), és legyen U egy fiigg6leges séav: U = {z€C ‘ a<R(z)<b}. Egy z€U esetén ha te[l, 00],
akkor t™(?) <t viszont ha t €]0, 1], akkor t%(*) < t@ Osszerakva: legyen g a kovetkezd fiiggvény:

(1) = t*~te~t|Int|, ha t €]0, 1], ezzel V ze€U-ra és V teRT-ra |0, f(t, 2)| < g(t),
W= o1t |Int|, hat € [1,00],  és g(t) integralhato R*-ra (az imént lattuk be).

Teljesiil tehat a paraméteres integral differencialhatosagarol szolo tétel feltétele U-n: I'(z) tehat
differencialhato zp-ban. Azonban ezt minden zg-ra elmondhatjuk, ha $R(z)>0: készen vagyunk.

6.2. Analitikus elfolytatas, reflexiés Osszefiiggés

e A I'(2) az eddigiek szerint JR(z)>0-ra értelmes, mert csakis ilyen z-kre létezik a definialo integral.
Ezen a halmazon viszont differencidlhato, azaz analitikus. Megprobalhatjuk analitikusan elfoly-
tatni: keresni egy a PR(z)>0 félsiknal b&vebben értelmezett f(z) differencialhato fiiggvényt, ami
MR(z)>0-ra megegyezik az eddigi I'(z)-vel. Ekkor az ilyen f a b6vebb halmazon egyértelmd.
Aléabb kidertil, hogy a bévebb halmaz a C\ Z; halmaz lehet, azaz a 0, —1, —2, —3 ... szamokat
kivéve az egész C. Az ide kiterjesztett fiiggvényt is I'(z)-vel jeloljiik és gamma-fiiggvénynek hivjuk.
['(z) értelmes lesz tehat sok olyan z-re is, amelyre 3(z)<0, de ilyenekre (pl. z=—1+i-re) a felvett
értéket nem szamithatnank ki a nem értelmes eredeti (6.2) integrallal, hanem csak masképp.%

e Emlékezziink: szokasosan 0! = 1, pedig 0! nem értelmes az n! = 1-2-...-n definici6 alap-
jan. Azonban n>0 esetén n! = ("%Jrll)!, és ezt értelmezhetjiik n=0-ra is: ezért érdemes 0!:%:1

modon bevezetni 0l-t. Igy a felidézett (és elvdrt) tulajdonsag érvényben marad. Negativ egészek
faktorialisa pedig ,végtelen”: (—1)!:%!200 lenne; tovabb: (—2)!:(:—11)1200, stb.
Ennyi ravezetés utan rogzitsiink egy meNT pozitiv egész szamot, és a faktoridlis mintajara

irjuk fel a I'(z) hasonléan érvényes léptetd tulajdonsagat m visszalépéssel:
I'(z4+m)

['(z) = I Y PON;) ey pere hacsak 9R(z)>0. (6.14)

mivel R(z)>0-ra
2I'(z) =T'(2+1)

A PR(z)>0 ahhoz kell itt, hogy a bal oldalon I'(z) értelmes legyen. Ilyen z-kre a tort is értelmes: a
nevezd nem lesz nulla, és I'(z+m) is értelmes, hiszen nyilvan R(z+m) = m+R(z) > 0 is teljesiil.
Most jon a lényeg: a jobb oldalon kapott iménti tortet dnmagdban nézve 6 egy z-ben differenci-
alhato értelmes fliggvényt ad meg, ha az dbenne szerepls I'(z+m) értelmes, azaz ha R(z+m) > 0,
vagyis R(z) > —m; kivéve persze, ha z = 0,—1,—-2,..., —(m—1), mert ekkor a nevezsk valame-
lyike nullava valna. Semmi nem akadalyoz minket tehat abban, hogy az adott meN™ esetén

R(z)>—m,
de z ¢ Z,,

értelmezziik I'(z+m)

igy a I'(2)-t: I'(2) = et ) (o12) . (erm=1) hacsak

(6.15)

ahol a szamlalobeli I'(z+m)-et az R(z) felirt megszoritasa miatt biztos értelmezi az eredeti (6.2)
definial6 integral. A gondolatmenetbdl vilagos, hogy nem ,hibaztunk™ ha visszamendéleg még az
erésebb PR (2)>0 feltételt is megkoveteljiik, akkor ez a gamma-fiiggvény ugyanaz, mint az eredeti.

66Ugye hasonl6 volt a helyzet az analitikus elfolytatas alappéldajanal a 4.1. szakaszban: az i képlet elfolytatja
a y 2" sordsszeget a |z|<1 konvergenciakérrél, de pl. z=3-ban i—t nem szamithatjuk ki a ) 2" sordsszeggel.
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S6t, ha most m helyett egy még nagyobb m/-t vesziink, akkor éppen a I'(z+m/)-rél a I'(z+m)-re
valo eredeti lelépegetés érvényessége miatt a 2R(z) > —m halmazon az m/-t hasznalo (6.15) tipust
lelépegetés is ugyanazt a fiiggvényt definialja itt, mint az m-mel felirt (6.15).

e Adott meNT esetén I'(2)-t analitikusan elfolytattuk a 93(z)>0 halmazrol a bévebb R(z) > —m,
27#0,—1,—2,... halmazra. Node m akarmekkora is lehet: végiilis az egész C \ Z, halmazra
kiterjeszthettiik a gamma-fiiggvényt. Az eddigiek alapjan egy PR(z)<0 helyen (ha 2¢Z;) tugy
szamithatjuk ki T'(2)-t, hogy vesziink egy olyan m-et, amire R(z)+m > 0, kiszamitjuk I'(z+m)-et
az eredeti integrallal (ami ekkor értelmes), és lelépegetiink (6.15) modjara I'(z)-re. A mondottakbol
vilagos, hogy mindegy, milyen nagy ilyen m-et valasztunk. Az is vildgos, hogy (éppen mivel
lényegében ezt koveteltiik meg) a 1éptetds tulajdonsag is érvényes marad:

2I'(z) =I'(2+1), minden z€C-re, ha 2+1 ¢ Z,. (Ekkor z¢Z; is teljesiil.) (6.16)

z=—1,—2,... esetén mindkét oldal értelmetlen lenne, z=0-ra a bal oldal 0 - co, a jobb oldal 1.
Az is latszik a (6.15) definiciobol (ahol a jobb oldalon differencialhaté fliggvények hanyadosa
szerepel, és a nevezdnek jol lathatéan zérushelyei vannak), hogy mi a helyzet a nempozitiv egész,

z=0,—1,-2,... helyeken: ezekben a z-kben a I'(z)-nek els6rendii pé6lusai vannak.
A A A A
©) E ©) E ©) ©)
—)p E —p- E (TR R) = T'(z) I'(z)
) . . I() ()
: m=2 ' m=5

46. abra. Illusztraci6 a gamma-fiiggvény analitikus elfolytatdsanak targyalt menetéhez.

e A gamma-fiiggvény fontos tulajdonséga (és az analitikus elfolytatast is kozelebb hozza) az alabbi

™

reflexios Osszefiiggés: I'(z)I'(1-2) = (6.17)

sin(rz)’
Ha I'(2) eredeti definicidja, (6.2) lebeg el6ttiink, akkor ez az Osszefiiggés csakis akkor lehet értelmes
(plane igaz), ha R(2)>0 és R(1—2)>0, azaz a 0<NR(z)<1 savon. Ilyen z-kre be is bizonyithatjuk:
lényegében a (6.9) béta-integralt kell kiszamolni az a=z, f=1—z esetben (azaz itt a+=1); ha z

a savunkban van, akkor ez értelmes. Felidézve a ¢ = —15 modon helyettesitett (6.11) alakot) is,

azt kell belatni, hogy /1 . _ /°° z* ! T
dtt*1(1—t)" = [ d = . 6.18
ha 0<fR(z)<1, akkor 0 (1) 0 s sin(7z) (6.18)

Ez utobbi integralt gy kezelhetjiik, ahogyan korabban az 5.3. szakaszban tettiink hasonl6 integra-
lokkal a nem egész kitevsji hatvanyfliggvények vagasait hasznalva, pl. az ottani (5.32) integrallal.
Kivételesen x-szel jeloljiik a komplex valtozot is; a kovetkezé integrandus kell:

(—x)*1 ennek vagésa van r€R-on, és elséren-

f(z) = (6.19)

z+1 dd polusa x=—1-ben, a reziduum itt 1.

Roviden felidézziik az 5.3. szakaszban latott gondolatmenetet. Az z-sikon kell§ v integracios tt
a korabbi 38. abran lathato: a vagas folott r+ie-t6l R+ie-ig, R sugart bezard koriv, a vagés
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alatt R—ie-tol vissza r—ie-ig, majd kis r sugaru koriv z=0 koriil. Ezen v-ra alkalmazhatjuk a
reziduumtételt: az r=—1 polust keriili meg, 557 f(x)dz = 2mi - 1 = 2mi. Mésrészt e—0-ra a vagas
folott ill. alatt, +ie-t véve 1+(z+tie) — 1+x, de [—(z+ie)]*~! — 27 1e™ tovabbd R—o0-t véve
a nagy iv jaruléka nullahoz tart (kihasznalva, hogy PR(z)<1), és r—0-t véve a kis iv jaruléka is
nullahoz tart (kihasznalva, hogy 9R(z)>0). A hatardtmeneteket elvégezve tehat készen lesziink:

) 0o .z—1 ) o .z—1 o .z—1 271
27ri:7{d:cf(x):e””/dxx —e”z/dxx = ol =——"T T
. 0o T+l o T+1 o x+l em—eim gin(7z)

e A I'(2)-t mar analitikusan elfolytattuk a Z, halmazt kivéve mindenhova: ezt figyelembe véve a
reflexios Osszefiiggés bal oldala, I'(2)I'(1—z) az egész C-n analitikus, kivéve az egész szamokat (me-
fiiggvény

™

lyek I'(z) vagy I'(1—z) polusai). Lathatolag ugyanez az helyzet a jobb oldallal: a e
is a C\ Z halmazon analitikus. Belattuk, hogy ezek megegyeznek a nyilt 0<fR(z)<1 savon: emiatt

(ismerve analitikus fiiggvények ,merevségét”) mindenhol megyeznek. A reflexids Osszefiiggés is
tehat minden z€C-re igaz, hacsak értelmes, vagyis valos egész szamokat kivéve mindenhol.

e Lesziirhetjiik az eddigiekbdl a gamma-fiiggvény két fontos egyszeri tulajdonsagat:
(T'(2))" =I(z"), és I'(2)#0, azaz I'(z)-nek nincs zérushelye. (6.20)

Az elss, a konjugaltas (mely persze visszaadja, hogy I'(x) valos, ha x is az) R(z)>0 esetén lat-
szik a definialo (6.2) integralbol (z helyett z*-ot irva tényleg az integrandus, igy az eredmény is
konjugélodik), JR(z) <0 esetén is a fentebbi (6.14) szerinti lelépegetés is megdrzi ezt a tulajdonséagot.

Hogy nincs zérushely, az a reflexios Osszefiiggésbdl kovetkezik: Sm?—m) sehol sem nulla, igy I'(2)
esetleg olyan helyeken lehetne csak nulla, ahol T'(1—2z) nem értelmezett, de ez csakis a z = m+1,
m =0,1,2... helyeken, azaz a pozitiv egész szamokban van, ahol viszont ['(z) nem nulla (hanem

m!). Ezt tudva nyugodt szivvel atirhatjuk pl. igy a reflexios Osszefiiggést:

T 1 hataresetben akkor is érvé-
I'(z2)I'(1—2) = = INl—2)= ————
()1 (1=2) sin(7z) (1=2) sin(7z) I'(2)’ nyesnek vehetéen, ha z€Z.

e A(z immaron mindenhol igaz) léptetGs tulajdonség, a reflexios Osszefiiggés és I'(z) polusai szépen
,osszeillenek”; kihasznalhatjuk ezt pl. egymés melletti szamok szorzatanak felirasdhoz:

i,; (gggsé? ;l?l;or ala+1)(a+2). .. (04+mv—3)(04+m—2)(04+m—12 = —F?(ZT) —
— (1) (1—a-m)(2—a-m)(3—a—m) ... (—2—a)(~1-a)(~a) = (-1)m%,

~
minden tényez&t —1-gyel szoroztunk, és forditott sorrendben irtuk fel

az utobbi szorzatot is lépegetéssel ,dekodolva’. A reflexios Osszefiiggéssel is az dertil ki, hogy

T 1
F(Oz+m) _ sin(ra+mm) I'(1—a—m) _ F(]_—OZ) . sin(mra) _ (_1)m F(l—a) (62]_)
M) miomey | TO-aom) 2o F(i-a—m)

=(-1ym

A két tort koziil legalabb az egyik akkor is érvényes marad (esetleg a nevezébe oo-t irva I'(z)
poélusai miatt), ha a€Z. Példaul idézzik fel az altalanos (1—z)~* hatvanyfiiggvény hatvanysorat,
melyet még az 1. fejezet végén frtunk fel: ezt most igy is megfogalmazhatjuk:

|z]<1-re (1—2)" :go%;—i - n:O(_ )n%z_’;.

8

(6.22)
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Ha a=m nemnegativ valés (meNy), az elsg alak mikddik, a masodikban >2-k vannak a polusok
miatt. Ha pedig a=—m nempozitiv valos, akkor véges sok tag van (tényleg, (1—2)™ polinom); az
elsé alak Z-ket adna, a masodikon latszik, hogy véges sok tagot kivéve oo van a nevezében.

Az a szokésos értelmezés, hogy negativ egész szamra (—m—1)! = oo, most a gamma-fiiggvény
polusait tudva nyert értelmet. Ez mar elemibben is hasznalhato, pl. a binomialis tételnél:

n n! n n! n!
- b = — "y = —_—amm" 6.23
(m) (n—m)!m!’ (a-+5) mzzo(n—m)!m!a 77%Z(n—m)!m!a ’ (6.23)
azaz minden meZ-re Osszegziink, de kihasznaljuk, hogy m>n-re (n—m)! = oo, ha pedig m<0,

akkor m!=o0c. Bonyolultabb hasonlo 6sszegzések esetén is jo lehet tudni, hogy ,nem mindig kell
figyelni” az Osszegzés hatéaraira: ha a nevezSbe negativ szam faktoridlisa keriil, az a tag nulla.

e Tudva, hogy (F(z))*:F(z*), a reflexios Osszefiiggéssel és a léptetd tulajdonsaggal I'(z) abszolut-
értékét elemi fiiggvényekkel kifejezhetjiik néhany esetben. Az aldbbi képletek elGkeriilnek
pl. a Coulomb-kélesonhatassal felirt Schrodinger-egyenlet vizsgalatdnal. Legyen neR valos, ekkor

) * = () (i) = D)1= (boin) = = S (62
im)[* = D(in)T(—in) = ——TD(in)T(1—in) = — " —T__1
T (in)|” = T(in)T(—in) _mF( T (1—in) in nimn) — nah(en)’ (6.25)
[D(ntin)[* = D(ntin) x T(n—in) = (T(in) - :11::[;(2'77+m)) x (T(=in) ~;1::[L(—i77—|—m)) -
= |F(in)‘2 -;]_:[:((in+m)(—in+m)) = %sh(im) -Z];[lo(n2+m2), ha neNT. (6.26)

6.3. Stirling-formula, kévetkezmények

e A nagy szamok faktorialisira vonatkozo6 alabbi formula sokszor visszakoszon a gyakorlatban:
Stirling-formula: n! ~ 27m<2> , azaz [(z+1) =~ 27r:v<§> ) (6.27)
e e

ha neN*t, n>>1, illetve 2z€R*, 2>>1. Ez jellemzi a faktoridlis névekedését: az n" a lényeg.5” A
felirt , koriilbeliil egyenld™-s valtozat mellett egzaktabb is igaz.

A 116t 20 : 1 z\¥ Ll _
Allitas: zeR*-ra :}ergo{m 21z (%) } =1, (6.28)
s6t C-ben is, altalanos |z|—oo dtmenetekre is, ha legalabbis eltavolodunk a polusoktol:
2 z . — 22
lim V2rz(z/e) _1 ha lfozben zaz R te?gelyt(.)l (6.29)
z[so0  ['(2+1) is végtelen messze eltavolodik.

e A (6.28)—(6.29) képletek igy egzakt eredmények, és a gamma-fiiggvény tovabbi megismeréséhez is
fontosak.%® Elgszor a koriilbeliil egyenlss (6.27)-et latjuk be egy énmagaban is érdekes (és méshol
is hasznos) modszerrel: | cstucsos” fiiggvény Gauss-kozelitésben valo integralasaval.

67Itt n—oo-t szokéas gondolni, de mar pl. 6! = 720, a fenti formula pedig 710,08-at ad: a relativ eltérés ~1,4%.
%8Fs nem is mindig névekedést mondanak: pl. képzetes iranyban (a€R* fix, t€RT és t—00) az abszolutértékre
ID(atit)| ~ \/27fatit] - [(atit)* | - |e=o | = ... = 2re % (a®+t?) 5 tTe T8 ¢ amiben az esetleg elég nagy
t

arctg - ~ e—%t

a® mellett t—oo-re mar az e~ a lényeges: ilyen értelemben P(z)>0 esetén |I'(z)| képzetes iranyban
lényegében exponencidlisan csokken. (Figyeljiik meg, hogy ez Gsszevag a fenti (6.24)—(6.26) képletekkel is.)
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Legyen f : R - R olyan, hogy egy egyértelmii ¢, maximumhelye van, annak koérnyékén elég-
szer differencidlhato, és csak ¢y kornyékén kiilonbozik lényegesen nullatol. Ekkor ffooo f csak a
to kornyékérsl szarmazik. Ha megtalaljuk to-t majd f(¢o)-t ill. f”(to)-t, esziinkbe juthat, hogy
f-et egy hozzé hasonld” Gauss-gorbével kozelitsiik, aminek ugyanott van a maximumbhelye és a
maximumértéke, és ,ugyanolyan széles”, azaz to-ban a masodik derivaltja is ugyanannyi, mint f-é:

f(to) A mondott feltételek mellett biztos, hogy

a7 (t—t0)? hol o2— ‘
&)~ flto)e Ao —f"(to)”  ha f(tg)>0, akkor f”(ty)<0: tényleg o*>0.

Léssuk be, hogy a felirt Gauss-gorbe teljesiti a kirott feltételeket! Ot hasznélva viszont

b 00 b
/dt O /dt Flto)e =210 = f(4)V2102 = /dt F(t) = f(to)y/2r 55t (6.30)

ha a,b olyanok, hogy [a,b]-n kiviil mér ,,f ~ 07 (vagy nem is értelmezett): ezért hasznalhatjuk a

Gauss-gorbe egész R-re vett integraljat (amit tudunk). A kapott képlet f; f gaussi kozelitése.

47. abra. Cstcsos fiiggvény integraldsa Gauss-kozelitésben: a maximumbhely és —érték allitja be a
kozelité Gauss-gorbe cstcshelyét és magassagat, az f” pedig a Gauss-gorbe szélességét.

e Probaljuk ezt alkalmazni a I'(z+1)-et definialé eredeti (6.2) integralra z = x€R™ valos esetben!
f'(t) =tre*(1-9),

f//(t> — txe—t(1_2_$+m(x 1))
A t fiiggvényében tehat a [0, oo] integralasi tartoméanyon tényleg van egyértelmi ¢t maximumbhely:

flt)=0, ha to=2 =  flt)=2%, Lo =u (6.32)

(6.31)

[(x+1) :/O(C;f f(t), ahol f(t)=t¢" =

Itt tehat o=+/z adodik, de to=x: a cstics tényleg ,relative keskenyedik”, ahogy z—00. Igy viszont

az iméntiekbdl gaussi kozelités- /Tiot e~ F(t) 27}{(,50 \/—< ) (6.33)

sel ki is jon a Stirling-formula: 0

e Kiegészités: hogy az erGsebb, hatarértékes fogalmazast is beldssuk, helyettesitsiink tgy a
['(z+1)-et megado integralban, hogy az 1j integrandus csicshelye 0, ottani értéke 1, és ,széles-
sége” is 1 legyen. A iménti to, f(to), f”(to) értékeken és a kozelits Stirling-formulan felbuzdulva

=r+vVr-s = D(z+l)= \/—

/dse ) ahol h(s) = +/xs— xln(l—k\%). (6.34)

Az igy kapott h(s) hatvanysora s=0 koriil %—3%—1—%— .... az integrandus pontonkénti xr—o0
hatarértéke tehat tényleg e=**/2 (erre hajtottunk); az also hatar pedig —oo-hez tart, és 7 ds e=s*/2
értéke v/2m. Ha az x—o00 hataratmenet és az integralas megcserélhetd, osszerakva készen lennénk.

A Lebesque-tétel szerint ez biztosan teljesiil, ha van [e~"(*)|=e~"(*)-nek 2-t¢l fiiggetlen integral-

hato majoransa. Filiggvényvizsgélattal (akar abrazolassal megsegitve) kideriil, hogy ha s>0 adott,
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akkor m-et novelve h(s) né, igy e ") értéke csokken, ha viszont s<0, akkor z-et névelve h(s)

h(s)

csOkken, azaz e”™* ng (az e~%°/2 hatarértékhez tartva), legalabbis olyan s-et véve, ami az adott

2-nél mér értelmes; ehhez s>—/x kell. Inditsunk pl. x=1-t6l az x— oo-t; ekkor:

5>0, z>1 esetén e ") < e~h)le=1 = (14-5)e™*; ez integralhatdo scR*-ra,

h(s) (6.35)

s<0-ra és z>0-ra e ™M) < ¢=5*/2 ami integralhaté s-ben R™-ra.

Tehat van integralhaté majoréns, igy a hatarértékképzést felcserélhetjiik az integralassal:
1—‘ 1 o0 (o] o0
lim Tlatl) = lim [dse ") :/ds lim e ") :/ds e™? = \or;  kész. (6.36)
T—00 ﬁxz/em T—$00 -z T—00

A ~-t hasznal6 (6.27) Stirling-formulat komolyabb eszkozokkel sikeriilt a preciz (6.28) hatarértékes
formaba Onteni; az ehhez hasznalt t—s helyettesitést a gaussi kozelités sugallta. Bonyolultabb
integralok gaussi kozelitését is sokszor ,megtamogathatjuk” Lebesgue-tétellel.

X ok ok

A komplex Stirling-formulara visszatériink; néhény kévetkezmény mar a valos esetbdl is lesziirhetd.
Az btlet a végtelenbdl visszalépegetés”: minden meNT esetén lelépkedhetiink I'(z+m+1)-bol T'(x)-
re, igy m—o00 hatéarértékként is, ahol viszont I'(x+m+1)-be beirhatjuk a Stirling-formulat:

s T 1 2 z+m+i _—z—m
Egyelore I(z) = lim (x+m—+1) T 7(z+m) 2e (637)
z=r€R-re: m—oo x(z+1)(x+2) ... (x+m) m—ooo x(x+1)(z+2) ... (z+m)
e Belathatjuk ebbdl a kovetkezs kétszerez6 képletet: minden z€C-re, ahol csak értelmes,
['(2z) = \/LEQQZ’lf(z)F(zA—%). (6.38)

Az motivalhatja ezt, hogy pozitiv egészekre miikddik, tudva, hogy I'(n)=(n—1)!, I'(2n)=(2n—1)!
és I'(n+i)=ym (22,32,' Az allitas most az, hogy teljesiil minden z-re (komplexekre is).

Valos z€R*-ra irjuk fel T'(z), F(:H—%) és ['(2x) értékeit a visszalépegetds (6.37) alakban, tigye-
sen kiosztva az m beirt értékeit (amiknek annyi a szerepiik, hogy végtelenhez tartanak): I'(z)-hez

m-et, I'(z+3)-hez m—1-et, I'(2z)-hez pedig 2m-et frunk. I'(z)-re a (6.37) marad, a masik ketts

) L\ —g—mit g 20+2m+31 ,—22—2m
F(.T—I—%) — lim \/_Wl(l‘—i-mg 2) € : 2’ F(2$) ~ lim \/ﬁ(2x+2m) 2¢
m—oo (z+1) (2+3) ... (z—14m) m—oo  2x(2z+1)...(22+2m)

Y

majd irjuk fel ezekkel a bizonyitando6 (6.38) allitas két oldalanak hanyadosat! Vezessiik le magunk-
nak; a lényeg: az m-ek Otletes elhelyezése miatt a visszalépegetds szorzatok lényegében kiesnek,
és ezen tul is sok mindennel egyszertsithetiink; arra jutunk, hogy (6.38) két oldalanak hanyadosa
Vvelim,, o (l—xlﬁl)”m = /e-e /2 =1, tudva, hogy limx_,c (1—1—%))( = e,

Valos x-re tehat belattuk a kétszerezds formulat. Komplex z-re a szokasosat mondhatjuk: a

felirt (6.38) Osszefiiggés analitikus fliggvények egyenldségét allitja, és belattuk a (torlodasi pontot

tartalmaz6) RT részhalmazon: az Osszefiiggés igaz lesz mindenhol, ahol csak értelmes.™

% Legyen o=/z és £&=%£. Derivalva h(s)-et o szerint 4= [os — 0 In(142)] = a(i%ff—an(l—kg))EaF(f). Mivel

F(0)=0, és F'(&)=... :(gi—l)Z, ami £=0-ban 0, mashol pozitiv, lesziirhetjiik, hogy F(£)>0, ha £>0, és F(£)<0, ha
£<0. Ebbdl megvan -Lh(s) eljele: o novelésével h(s) nd, ha s>0 (ekkor £>0), és csékken, ha s<0 (ilyenkor £<0).

70 Megjegyzés: a Gauss-rol elnevezett t6bbszirézds formula is levezethets ugyanezzel a modszerrel:

P (420 (242) .. T (e422L) = (20) 5 m2 "I (m2). (6.39)
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e A gamma-fiiggvény logaritmusanak z=1 koriili sorfejtését is kozelhozza a végtelenbdl valo
visszalépegetés. Irjuk fel InI'(14+x)-re a Stirling-formulas (6.37) képletet (m-et m—1-re atjelélve):

In'(z+1) = lim {% In(27) + (z+m+3) In(z+m) — (z4+m) — i ln(:ic—i—k')}; (6.40)

m—o00 k=1
ezt valos z-ekre bizonyitottuk, de ez elég. MegelSlegezziik (1d. a C.6. fiiggelékben), hogy itt a
hatarértékképzést megeserélhetjiik a derivalassal; ezzel viszont azt irhatjuk, hogy
mo]
=1 otk

m

}: n}bi_{nm{ln(x—i—m)—k L} (6.41)

1
LT (x4+1) = 1 — 41 —
~Inl'(z+1) = lim {2(x+m) + In(z+m) D

m—o0

ahol elhagytuk a nulldhoz tarto HLm—et. A maradék két tag oo-hez tart, csak a kiilonbségiiknek

létezik hatarértéke (részletesebben ezt is 1d. a C.6. fliggelékben). A tobbedik derivaltak pedig

m o] 1
a2 . o 1At anile € T A
s Inl(z4+1) = ; (:zr—l—k) ; (:E—{—k)?’ ez mar létezik igy. Tovabblépve:
S 1
d3
Lo Inl 1)=-2 ———, ... Ll 1 1)! 42
BT =25 Lo SN = (U DE (642

Tudva, hogy InT'(1) = In1 = 0, és x=0-ban kiértékelve a kapott képleteket megkapjuk InT'(2+1)
hatvanysoranak egytitthatoit, azaz magat a sorfejtést. A definicidkat ld. rogton; az eredmény:

|z|<1-re Inl'(z+1) = —yz + i%(—z)" (6.43)

Ez a z=1 koriili R=1 sugaru korlapon konvergens, mert InT" ezen differencialhato, de a hataréan,
z=0-ban van az ,elsé bajos pont”, I'(2) els6 polusa. (A kovetkeztetésrsl 1d. a 4.3. szakaszt is).™
A T'(2) hatvanysora InT'(2)-ébdl a (soraval definialt) exp fiiggvényt hattatva adodik: InT'(z)

soranak tetszetds egyiitthatoi (a négyzetre, kobre stb. emelés miatt) ,keverednek Gssze”.

e A —v tehat a gamma-fiiggvény derivaltja 1-ben. A v neve: Euler-(Mascheroni-)alland6:™
v=—(nl) (1) =-T"(1). Utobbi is igaz, hiszen I'(1)=1. (6.44)

Az InT derivaltjat megado iménti visszalépegetds (6.41) kifejezésbe 2=0-t irva adodik az egyik, a
['(1+42) eredeti (6.2) definiciojat paraméteres integralként derivalva pedig a masik kifejezése:

m ] 00
v = lim {Ez—lnm}, 'y:—/dte_tlnt. v~ 0,577. .. (6.45)
0

A t6bbi egytitthatoban a ((s) un. Riemann-féle zéta-fiiggvény keriilt el. Ezzel a D fiiggelék
foglalkozik; most csak a legalapvetébb (és itt csak s=m esetben hasznélt) definicioja kell:

1 1 1 1 1 > 1
= —4+—4— — ha R 1. 6.46
C(s) 15+28+38+45+55+ ,;ks’ a R(s) > (6.46)

e A gamma-fiiggvény egy (szintén Euler-t6l szarmazo) hatarértékes alternativ definicioja ado-

dik, ha az eredeti (6.2) definialo integralban a felss hatart 6vatoskodva oo helyett n-nek vessziik, és

e~ helyett (1—%)n—et frunk: az n—o0 hataresetben visszakapjuk e -t (ez az e alapi exponencialis

LA derivaltakat most az R mentén mozogva szamoltuk ki, de mivel InT'(z) z=1-ben komplexr differencialhato,
tényleg a kapott értékek a(z egyértelmt) derivaltjai: a kapott hatvdnysor maga komplex z-kre is érvényes és értelmes.
"2Erdekesség: v-rél még az sincs bebizonyitva, hogy egyaltalan irracionalis lenne, bar ,minden bizonnyal” az.
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fiiggvény egyik alapvetd, definialo jellegd tulajdonsaga), és az oo hatart is. Tehat:

I'(z2) = / dte "1 = / dt lim lx[oyn](t)(l—%)”tz‘l} = lim [dt (1-%)" 1 2
: I(z)[(n+1 !

Z lim nz/dss 1-s)" Z lim nZM % I(2) = lim wn .

n—oo Jo n—oo  I'(z4n+1) n—oo z(z+1) ... (2+n)

z

(6.47)

Az 1. lépésben megcseréltiik a hatarértékképzést az integrallal.™ A 2. lépésben t=ns-et helyettesi-
tettiink, a 3. lépésben pedig a 6.1. szakaszban latott (6.9) béta-integralt hasznéltuk; a 4. lépésben
a kapott jobb oldalon 1épegetds szorzatként irtuk a gamma-fliiggvények hanyadosat.

A levezetésben R (z)>0-t kellett feltenni, de nemsokara belatjuk, hogy a Stirling-formula tényleg
komplex esetben is érvényes, igy ebbdl is kiderithetjiik (visszatérve az el6z6 4. 1épés elé), hogy

1 T(2)T(n+1 *V2mn(2)" n *
im n (Z) (n+ ) = lim " ﬂ-n( ) ntz lim e* (1__) i (1__) ) = 1a
[(2) noo  T(z+n+1) n=oo  f2m(ntz) (242) nreo n/soommeet M

amibdl latszik, hogy a (6.47) elsallitis minden z komplex szamra is érvényes. Figyeljiik meg,
hogy a nevezébdl szépen latszanak I'(z) polusai a nempozitiv egész szamokban (z€Z; -ban).

6.4. Tovabbi érdekességek

e Ha az el6z6 (6.47) elsallitast Osszevarrjuk a (6.17) reflexios Osszefliggéssel, a szinuszfiiggvény
érdekes végtelenszorzat-eldallitasat kapjuk. A T'(1—2)-t megad6 részbe érdemes n—1-et irni:

sin(rz) 1 ~ lim 2(24+1)(242) ... (z4n) (1-2)(2—2)...(n—2)
r  I()I(1—-2) n=eo nln? (n—1)!(n—1)1-=
. lim (142)(1=2)(242)(2—2) ... (n+2)(n—=2) (n_4)2_1; (6.48)
itt a tényezdkbe kényelmesen kétszer is beleoszthatunk n! =1-2-3-...-n-nel, az utols6é hatvany

pedig 1-hez tart. Az eredményt végtelen szorzatként irhatjuk (még z-vel atosztva):

sin:Zrz) o (1_;_2) (1_2_2) (1_5) r_[l(l_ﬁ), (6.49)

Ezt 2 — Z-vel atirva a sin (g ) ilyen felirdsaban a péaros egész szamok lesznek a nevezékben. Tudva,

hogy sin(mz)=2sin ( z) cos ( ), tényezénkénti osztassal hasonld képletet kaphatunk cos (%z)—re:

cos (gz) = (1-22) (1—2—2) (1—”;—2) (1—’;—2) = klojl(l_@/j%)Q)' (6.50)

s1n(7rz)

o A felirt szorzatokat Euler 6nmaguk jogan ,sejtette meg” tudva, hogy paros fliggvény,

z=0-ban 1 (hatar)értéki (mai fogalmazassal: itteni szingularitasat megszuntethehetjuk 6t itt 1-nek
definialva), és zérushelyei a szinuszt ismerve z=41, 42, £3, ..., olyan ,végtelenedfoki polinom™ot

sin(7z)

keresett, ami a paros z?-eket tartalmazza, z=0-ban 1, és a mondott helyeken nulla. A -re

felirt képlet (végtelen gyoktényezds alak”) pont ilyen. Ha ezt elfogadjuk bizonyitasnak, akkor

"SEzt szokdsosan a Lebesgue-tétel alapozza meg; az integralhaté majorans maga az |e~t*~!| fiiggvény, mert az
(1-4)" = exp {nln (1-L)} alakot frva latszik (amellett, hogy n—oo-re tényleg e ‘-t kapjuk vissza), hogy mivel
t>0-raln (1-L1) < L ezért az integrandus n ndvelésével mindenhol monoton né t>0 esetén (a hatarérték, e~* fel¢).
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viszont az iménti (6.48) atalakitast megforditva kijon a gamma-fiiggvény reflexios osszefiiggése.
Idézziik most fel sin(7z) igazi hatvanysorat, és (tudva, hogy konvergens sorozatokat /sorokat
manipulalunk) a jobb oldalon is ,végezziik el a végtelen szorzatot”, z2-ben végtelen sort kialakitva:

sin(rz) - 7r_222 N 7T_424 B a jobb oldal- i—i—i—i—i—l—i—l— 2
Tz 6 120 "7 bol ugyanez: 1222 32 42 7
11 11 11 11 11 11 11 4 .
ﬁﬁ+ﬁ§+ﬁ§+ . +§§+§§+§E+ . +§§+ R A
ebbdl pedig kijonnek a kordbban, az 5.2. szakasz végén is mar latott (5.26) Osszegképletek:
PR W S S UL A S (6.51)
12722 32 42 52 77 6] 14724734 40 540 T 90 '

az elsé a 22 egyiitthatojanak egyértelmiiségébdl, a masodikhoz a z* végtelendsszeg-egyiitthatojat
és a z2-esre kapottnak a négyzetét kell ligyesen dsszetenni, hogy > 77, 1%4 jelenjen meg. Tovabb is
léphetiink pl. a > 7, kiﬁ Osszegre is, de egyre bonyolultabban; visszatériink ide a D fiiggelékben.

o Megjeqyzés: Weierstrass precizen kidolgozott egy modszert, amivel meromorf vagy egészfiigg-
vényeket meg lehet adni a most a sin(mz)-re latotthoz hasonlé ,wégtelen gyéktényezds” alakban:
a zérushelyek ill. az esetleges polusok rendjei, helyei és a kornyékiikon valo viselkedés (pl. a rezi-
duumok) mér meghatérozzék a fiiggvényt (ha |z|—oo-re egyfajta ,rendes” viselkedést frunk els).™
Ez a modszer az ismert zérushelyekkel bir6 sin(mz) fliggvényre az iménti (6.49) szorzatot adja.

Innen nézve a gamma-fiiggvény (a reflexios osszefiiggésre is gondolva) ,a —7— elfelezése”. Néha
sin(

TZ)
igy definidljdk I'(2)-t: 6 a Weierstrass-modszer szellemében legtermészetesebb fiiggvény, amelynek

Zg -on vannak a polusai; ebbél kijon egy (aldbb masképp levezetett) végtelenszorzat-elsallitas.™

e Hasznos bevezetni a szokasosan 1-vel jelolt digamma-fliggvényt, I'(z) logaritmikus derivaltjat:
_I"(z)
- T(2)’

P(z) : Y(z) = L1nT(z), ahol csak I'(z) ¢ Ry (6.52)

Ugye I'(2)-nek zérushelye nincs, elsérendi polusai vannak z€Zg-ban: emiatt, ahogy lattuk az
argumentum-elves 5.5. szakaszban is, a 1(z) digamma-fiiggvény mindenhol differencialhato, kivéve
2€7Z-ban, ahol elsérendid polusai vannak, mindegyikben hatérozottan —1 reziduummal.

e Atirhatjuk a gamma-fiiggvényre ismert (6.3) ill. (6.14) léptetds tulajdonsagot és a (6.17) reflexios
osszefiiggést 1(z)-re is (utobbibol is latszanak a —1 reziduumu elsérendd polusok):

Léptetés:  (z+1) = ¢(2) + E = tobbre: Y(z4+m+1) =1(z) + > (6.53)
z k:02+k
i _ra BN
Specialisan: (1) = T vy = p(m+1) = —y + k;lk (6.54)
Reflexios Osszefiiggés: W(z) —Y(l—z) = —WCOS(WZ) (6.55)

sin(7z)

"Ez annak altalanositasa, hogy polinomot megadhatunk gyoktényezds alakkal, racionalis tortfiiggvényt parcialis
tortekkel. Tudva, hogy analitikus fliggvények ,merevek”, ,résziikk meghatéarozza az egészet”, esetleg hihets, hogy ilyen
kevésnek ting informacio (gyokok, polusok) is mar lényegében egyértelmten jellemez egy analitikus fliggvényt.

"Ha igy definialjik a gamma-fiiggvényt, akkor ezt a(z alabb latando) végtelen szorzatot manipuldlva kell kide-
riteni, hogy I'(z) tulajdonképpen tényleg a faktorialis 4ltalanositasa. Szamomra ez az it még mindig nem annyira
természetes, mint az ebben a fejezetben is kovetett, az eredeti (6.2) definialo integralbol kiindulo targyalas.
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A 1) z=1 koriili sorfejtése az In-ra vonatkozo (6.43) derivéltja; az index kellemes &tjeldlésével
|

p(1+z) = = = Z( D"Cnt1)" ugye m>2re ((m) = 3, o0

(6.56)

e A T'(2)-nek és a ¥ (2)-nek a pdlusok kornyékén valo viselkedését az eddigiekbdl 1épegetéssel
és/vagy reflexios osszefiiggéssel kapjuk. Két hasznos képlet (itt neNZ és lim. o O(e) = 0):

(=" [1 —~ 1 . Y(—n+te) 1
I'(— = - — - lim ———% = (=1)"*'nl. 57
R R ERCAD S SUCC] SR S R AN
e Az InT'(14=x) derivaltjara felirt (6.41) képlet tulajdonképpen ¢(1+z)-et adja meg. Ebbe (abbdl
otletelve, hogy x=0-t beirva ugyis el6keriil) iigyesen beszurhatjuk a v Euler-Mascheroni-allandot:
m ] mo ]
(1+z) = —y + lim [ZE - lnm] + lim {1n(x—|—m) Z }
iy

= —y+ lim [f)(é—%)“nm; ] 7+Zk<k+ 7 (6.58)

ahol az In nulldhoz tartott, és kozos nevezére hoztunk. Itt az z€R, x>—1 valos esetre korlato-
zodtunk (erre az esetre vezettiik le a (6.41) képletet). A legutolso sszeg viszont minden komplex
x=z-re is létezik (hacsak z¢Z,, amikor az egyik nevezd nullava valna), és differencidlhato, azaz
analitikus fiiggvényt ad meg (1d. a C.6. fﬁggelékben is). Emiatt a képlet mindenhol érvényes:

v(142)=—v+ =z Z hacsak z € C\ Zj, (6.59)

k:(k:+ )’

Ebbdl (a C.6. fiiggelékben letisztazott modon) tagonkénti integralassal adodik a nemrég emlegetett,
a polusokat szépen mutatdé Weierstrass-féle szorzat-elGallitas:

00 oo z/k
Lnl(142) = =92+ ¥ [f-In (143)| = T4z =e [ = (6.60)
k=1 1 1%

X ok ok

e A kovetkezs képlet 6nmagéban is érdekes, és pl. azt is mutatja rogton, hogy I'(z) sehol sem nulla.

Mi _re miikodik 1 1 [0
inden Z?(C re mu odi ’a dt . (6.61)
Hankel-féle vonalintegral: F(z) omi

Hacsak z¢7Z, az integrandusnak mint ¢ fiiggvényének vagésa van t€R;-on: az ut ezt keriili meg
MR(t)=—00-bdl jove és visszamenve. Az integral létezik (és minden ilyen uttal ugyanannyi, mert
azok egyméasba mozgathatok): R(t)——oo felé e’ integralhato csokkenését ¢* sem ronthatja el.

a.) I @) b.) 1 @)
_ }ettz . ; : ]ettn

48. abra. a.) a Hankel-féle elgallitdashoz hasznalando ut. b.) z€Z egész esetén bezarhatjuk az
integracios utat. c.) Altalanos z, de JR(z)<1 esetén a vagasra huzhatjuk az utat a levezetéshez.
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Ha z valos egész, akkor nincs vagas t€R™-on, bezarhatjuk az utat t=0 koriil (mert a ,leszeletelt”
darabot R(t) — —oo-be tolhatjuk, igy az arra vett jarulék biztos nulla). Ha z nempozitiv egész
(2=—n, neNy), akkor az e~'t" integrandus mindenhol differencidlhato; a Cauchy-tétel szerint

z=—n: §%7atett= = §°7atett" = 0; z=—n tényleg I'(z) polusa. (6.62)

Ha pedig z=n+1 pozitiv egész, akkor az et ="~ ! integradusnak t=0-ban n+1-edrendd polusa van,
mert a t=0 koriili Laurent-sort kozvetleniil az e! sorfejtésébsl megkaphajtuk: ef = 1+%+§+g—?§—|—. o
1 O+) ot (0+) —n pntl 12 41 1
— ¢ dt—=-—¢ d|tT" T+t ——F.. At —F... | == 6.63
27i tntt 2#@]{ [ 1! 2! (n—1)! " n! n! (6.63)

Rogton az integralt is kiszAmithattuk a —1-edik taghol.”® Ez Osszevag azzal, hogy niD +1) = i,

Valos egész z-kre tehat miikodik a (6.61) Hankel-féle elGallitas (ez segithet megjegyezni).
e Altalanos z-ket tekintve a (6.61)-ben felirt integral z-ben differencialhaté (—analitikus) fiiggvényt
ad meg.”” A bal oldali %Z) is analitikus: ha az allitast belatjuk pl. egy nemiires nyilt UcC
halmazon minden z€U-ra, akkor mindenhol igaz lesz, mert ha két analitikus fiiggvény egy ilyen
U-n megegyezik, akkor mindenhol is, ahol csak mindketten értelmezettek.

Az U a R(z)<1 halmaz lesz: ilyen z-kre a t-sikon a 48.c. Abra modjara az utat rahizhatjuk a
vagasra. A vagés alatti félegyenesen t=—s—ic, felette t=—s+ic, és s€R*-ra (—stic)? — ste®m:

S dt €'t = [Fds e (—s—ic) ™~ N lim. o [, dte't™ = €™ [Fdse s,
Jesdt €'t = —=[Fds et (—s4ig) " lime g [i, dt et = —e ™ [Fdse 5577

Aki akarja, kigondolhatja a Lebesgue-tétellel, hogy valoban az integralok hatarértékére is igaz ez
(az alapjan, ahogy az 5.3. szakaszban tettiik ezt hasonlo esetekben, pl. az 58. labjegyzetben). A(z
7 sugari) kis iven [t7|=[t| ") =r~R) 45 t=0 koriil egy kérnyezeben e! korlatos: |ef|<K, igy

/ dte't™=
kis {v

Eme nulldhoz tartasért is kellett, hogy JR(z)<1-re korlatozodjunk; igy viszont a rahizott integral:

(0+)
/dt e't™* = lim lim </dt elt™ + /dt elt™ + /dt ett_z) =
—0o0 r—0e—0 lent kis iv fent

= lim ("™ — _”Z)/ds e sTF =20 sin(wz)/ds e s7% = 2isin(mz)['(1—2) =
T 0

és ez nulldhoz tart

< 27mr- w le']|t?] < 2m k'R
< 277 - maxger €| [t77] < 2w K ’ r—0-nal, ha R(z)<1

271

el (6.64)

r—0

[tt felismertiik T'(1—2) eredeti definialo integraljat (pont jo, hogy most PR(z)<1, igy az tényleg
miikodik), és a gamma-fiiggvény (6.17) reflexios Osszefiiggését is hasznéaltuk. Készen vagyunk!

e Kiegészités: elGkeriilhetnek a béta—integrélhoz hasonlithat6 alabbi vonalintegralok is:

Ha o, 8 € C, és I'(a+p) 1 f atf— -8 0 1\—58

’ ’ _ = dtt t—1 =— ¢ dtt 1—= .
R(a+p)>0, akkor  T(a+1)I(B) 2mi [, 1) i Ji—o (1=4) 7 (6.69)
ha a=n valos egész, I'(n+5) 1 (O+’1+7)1+5_1 -5 _ 1 (0+’1+T)L_1 1\-8
és BeC barmi, akkor  niT(g) ~2mif MO0 DT =gne A1) (6.66)

"6Kicsit masképp a (hatvanysorba fejthetdséghez ugyebar szorosan kapcsol6do) Cauchy-formuldkkal is dolgozha-
tunk itt: 2 f(oﬂ dte't""! megadja az e n-edik derivaltjat t=0-ban. Ez 1, visszaosztva n!-sal kész.
"TEz is belathaté a paraméteres integral differencialhatésagarol szolo tétellel; 1d. a C.6. fiiggelék végén.
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Gyakorlasként levezethetjiik ezeket; ugyanaz az otlet, mint ﬁ iménti (6.61) elgallitasdhoz: ha
R(a+H)>0, de R(P)<1, rahuzhatjuk az utat a megkeriilt vagasra, igy a (6.9) béta-integralra
jutunk, és a reflexios Osszefiiggést tudva készen lesziink. Viszont a (6.65) és (6.66) elsallitasok
bévebb «a, -halmazon értelmesek (és a szokéasos analitikussagos érveléssel: igazak is); lényegében

azért, mert az ut elkeriil integralhatosag szempontjabol problémas pontokat.™

49. abra. a.,b.) az iménti (6.65) és (6.66) elsallitasok, c.,d.) a lentebbi (6.67) elGallitasok.

Kiemeliink néhany tovabbi érdekes koriilményt.

1. A (6.65) alakban integralhatosag szempontjabol (mivel t=1-et elkeriiltiik olyan tartoméanyon,
ahol az integrandus folytonos) tényleg méar csak a t=0 kornyéki viselkedés kérdéses: ismerve
valos hatvanyfiiggvények 0 koriili integralhatosagat ebbdl jon a feltétel a-ra és [-ra.

2. A (6.65)-ben a hatvanyozés atrendezése nem magatol értet6ds. Az 5.1. szakaszban ilyen hely-
zetre latottakat alkalmazva viszont mondhatjuk, hogy most a vagéas(ok) mindkét alakban a t€R,
t<1 halmazon van(nak), mashol az integrandusok analitikusak, és az atalakitast megtehetjiik
(a fazis nem bukik at) pl. t€R, t>>1 esetén, igy az atalakitas az ut kornyékén is miikodik.

3. Figyelemre mélto, hogy (6.65) els6 alakjan a hatvanyfiiggvények vagéasaira szokasos beidegzo-
déssel nem latszana, hogy a=n-re nincs vagas t€ER™-on; ez a masodik alakon latszik, és ebbdl
adodik az a=n-re érvényes (6.66) képletbeli integracios ut létjogosultsaga (melyben az it nem
kell elagazasi pontbdl induljon, elég, ha az egy darab véges vagast akarhogyan megkertili). Ta-
nulsdg: néha nem sporolhatjuk ki a vagasok meglétének alapos tanulményozasat.

4. A kovetkezo elgallitas is ide tartozik (1d. az iménti abra c. és d. részét); ezt is levezethetjiik a
R(a+P)>0, R(B)<1 esetben a vagasra hiuzassal és a béta-integral (6.11) alakjaval, ill. az a=n
esetben egyszertien a fliggvényderivaltakra vonatkozé Cauchy-formuléval:

Ha «a, § € C olyanok, hogy R(a+3)>0: ha a=n egész, de S€C barmi:
T 1 [0OH T 1 [0+ 6.67
(OC+B> _ /dT Tfafl(l_T)fﬁ’ (n_'_ﬁ) _ : dr T_n_l(l—’]')_ﬂ, ( )
Fla4+DI(B) 270 ) —_ n!T(B)  2mi

Ezek a fenti (6.65)—(6.66) képletekben elvégzett t=2 vdltozdhelyettesitéssel is megkaphatok (fi-
gyelve a helyettesitéskor bekeriil§ derivéltra); a t-sikon fut6 ut is épp igy keriilt a4t a 7-sikra.

e Nézziink ra a (6.27) Stirling-formuldra komplex z esetén is! El6szor tegyiik fel, hogy
|z| =00 soran I'(z+1)-et végig eldéllitja az eredeti (6.2) definiald integral! Ez a R(z)>—1 esetet
jelenti, de el@szor tegyiik fel még, hogy valamilyen kicsi e>0-t véve R(z)>—1+¢ is igaz végig.

lim I'(z+1) = lim [dt f(¢) =77, ahol  f(t) =t7e ", és R(z)>—1+e.

|z]—o0 |z]—o00 0

Ez a lehetdség a komplex vonalintegralok alkalmazasanak egy kellemes tévlata. A gamma-fiiggvény (6.61)
Hankel-elallitasa is azért miikodhet minden z€C-re, mert az eredeti (6.2) integralban probléméas t=0-t elkeriiljiik.
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Ha a (valos z=z€R™ esetre bevalt) gaussi integralkozelitést akarnank tzni (1d. a (6.30) egyenletet
és kornyékeét), akkor (lényegében az ottani képletekben , z-et z-re cserélve”) itt azt kapnank, hogy

f(t) = tZe—t’ tOZZa valamint a t(] hely kor- — (t—t )2 —f"(to) .
f'(to) =0 T =t nyéken tehat 4 ()~ /(fo) &P (=" a):
0 z?

itt is olyan Gauss-fliggvényt irtunk, aminek maximumhelye, —értéke és ottani mésodik derivaltja

illeszkedik a kozelitendd integranduséhoz, f-éhez. Minket az fooodt f(t) integral érdekel; komplex
f(to)

_f//(to)

Az ide valo Gtlet az Gn. nyeregpont-modszer, a Gauss-kozelités , komplex altaldnositasa”. A ¢

z-re ezért nemigen mondhatjuk, hogy f ,cstcsos” fiiggvény, hiszen ty és nem valoésak.

integralasi valtozot vehetjiik komplexnek, ami eddig az R tengelyen futott; deformaljuk az utat
a t-sikon gy, hogy az ugy kapott integrandus mar jol kezelhetd ,Gauss-csiicsos” legyen! Az 1t
ehhez at kell, hogy menjen a tp-n (amit most nyeregpontnak hivunk), méghozza a ,legmeredekebb

esés irAnyaban”, azaz gy, hogy émentén mozdulva a kozelits Gauss-alak kitevsje, — 2 1 (o) (t—to)?

2 —f(to)
pont valos negativ legyen (ami ugye amigy akarmilyen t—t, € C esetén nem lenne biztos).™
e A gamma-fiiggvényes esetben to=z-n kell atmenjiink, és 7;&;(;)0):% miatt ,,4/2z irdnyban”, hogy
t—tg = /zs legyen, ahol s€R: ekkor a kozelité Gauss-alak kitevSjében —%%(t—to)2 = ’TSQ

tényleg valos negativ. Az 1t tehat t=0-bol indulva el6szor egy (alabb v;-gyel jelolt) szakaszon el
kell menjen valameddig, hogy aztan a megfelels iranybodl egy végtelen félegyenessel (melynek jele
itt 72) ,rafordulhasson” to=z-re. Be kell latni persze, hogy deformalhatjuk igy az utat, de ez az
f(t) integrandus R (t)—oo felé valé exponencialis csokkenése miatt biztos igaz.®

Y=NU

t=0 R(t) TN R(t)
* > ' >

50. abra. A gamma-fiiggvény nyeregponti kozelitéséhez alkalmazando ut (komplex z esetén).
A vizsgaland6 gammafiiggvény-érték tehat

F(z—l—l):/dttze_t:/dttze_t:/dttze_t+/dttze_t. (6.68)
0 Y 7 V2

A 7y utdarabot t=z+4/z-s modon paraméterezhetjiik (ahol s€R): a fels§ hatar s-ben oo, az alsd
hatar jele pedig legyen —sq, ahol is tehat s;>0, és késébb specifikaljuk, hogy hogyan fiiggjon z-t6l.

"™Nyilt halmazon differencialhato C — C fiiggvényekre |f(t)|-nek nincs lokilis maximumhelye (1d. a 4.3. sza-
kaszt); to sem az, még ha f’(t9)=0 is. Ilyen pontban f(t)—f(to) =~ W(t—to)z7 és bevezetve a valos és
képzetes részeket mint f"(tg) = A+iB, t—tg = z+iy, azt kapjuk, hogy f(¢t)—f(to) = Ua(x,y)+iVa(z,y), ahol
Us(x,y) = Az?—Ay?—2Bxy és Va(x,y) = Ba?>—By?+2Axy. Ismerve az ilyen méasodfoki kifejezéseket belathatjuk,
hogy hacsak f”(t9)#0, itt Us-nek is és Va-nek is to-ban (azaz x=0, y=0-ban) nyeregpontja van: bizonyos irdnyok
mentén (elgfordulhat, hogy pl. R mentén is) ez lokalis maximum, de van olyan irany is, ami mentén lokalis minimum.

80Az f(t) a teR, vagéason kiviil differencialhaté: a t=0-t elkeriils kis r sugari kérivbél, az [r, R] szakaszbol, egy
nagy R sugari bezar6 korcikkivbdél és az Gj ut ferde félegyenesének egy darabjabol allo zart gorbére nulla az integral,
és r—0-ra és R—oo-re a korivek jaruléka nulldhoz tart (a kis korivre azért, mert 93(z)>—1 miatt ezen [t*| biztos
nem né gyorsabban r—0-ra, mint ahogy a korivkeriilet r-rel aranyosan csokken, a nagy koriven pedig mikodik az
exponencialis csokkenéssel feliilbecslés, mert azon mindenhol JR(¢)>£R valamilyen fix 0<£<1 szdmmal.) Az RT-ra
vett integral tehat ugyanannyi, mint az 4j ttra. Hasonlot lattunk a 3.6. szakasz utolsé példajaban.
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A 7 atdarab eleje igy t1 = z — /281 lesz; a 7, utdarabnak t=0-t6l ide kell futnia egyenesen,
tgyhogy legcélszertibb 6t az u € [0,1] valés szammal ¢ = ¢,u moédon paraméterezni. Osszerakva:

oo 1
/dt t7e™t = 2z [ds e TV (244/25)7, /dt tre !t = (z—\/zsl)/du e~ (FVEsu [(z—V/zs1)u]”.
2 —S1

7 0
Tudva mar, hogy mit szeretnénk Stirling-formula cimén kapni, igy rendezhetjiik ezek Gsszegét:
1

['(z41) = ﬁ(g)z{/ds e VA [H\/ig} - (ﬁ—sl)/du uzez(lfuﬂﬁslwzm(l*%) } (6.69)

—S1 0

Ko6zben kiemeltiink (lekovethetjiik, hogy a hatvanyozasokat atirhattuk igy; PR(z)>—1 esetén elég
nagy |z|-re mar nincs fazisatbukas), és kitevében logaritmusként irtuk a ¢*-b&l maradt hatva-

$3

nyozasokat. Az els6 tagban a kitevs sora —\/58+an(1+\%) = —%—1—3\/2—%—1—..., igy az elsé

integrandus pontonként e~*/2-hez tart, ha |z|—00. Igy jelenik meg, hogy jol helyettesitettiink, jol
futtattuk az utat, mikodik a nyeregponti integralas. Ha |z|—o00 esetén s;—o00, akkor remélhetjiik,
hogy az elsé tag a hatarértékfiiggvény integraljahoz, v/27-hez tart, és hogy a masodik tag nulla-
hoz tart. Ha belatjuk ezeket, akkor lényegében kész a nyeregponti integralassal kapott kozelités
bizonyitasa (ami itt a Stirling-formula SR(z)>—1+e-ra). A C.6. fiiggelékben végigvezetjiik ezt.

e A Stirling-formulat tehat (a C.6. fiiggeléket is atragva) teljesen belattuk a kovetkezd esetben:

@(i)'z: 1.

Ha végig R(z)>—1+¢, akkor  lim

Utolso lépésként barmilyen R(z)<0-ra is kiterjeszkedhetiink a reflexios Gsszefiiggéssel:
s 1 R(z)<—e¢ _ —r 1 (—z—1)**z
['(2+1) = = 1 =1
(41 = ST T2 esetén (200 sin(72) /27 T (2 41)

Tegyiik fel, hogy J(2)>0: ekkor (—z—1)*F2=((z41)e ™) a=(241)" 2 "(2) a fazisvaghsra
figyelve. Ebbdl egyszertisitéssel (azt is kovetve, hogy a hatvanyozéasokat tényleg atirhatjuk igy)

SRETEN AN G v SR .

li . — =
\z|1i>noo [(z+1) 1—e2im= \e e \zllgoo ['(z+1) 1—e?m=

Ez mar itt is majdnem a Stirling-formula; ha feltessziik, hogy |z|—o00 kozben J(z)—o0 is igaz,
akkor kész, mert (emlékezve, hogy most J(2)>0) e?™ nullahoz tart.

Ezutan ugyanigy végiggondolhatjuk J(z)<0 esetre is ugyanezt, vagy mondhatjuk, hogy ponto-
san akkor igaz a Stirling-formula z-re, ha z*-ra is (mert mindkét oldal konjugélodik z helyett z*-ot
véve), tugyhogy ha igaz a felss félsikon, akkor az alson is. Kész.

X ok ok

e Még egy gyakorlati megjegyzés a gamma-fiiggvényrdl: egész ill. félegész értékekben konkrétan
lattuk T'(z) specidlis értékeit, a Stirling-formula pedig jo kozelits képlet nagy z-re. Ha konkrétan
numerikusan ki kell szamitani I'(z) vagy ¢(z) értékeit altalanos z-kre, akkor pl. nagy meNT-t véve
z+m-ben egyre nagyobb m-re egyre jobb kozelités a Stirling-formula, majd innen visszalépkedhe-
tiink. Ennél jobb numerikus modszer az tn. Ldnczos-kézelités; ennek utananézhet, aki akar.®!

81En magam 2020-ban megrokonyodve konstataltam, hogy sok ismert szamitogépes numerikus kényvtar, prog-
ramcsomag nem tartalmaz beépitett validalt gammafiiggvény-szamolo rutint (legalabbis komplex szamokra).
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Vége.

(Azazhogy jonnek a fliggelékek. . . )
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A. fiiggelék: Val6s harmadfoki egyenlet megoldéképlete

e A masodfoku egyenlet megoldéképlete gyokvonast tartalmaz. Hozzaszoktunk, hogy a szamolo-
gép tud gydkot vonni: gy érezhetjiik, hogy a megoldoképlet ,,jobban megadja” az z; = 2 (1++/5)
szamot, mint az, hogy ,z; legyen az 2°—x—1 = 0 egyenlet nagyobbik gyoke”.? Harmadfoki
egyenletre is van egyfajta ,megoldoképlet”, de még kérdésesebb a hasznélhatosaga: Osszetettebb,
kébgyokvonast ¢s tartalmaz, és mint latni fogjuk, az alkalmazésa soran kibogozhatatlanul elkalan-
dozunk komplex szdmok kozé valos egyiitthatok esetén is; jobban, mint méasodfoku egyenletnél,

ahol a megoldoképlet kozvetleniil megadja az eredmény valos és (ha van) képzetes részét.

e [dézziik fel rogton a (komplex) harmadik egységgyokoket! A jelolésiik most:

M g1
=1 ez az a harom

1, VA , neR, S S
ry = —5+%°1, komplex szém, ., a . :

. és ry =r;3.
B WVEY amire 73 = 1. 2773 .

r3 = 7. k o

2 2 r; ®.

e Térjiink ra ezek utan valos egyiitthatoju harmadfoki egyenlet megoldasainak vizsgalatara:
T =" 234+ ba? +cx+d=0, ahol b, c,d € R.

23 egyiitthatoja nem lehetett 0 (hogy harmadfoki legyen); ha nem 1, visszaoszthatunk vele, hogy
ilyen alakra jussunk. Az algebra alaptétele alapjan van hdrom z1, xo, x3 szdm, amikkel

B ba® 4 e td — elvégezve itt a szorzast, és a ka- b= —(r1+x2+13),
( Y ) N ) pott egylitthatokat az eredetiek- C = X1To+T1T3+Tox3,
= (z—x1)(r—22)(x—2
! 2 37 Xel 6sszehasonlitva adodik, hogy d = —x 12973,

Valosak az egyiitthatok: vagy mindharom gyok valos, vagy egyik valos és kettd komplex (egymaés
konjugaltjai). Ezen feliil z1, x9, x5 koziil némelyikek egybeeshetnek. A bal oldal grafikonja egy ,har-
madfoku parabola’™ lehet(nek) lokélis szélsGértéke(i), tovabba x——o0 esetén—oo-hez tart, z—o0
esetén pedig oo-hez, igy vagy egyszer, vagy kétszer, vagy haromszor ,talalkozik” az x tengellyel
(metszi vagy érinti azt). Ezek a helyek tehat az egyenletiink megoldasai.

'a) v b) Vi) id) :
5 ¥ ¥ o o :
, . ‘ ‘ E E | ol o !
| ¥ ¥ i o o |

harom kilonbg- E E egy kétszeres és egy egyszeres E 1egy darab harom-, | egy valés és két (konjugalt) komplex gydk |

szoros valds gyok, |

N

z6 valés gyok valds gyok B

____________________________________________________________________________________________________

51. abra. Harmadfoku egyenlet bal oldala grafikonjanak lehetséges menetei, és ennek megfelelGen
a gyokok tipusénak ,kiosztasai”. Egy gyok-kiosztéashoz tobbféle jellegii grafikon is tartozhat.

82 Adott esetben, amikor numerikusan (azaz: konkrétan tizedesjegyenként, szamitogépes programmal) kivancsiak
vagyunk masodfoku egyenletek megoldéasaira, b&ven lehet, hogy nem is a megoldoképlettel, hanem kozvetleniil az
egyenlet bal oldalan all6 fliggvényt numerikusan manipulalva jutunk kézenfekvébben a célhoz.
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e Els6 lépésként eltolhatjuk a valtozonkat, hogy a masodfoki tag egytitthatojat eltiintessiik:
y =42,
y3 + 3py + 29 =0, ahol 3p = c_%bz7

2q = %b?’—%bc—l—d.

ellendrizziik, hogy az el6z6

alak ekvivalens azzal, hogy

Ez az y 1j valtozo és a p, q ilyen bevezetése lesz kényelmes; a vizsgalando egyenlet igy:
y =7 y® +3py+2¢ =0, ahol p,q € R adott szamok.

e Vizsgaljuk meg, hogy kiilonféle p, ¢ értékek esetén mit mondhatunk a valos gyokok létezésérsl!
Keressiik meg ehhez elszor ennek a harmadfoku kifejezésnek a lokalis szélsGértékeit (ha vannak):

Fly) =P +3py+2q,  f'(y) =0 p>0: nincs szélsGérték, o
) = p=0: f" az y=0-ban 0, de ez nem szélsGérték.
= y +p=0. p<0: y==+/|p|-ben két szélséérték.

1. Ha p>0, akkor f’-nek nincs valos zérushelye: nincs valos szélsGérték (az 51. abra d. részének
elsé esete). Ekkor pontosan egy valés gyok van, emiatt két komplex is (egymas konjugéltjai).

2. Ha p=0, akkor f’(0)=0, de itt sincs szélsGérték (mint az 51. dbra c. részén, és a nulla derivalta
hely a nullaban van). Az egyenletiink alakja ekkor: y>+2¢=0, ennek egy valos megoldésa van:
—{/12q|, és két komplex megoldasa: —m T éS —€/|2_q| - r3, melyek egymés konjugaltjai.
(Itt ro és r3 a masik ketts egységgyok.) Ha p=0 mellett még ¢=0, akkor ez a harom megoldas
egybeesik: az y=0 haromszoros valés gyok.

3. Ha p<0, két szélsGértékhely van: i\/m . Az f"(y)=6y méasodik derivalt el§jelébsl kideriil, hogy
elsének, —\/H-nél biztos maximum van, utana \/W-nél minimum, majd f tovabb ndévekszik,
Id. az 51. abra a., b., d. részein. Ezek kozott tgy donthetiink, hogy visszahelyettesitjiik a
szélséértékhelyeket f(y)-ba; vigyazva, hogy most p=—|p|:

p<0: F(EVIpl) =2(q % |p|3/2). Ezen beliil is harom lehetdség van tehat:

i.) Ha |q|=|p|*/?, azaz ¢*>+p>=0, akkor az egyik szélsGértékhelyen f(y) pont nulla értéket vesz
fel: ez a fenti dbra b. részén jelolt eset: egy egyszeres és egy kétszeres valos gyok van.
ii.) Ha ]q\>]p\3/ 2 azaz ¢*+p>>0, akkor a szélsGértékek ugyanolyan eljeltiek: ez az abra d. részé-
nek masodik vagy harmadik esete. Egy valos és két komplex gyok van.
iii.) Vegiil ha |¢|<|p|>/?, ami azzal egyenértéki, hogy ¢?+p3<0, akkor a két szélssérték (a felvett
értek!) kiilonbozo elGjeld. Ez az a. abrarészen latott eset: harom egyszeres valos gyok.

Bevezetjiik harmadfoku egyenlet D diszkriminansat, ami ,perdonts” szerepet jatszik:

D<0: harom egyszeres valos gyok.
D = ¢*+p3. D=0: valos gyok(6k), legalabb ketts egybeesik. (A.1)
D>0: egy valos és két konjugélt komplex gyok.

p.geER, y=7
y*+3py+2¢ = 0.

Ellenérizziik, hogy az akidrmilyen p és ¢ esetén kapottakat valoban mind Osszefoglalhattuk igy!

e Ratérhetiink a megoldéképletre. A latott egyenlet megoldasara rahibazni lehet: pl. ha ki-
nunkban y = A+ B moddon keressiik a megoldast, behelyettesitiink és véletleniil izlésesen kiemeliink:

y*+3py+2q = 0, y:=A+DB = 3(p+AB)(A+B) + (A*+B3+2q) = 0.
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Itt latszik, hogy ha tgy valasztjuk A-t és B-t, hogy az alabbiak teljesiiljenek, az pont jo lesz:

AP+ B=-2q P2 P’
’ B=-- = B=- A3—— 2q = 0. A2
AB = —p ~ A = A3 = A3+ 7= (A.2)

Egy masodfoku egyenletet kaptunk igy A3-re. Ezt megoldhatjuk, majd az eredménybsl B3-6t is
kifejezhetjiik, és B® kapott alakjat tortet bovitve egyszertibb alakra hozhatjuk. Arra jutunk, hogy:

(A 4294°—p* =0 = A =V@+'—q¢ & B =-V¢+r*—q

e A masodfoki egyenlet masik megoldésa az A <+ B cserét adnd, de minket csak A+B érdekel.
Vegyiik észre: a négyzetgyok alatt épp a D = ¢*>+p® diszkriminans van. Ha pl. harom valos
gyok van, akkor lattuk, hogy D negativ. Mindenképp ki kell tehat lépni komplex szamok kozé.®3
(Szokasosan DER{-ra /D € R, valés negativ DER-ra pedig /D = i+/|D|.)

Komplex szamok kozott az iménti (A.2)-ben az 1. jeld kobre emelés nem volt ekvivalens atala-
kitas, mert attol még, hogy A3B3=—p3, nem biztos, hogy AB=—p; AB=—p - r}, is lehet, hiszen
mindhérom ry-ra r;=1. KoriiltekintGen meg kell tehat vizsgdlni a lehetséges eseteket.

e Ha D<0 (harom valés gyok): ekkor A3 és B3 komplexek. A komplex 1/3-adik hatvanyozas ugye

egyértelmt, és a képhalmazaban argz€|—2,%]. Emiatt ugye pl. (—=1)/% = —%—l—%gi =7ry. A
kovetkezs képletekben /2t igy értjiik, ahogy C-ben szoktuk. Az A is és a B is haromféle lehetne
a harom egységgyoknek megfeleléen. Ugye eddig csak azt hasznaltuk ki, hogy —p3 = A3B3; ahogy
mondtuk, a —p=ADB feltétel (és hogy ebben a p ugye valos!) ennél kicsit tobb korlatot szab, melyet

most figyelembe kell venni. Ezeket végiggondolva a kovetkezd lehetGségek maradnak itt:
A3:_q+2 V |D|’ - A=y _Q‘l‘z \% |D| “Tks (k:17273)7 HOgy AB:—p legyen,
B3=—q—i+/|D| B—2? _q_im o, (1=1,2,3). az kell, hogy ry=ry.

Vagyis nem kiilon-kiilon akarmelyiket valaszthatjuk: A héaromféle komplex szam lehet, de B min-
denképpen az 6 komplex konjugaltja kell, hogy legyen. Osszefoglalva:

3 Y = \/ q—|—z |D’ + \/ |D
Yy’ +3py+2q=0, a harom
D=qg+p? <0:  megoldas: Y2 = \/ —q+i/[D] + T3m (A.3)
ys = 131/ —q+iy/|D| + rax/ —q—ir/|D|.

Tényleg mindharom valés (hiszen 7 = 75), de hidba is probalnank kifejezni 6ket csupa ,valos

szamos” miiveletekkel. Ehhez meg kellene keresni az A-ra felirt kifejezésiinknek (az 1/3-ik hatvany
eredményének) valos részét. Ugy probalkoznank, hogy A-t felirjuk valés és képzetes résszel, majd
az igy felirt A := A;+iAs kobét egyenl6vé tessziik —q—i—i\/ﬁ—vel, és megprobaljuk ebbdl Aj-et
kifejezni. Probaljuk meg; révid Gton éppen az eredeti egyenletiinkre jutunk vissza!®

83Erdekesség, hogy a levezetends képletek egy részét joval hamarabb (az 1500-as években) kitalaltdk Cardano
és mésok, mint hogy a komplex szamok altalanosan ismertté véltak; sét egyesek matematikatorténet-értelmezése
szerint a harmadfoku egyenletek ilyetén vizsgalata volt az egyik 16ket a komplex szamok bevezetésének iranyéaba.

84A csoportelmélet egyik korai, Evariste Galois nevéhez fiiz6d6 koncepciobevezetése /alkalmazésa volt annak meg-
mutatasa, hogy nem csak annyi torténik most, hogy nem voltunk elég iigyesek. Tényleg lehetetlen ilyenkor ezt a
harom valos gyokot ,valos miveletekkel” kifejezni. Ez enyhén Osszefiigg a ,szogharmadolas” (korzével-vonalzoval két
egyenes bezart szogének harmadaval metszd egyenespar szerkesztésének) lehetetlenségével is.
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Hogy szampéldat is lassunk: tekintsiink egy harmadfokt polinomot egyszerid adott gyokokkel:

Visszafelé: a feladat:

Y1=9, (Y=y1) (Y—v2) (y—y3) YPB3—21y—20 =0, y=?
w=—d > =) (A4)
ys—=—1 — 3 — 21y — 20. jeloléseink értékei most:

p=—7, qg=—10 — D=-243

A harom gyokot a fenti megoldoképlet tehat az alabbi alakban adja (még azzal is szenvedni kell,
hogy a valos részeiket megbecsiilve beazonositsuk, hogy melyik melyik; ezt most megtettem):

Y = {’/10—1—9\/_2' + {’/10 9v/3i, és pl. hogy 11=>5 (tényleg annyi),
Yo = —1+f1 V104930 + == f’ 10—9v/3i,  algebrai egyszeriisitéssel nem iga- (A.5)
Y3 = == \m 10+9+/3i + —HT\N 10—9+/3i.  zan derithetd ki ebbdl az alakbol.

e Ha D>0 (egy valos, két komplex gyok): ekkor A3 és B3 valosak. Ideiglenesen tigy értjiik most

a kobgyokvonast, ahogy valésban szoktuk: negativ valos kobgyoke legyen negativ valos, pl.
vV/—1 = —1. Ekkor A és B alakja ugyanaz, csak most igy értve a kobgyokot, ugyhogy

3 3
- ) i D+ \/
YA+ 3py+2q=0, most ? kobgyoklnega Y1 \/ g+VD 4—/D,
= tiv valosra is valos _ . B
= ¢*+p’ Yo = \/T VD + rg\/T
D=q+pr>0. ertékiiként értends:
ys = r3\/ —q+VD + ra\/ —q—

Ebbdl az yi-es els§ (ez valos) az un. Cardano-képlet: ez nem lép ki R-bsl. Akkor lehet tehat

Jbiszta valos” miveletekkel kifejezni egy valds gyokot, ha csak egy van, és a masik kettd komplex.

e A D=0 eset akar a D<0-bol, akar a D>0-bol megkaphato, utobbibol egyszeriibb talan. Az
eredmény: ekkor a két komplex gyok mégis egybeess lesz és valos, és —%—szer annyi, mint az egy
magényos valés. (A harom gyck dsszege ekkor is 0, ahogy kell, mert ugye nincs 3°-es tag.)

* ok ok

Nem algebrai fiiggvényekkel tobb lehetdség is adodik pl. a harom valés gyok megtalalaséra valos
szamok kozott. Ez az az eset, amikor ¢?+p?<0, és persze p<0 is kell ehhez: ekkor példaul tri-
gonometrikus fiiggvényeket hasznalhatunk. Feltehetjiik, hogy ¢>0: ha ¢<0, akkor y helyett —y-t
tekintve véaltozonak visszavezet&diink a ¢>0 esetre. Esetiinkben |q|<|p|*/?, emiatt igy alakithatunk
(az adja az otletet, hogy ha ekkorra mar sokat toprengtiink a rokon szdégharmadoldsi probléman,

akkor felsejlik a hdromszoros szdg szinuszara vonatkozo sin(3¢) = 3sin ¢ — 4sin®¢ azonossag):

3 Y 3 Y q
B3y +2q=0 = 4( ) -3 + —0. (A.7)
2¢/1pl pl PP

Vezessiik be tehat az y ismeretlen helyett a ¢ valtozot, illetve az el6keriilt konstans helyett a ®
paramétert, amikkel a felirt egyenlet-alakot a kovetkezs formaba onthetjiik:

Uj jeldlések: ) A ¢-re adodo egyenlet:  sin(3¢) = sin ®.
sin® = q/[p]*?, = Megolddsai: 61, gy gig i (A.8)
sin ¢ = y/(g |p]). egoldésai: ¢ o= g ¢_§ +i

Ezutan az igy kapott ¢ értékekbdl kifejezhetjiik az y értékeit, melyek az egyenletiink megoldésai.
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B. fiiggelék: Sorok, sorozatok, konvergencia

Ez a fiiggelék ,matematikuskodas”; tartalmaz néhany olyan ismeretet, ami tulterhelte volna a
f6szoveget. Tételek, bizonyitasok keriilnek itt eld, kicsit omlesztve, de mind olyanok, amiket tudva
remélhetdleg kicsit megalapozottabbnak érezziik majd a matematikai tudasunkat. Az itt eldkeriilt
fogalmakra és allitasokra érintGlegesen azért hivatkozunk itt-ott a fGszévegben is.

Az alapvetd motivacio az, hogy kérbejarhassuk a hatvanysorokat, amelyek nagyon fontosak: pl.
az elemi fliggvényeket (sin, cos, exp, sh, ch, stb.) is ilyenekekkel definidltuk. Ehhez sorozatokrol,
sorokrol beszéliink itt kicsit. Bevezetének atnézhetjiikk a tavalyi Vektorszamitas jegyzet 8.1. és
12.2. szakaszait. Most is hasznéljuk a K jelolést akar C, akar R helyett, ha olyat mondunk, ami
mindkettdre vonatkozik. Két K-beli pont (azaz: szam), x és y tavolsaga ugyebar d(x,y) = |z—y|, de
idénként megtartom a d(x, y) jelélést, ha olyan dolog keriil els, ami altalanosabb alaphalmazokban,
az azokban érvényes tavolsdgfogalmat hasznalva is igaz lesz majd.

B.1. Konvergens sorozatok, Cauchy-féle sorozatok

e ElGszor a : N — K fiiggvényekkel, azaz K értékd sorozatokkal foglalkozunk. Az n-hez rendelt
értéket ilyenkor a,-nel jeloljiik, ez a sorozat n-edik tagja. Az egyik legfontosabb definicio:

Az a,, sorozat hatarértéke A, jelben A= nh_I}IOlO Qp, Egy sorozat konvergens,
ha minden e€R"-hoz van olyan N, kiiszobindex, ha van hatarértéke, illetve (B.1)
hogy minden n-re, amire n>N,, mar d(A,a,) < €. divergens, ha nincs.

Ez, ahogy a V (minden) ill. a 3 (van, létezik) kitételek Osszejonnek itt, a matematikai analizisben
az egyik legbonyolultabb alapdefinicio; sajnos az egyik legalapvetdbb is, enélkiil nem sokra megyiink.
Azt, hogy ,minden eeR"-ra”; szokas gy mondani, hogy ,barmilyen kicsi e>0-ra” legyen igaz a
kévetelmény. Ez egyfelsl szofecsérlés (ha minden e>0-ra igaz, akkor minden kicsi e-ra is), viszont
kihangstilyozza, hogy a kis € értékek lényegesek, rajtuk milik a dolog. Az A akkor hatarérték, ha
A-hoz barmilyen kozeli ,tiiréshatar” esetén a sorozat tagjai egy index utan mar beliil maradnak.
Kiilonb6z6 szamok tavolsdga nullanal nagyobb. (Ez egy egyszertinek tiing dolog, de szerintem
éutizedek alatt iilepszik le.) Emiatt egy sorozatnak legfeljebb eqy hatdrértéke lehet: tobb |, jelolt”
esetén nem tudhatna mindegyikhez akdrmilyen kozelre korlatozodni elég nagy indexek esetén.

e Erdemes kiilon meghatarozasba foglalni azt, ha egy sorozat tagjainak egymdstdl vald eltérése
tetsz6legesen kicsi lesz, ha elég messze megyiink:

Egy sorozat Cauchy-féle, roviden: Cauchy-sorozat, ha minden e€R"-ra van

B.2
olyan N kiiszobindex, hogy minden m>AN; és n>N. indexekre d(a,,, a,)<e. (B.2)

Erezhetd, hogy ez a tulajdonsag elég szorosan kapcsolodik a konvergencidhoz; elsé megéllapitas:
Allitas: minden konvergens sorozat Cauchy-féle. (B.3)

Indoklés: ha a tagok a hatdrértéktol egyre kevésbé térnek el, akkor egymdstdl is. Rendesebben:
ha a, konvergens A hatéarértékkel, akkor adott e-ra létezik IV, /, kiiszobindex, amire ha n > N/,
akkor d(an,A) < €/2. Ha m és n nagyobbak, mint N, s, akkor a haromszog-egyenlétlenség alap-
jan d(an, am) < d(an, A)+d(am, A) < €/24+¢/2 = . Vagyis N,/ jo lesz a Cauchy-tulajdonséghoz
megkovetelt kiiszobindexnek: efolott bdarmely két tag biztosan e-nal kevésbé tér el egymadstol is.
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e Vajon igaz-e visszafelé: ha egy sorozat Cauchy-féle, akkor & konvergens is-e? Kés6bbi altaldno-
sitasok kedvéért egy plusz kort futva érdemes egy kiilon fogalmat bevezetni erre.

Az alaphalmazra azt mondjuk, hogy teljes, ha min-
den benne futé6 Cauchy-sorozat konvergens is benne. (B.4)
Allitds: R és C is teljes halmazok, azaz minden R vagy C '

értékd Cauchy-sorozatnak van hatarértéke (R-ben ill. C-ben).

Egy nem teljes halmaz ,lyukacsos”. Alappélda: a racionélis szamok QQ halmaza (a szokésos tavol-
sagfogalommal) nem teljes. Vegyiink ugyanis R-ben egy raciondlis tagokbol allo, de irracionalis
hatarértéki sorozatot, pl. kozelitsiik meg tizedestortekkel a 7-t: 3 3,1 3,14 3,141 3,1415....
Ezen sorozatnak a Q halmazban nincs hatéarértéke, de Cauchy-féle (merthogy R-ben konvergens).

Az R teljességének rendes bizonyitasdhoz rendesen kellene definidlnunk a szdmokat halmaz-
elméletileg. Az alapgondolat: a Q—R szamfogalom-b&vitéssel kitoltottik a maradék helyeket a
szamegyenesen, és igy Q-t teljessé tettik. Azaz: elértiik, hogy minden Q-beli Cauchy-sorozat tart-
son valahova (az is, ami Q-ban nem konvergens: ,tartana valahova, de az, ahova, nincs a Q-ban”).

Tudva, hogy R teljes, mér belathato, hogy C teljes.®> Azt, hogy egy K értéki sorozat Cauchy-
féle, sokszor konnyebb megallapitani; K teljessége miatt tehat ekkor a sorozat konvergens is. Ez
(és a hasonloak) gytjténeve: a konvergencia Cauchy-kritériuma; latjuk majd a hasznat.

e Valos (K=R) értéki sorozatokra bevessziik a jatékba a +oo végteleneket is: R-rel jeldljiik az
R U {—00,00} halmazt, az an. kibovitett valos szamok halmazat. KézenfekvGen értelmezhetjiik
azt, hogy egy a, : N — R valos értéki sorozat oo-hez tart: ha bdrmilyen nagy szdmhoz van olyan
kiiszobindex, amitdl kezdve a sorozat Gsszes tagja mar annal nagyobb (—oo-re pedig forditva):

Az a, : N—>R sorozatra lim,(a,) = oo, illetve lim,(a,) = —oo, ha minden

B.5
KeR*-hoz van olyan Ng, hogy ha n>Ny, akkor a,>K, illetve a,<—|K]|. (B.5)

e Valés értéki sorozatokra a kovetkezé két fogalom is jellemzi az n— o0 esetben valo viselkedést:

Az a,, sorozat als6 hatarértéke Az a,, sorozat fels6 hatarértéke
(limesz inferiorja), liminf a,, azon (limesz szuperiorja), lim sup a,, azon
szamok folsG hatara, amiknél a so- szamok als6 hatara, amiknél a soro-
rozatnak csak véges sok tagja kisebb. zatnak csak véges sok tagja nagyobb.
Kovetkezmény: Kovetkezmény: (B.6)
Ha z < liminf a,,, akkor a sorozat Ha x > limsup a,,, akkor a sorozat
véges sok tagja kisebb z-nél. véges sok tagja nagyobb x-nél.
Ha z > liminf a,,, akkor a sorozat Ha z < limsup a,,, akkor a sorozat
végtelen sok tagja kisebb z-nél. végtelen sok tagja nagyobb x-nél.

A definicioban nem mondhattuk, hogy ,a legnagyobb” ill. | a legkisebb” megfelel§ szam, mert lehet
olyan sorozat, hogy az ilyen szamoknak nyilt a vége (mint a |0,1[ intervallumnak), és nincs koézottik
legnagyobb vagy legkisebb. Also és fels6 hatara viszont R minden részhalmazénak van (esetleg
+00 az): limsup és liminf teh&t minden valos értékd sorozatra létezik, de lehet —oo is és oo is.

85Ha z, Cauchy-sorozat C-ben, akkor 2(z,) és J(z,) Cauchy-sorozatok R-ben. Ok konvergensek, mert R teljes, és
a hatéarértékeikbdl Osszerakott komplex szam hatarértéke lesz az eredeti sorozatnak. ,,Komponensenként” beldthato
az is, hogy minden véges dimenzios vektortér (a szokasos, skalarszorzatbdl szarmazo tavolsagfogalommal) is teljes.
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Véges sok tag nem igazan szamit a sorozat végtelenben valo viselkedéséhez. A limsup tehét
tényleg ,foliilrél behatarolja” a sorozatot (véges sok tagot kivéve), hasonloan a liminf alulrol. (A
két definicio nyilvan egymaés ,tiikorképe”.) Gondoljuk at a felirt kovetkezményeket is; leginkabb
ezeket hasznéljuk. Pl. rogton az is adodik beldlik, hogy lim inf a,, nem nagyobb, mint limsup a,,:
ellenkezé esetben minden olyan z-re, amire liminfa, > x > limsupa,, a sorozatnak véges sok
tagja lehetne nem egyenld x-szel, és ez kizart dolog (mar csak két ilyen x-et elgondolva is).

e Ha limsupa, = liminfa, = A (ideiglenesen A-val jeldljiik a kozos értéket), akkor barmilyen
>0 esetén A+e-nal a sorozatnak véges sok tagja nagyobb (a limsup miatt), és A—e-nal csak
véges sok tag kisebb (a liminf miatt): az ilyen A tehat a sorozat hatarértéke. (Ha A=oo, akkor
méar a liminf-es kitételbdl is latszik, hogy lima, = oo, ha pedig A=—o00, akkor a limsup-osbdl,
hogy lima, = —o00.) A kovetkeztetés visszafelé is érvényes. Ha az a, sorozat konvergens, akkor
lim sup a,, nem lehet nagyobb, mint lim,, a,,, hiszen kiilonben lenne olyan x szam, ami a ketts kozott
van: mivel ez az x nagyobb, mint lim,, a,,, a sorozatnak legfeljebb véges sok tagja lehetne nagyobb,
mint x, de mivel x kisebb, mint lim sup a,,, a sorozatnak végtelen sok tagja kellene, hogy nagyobb
legyen, mint . Ez ellentmondas. Hasonldéan belathatjuk, hogy liminf a,, nem lehet kisebb, mint
lim,, a,. Ha lim a, = oo vagy —oo, még egyszertibb a kovetkeztetés. Osszefoglalva

Az a,, sorozat kon- ) .. és ekkor limsup a,, =
— < limsupa, = liminf a,, i .
vergens R-ben = lim,, a,, = lim inf a,,.

(B.7)

e Példak: értelemszerten kijelolve; gondoljuk végig 6ket. Ahol a hatarértéket (lim) adtam meg, ott
a sorozat konvergens (vagy ,rendesen”, vagy legalabbis R-ben). Ilyenkor ugye a lim sup és a lim inf
megegyezik a hatarértékkel; ezt kiillon emésztgessiik! Ahol a limsup és liminf értékeit tiintettem
fel, ott a sorozat R-ben nézve sem konvergens. A hatarérték fogalma tehat ,erésebb”.

2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2 2, 2 2, 2... — konvergens, lima,=2.
2, -1, 2,-1, 2, -1, 2,-1, 2, -1, 2, -1,... — limsupa,=2, liminfa,=-1.
2, %, %, %, %7 %, %, %, %, %, %, ... — konvergens, lima,=1.
1, 2, 3, 4, 5 6, 7, 8 9, 10, 11, 12,... — R-ben konvergens, lim a,,=0c.
1, 10, 2, 100, 3, 1000, 4, 10% 5, 10°, 6, 10° ... — R-ben konvergens, lim a,=oc.
1, -1, 2, -2, 3,-3, 4, -4, 5 -5 6, —06,... — limsupa,=o00, liminfa,=—o00.

1 1 1 1 1 1 1 : 1 Tl _
L5 1,3 1L, 401, 5 1, 5 1, 2,1, 5, 1,. — limsupa,=1, liminf a,=0.

_>

lim sup a,=1, liminf a,=—o00.

e Az 1.3. szakaszban kihasznalunk még egy dolgot: legyenek d,, akdrmilyen, ¢, pedig konvergens
N—R sorozatok, és legyen lim ¢, véges pozitiv szam (fontos, hogy nem is 0, és nem is oo). Ekkor
a d, sorozatot tagonként a c,-ekkel szorozva az n—oo-beli viselkedés lim c,-nel moédosul:

lim sup(¢,d,,) = (lim, ¢,) - (limsupd,,),

liminf(c,d,) = (lim, ¢,) - (liminf d,,). (B8)

Ha 0 < lim¢, < oo, akkor =

Ebbdl az is kovetkezik (de mashogy is levezethetnénk), hogy ha limsup d,, = liminf d,,, azaz d,, is
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konvergens, akkor a szorzat-sorozat is az, és a hatarértéke: lim,(c,d,) = lim, ¢, - lim, d,.
Erdeklédéknek leirom a bizonyitast (a lim sup-osat; a lim inf-re vonatkozé ennek ,tiikorképe™;

agytornaként végiggondolhatjuk azt is kiilon). Tehat: mivel lim ¢,,>0, véges sok tagtol eltekintve

¢, >0 is igaz. Az n—o0 esetben véges sok tag nem szamit: Vehetjiik ugy, hogy minden n-re ¢,>0,

igy értelmes az ci—ek sorozata, az is konvergens, és lim Ci = . Marmost ha pl. limsup(c,d,)

hmc
nagyobb lenne, mint (lim, ¢,) - (limsupd, ), akkor nézziink egy kozottuk 1évé x szamot! Mivel

lim sup(c,d,)>x, véges sok tagtol eltekintve Cndy > 1, Vagyis d > o amibdl az is kévetkezik

hogy véges sok tagtol eltekintve d
eltekintve d,, <
igazat beszélve hm sup(cndn) < (lim, ¢,) - (limsup d,,) kell, hogy teljesiiljon. Ugyanez igaz viszont,

n hm ny

lenne. Ellentmondasra jutottunk, igy a kundulo egyenlGtlenség nem igaz;

ha d, helyett a ‘ZZ sorozatot, c,-ek helyett pedig a é sorozatot tekintjiik: limsup (é . cndn) <
(hmn cn) lim sup(c,d,), amibdl atrendezéssel lim sup(c,d,) > (lim, ¢,) - (limsup d,,) kovetkezik.
Készen vagyunk: a két oldal egyenls, mert > és < is fennall. Figyeljilk meg, hogy alaposan
kihasznaltuk, hogy 0 < lim ¢,, < oo; ha ez nem teljesiil, nem is feltétleniil igaz a fenti allités.

B.2. Sorok, sorosszegek, abszolut 0sszegezhetGség

e Ha egy sorozat tagjait 0sszeadogatjuk, a sorozathoz rendelt sorrél beszéliink.

Az a,, sorozathoz rendelt sor: Y a. Ez az a sorozat, a- n
ay.
melynek n-edik tagja épp a sor n-edik részletosszege: [ F

lim < i ak>. (B.9)

vergens, ha létezik ezen részletosszegek hatarértéke:  n—oo \ /5

Z Un, D Qn, Zan

ve a sor Osszege; jelben: el

Az a,, sorozat Osszegezhetd, azaz a Y a sor kon-
Ekkor ezen hatéarérték ne-

Sorosszegre (sorozat OsszegezhetGségére) is érdemes megfogalmazni a Cauchy-kritériumot.
Ugyebar K teljes: a részletosszegek sorozatara is igaz, hogy éppen akkor konvergens, ha Cauchy-
féle is. Utobbi most azt jelenti, hogy minden £>0-ra van olyan kiiszébindex, hogy a legalabb
addig vagy tovabb vett részletosszegek e-nyinal kevésbé térnek el egymdstol. Ilyen részletosszegek
kiilonbsége persze nem mas, mint a csak az egyikben szerepld tagok Osszege:

a, pontosan akkor tsszegezhetd, ha Ve>0-ra van N,

Z%—Z%—Zm;: s ’ m c (B.10)

0 P el kiiszobindex, hogy ha m>n>N;, akkor | > /" | ax|<e.

A sordsszegre vonatkozo ezen Cauchy-kritérium jelentése tehét: konvergens sor ,elég hatso szelete
elég kicsi”. Specialisan: ez azt is jelenti (m=n+1-et véve), hogy ha n>N., akkor |a,|<e. Utobbi
kovetkeztetés szavakban: Osszegezhetd sorozat nullahoz tart. Azaz ha a, Osszegezhets, akkor
lim, a, = 0. Ez egyfeldl kézenfekvs: ha egy sorozat nem tart nullahoz, biztos nem Gsszegezhetd.
Masrészt azért jo ezt kiilon megjegyezni.

e Negativ és pozitiv, esetleg komplex szamok helyett néha kénnyebb banni az abszolutértékeikkel,
és mindjart latjuk, hogy az igy bevezetett fogalom nagyon hasznos lesz sok dologra. A definicio:

Az a,, sorozat abszolut(értékben) Osszegezhetd, mas szoval: a bels- (B.11)
le képzett sor abszolat konvergens, ha az |a,| sorozat Osszegezhetd. '
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Ezen fogalom 1étjogosultsigéra az alappélda a kévetkezs: az 1—%—1—%—%—1—%—%—1— —%—i— ... sornak 1é-
tezik az Osszege.®0 Abszolutértékezve viszont: az 1+%+%+%+%+%+%+%+ ... sor, mely harmonikus
sordsszeg névre is hallgat, nem létezik. (Hiszen tagonként nézve latszik, hogy nagyobb lenne, mint
I+3+(3+ )+ G+t ti) Hpt ettt T tist15)+ - - - de ez utébbi lathatéan oo).

e Abbdl tehat, hogy egy sorozat Osszegezhets, nem kovetkezik, hogy abszolut 6sszegezhets is. For-
ditva viszont jobb a helyzet: ha |a,|-ek eléggé gyorsan csokkennek, hogy " |a,| létezzen, akkor
ugyan lehet, hogy az a,-ek R-ben vagy C-ben ,0sszevissza hintaznak”, mégis kideriil (K teljességét
tudva), hogy létezik a sorosszegiik. Ugyanis ha létezik Y |a,|, akkor minden e>0-ra van olyan N,
hogy afélstti n, m-ekre Y_p_ |ay| < e. Viszont | Y, _, ak’ biztos nem nagyobb, mint > ;_ |ay|:
emiatt a latott m, n-ekre | Dy ak‘<€. Tehat az a,-ek részletosszegeinek sorozata is Cauchy-féle,
azaz K teljessége miatt konvergens is. Vagyis létezik >~ a,,. Osszefoglalva:

K-beli abszolut konvergens sor konvergens: ha létezik > |a,|, akkor létezik > a,,. (B.12)

e Véges sok tag Osszeadasa kommutativ. Szeretnénk, ha lehetne (de pesszimistabbak sejthetik:
nem mindig lehet) végtelen sordsszegben is a tagokat biintetleniil csereberélni, vagy pl. el6szor egy
részsorozat Osszegét, majd a maradékét kiszamolni. Egy int6 példa:

A fenti eredeti sor:
1,1 1,1 1,1 1,1 1,1 )
l—5+3—3+ts—5+ts—s3+s—ig+ii—---: ©z konvergens (és értéke In2).
A paratlan sorszamiu tagok:

——————————————— co = —%-(harmom’kus sor); az nem Osszegezhetd, ez se.

A péros sorszamu tagok:

I+5+i4i+i+ti+ts+... 0 > 5-(harmonikus sor), igy ez sem Gsszegezhetd.
Az eredeti sor egy ligyes atrendezése:
[1-3]—1+[3-3]-s+[t—15] B+ [3—5] 15 +--.: ennek Osszege az eredeti fele.

Kideriil, hogy nem abszolit konvergens sorokbol mindig gyarthatunk ilyen triikkos ellenpéldakat.
Ezért nem abszolit konvergens, de konvergens sorokat feltételesen konvergensnek hi-
vunk, hiszen ,atrendezéssel konnyen elronthatjuk” a konvergenciat. Azonban megkimélédiink az
ilyenektsl abszolat konvergencia esetén: ekkor ,feltétlen” a konvergencia, ,banhatunk lazan
az Osszeadas sorrendjével”. Ezért is jo, ha egy sor abszolut konvergens is. Allitas:

Abszolut konvergens sorok részsorozatai is abszolit 6sszegezhetSk és 6sz-
szegezhetdk, egy rész-sorosszeg és a maradék Osszege egyiitt az eredeti (B.13)
sorosszeget adja; a tagokat permutalhatjuk, ugyanaz marad a sordsszeg.

A részekre bonthatosig bizonyitasat érdeklédéknek tomoren lefrom; ez a fontosabbik dolog.
Osszuk két csoportba a,-eket: legyen a). és a) az egyiknek és a mésiknak megfelel§ két soro-

zat; ezekben a masik ill. az egyik csoportba sorolt (a kihagyott) elemeket kinullazzuk. Nyilvan

ap=a,+al', hiszen vagy itt, vagy ott nulla &ll minden n-re. Az abszolutértékek nemnegativak:

86 Indoklas: igy ill. tigy parositva a tagokat kideriil (nézziik meg!), hogy a pdrosadik részletosszegek mindegyike
kisebb, mint a kés6bbi akdrmelyik részletosszegek, viszont a pdratlanadik részletosszegek nagyobbak, mint a késGbb

kovetkezs barmelyik részletosszeg. Tovabba egy parosadik és az azt kovets (paratlanadik) részletosszeg kiilonbsége
%—nél kisebb az n-edik tag utan. Ezek miatt ha >0, akkor kiiszébindexnek egy 1/z-nal nagyobb egész szdmot véve

biztos, hogy az ez utani részletosszegek egymdstol mar e-nal kevésbé térnek el. Vagyis a sor Cauchy-féle, igy R
teljessége miatt konvergens is. Megjegyzés: kés6bb az is kidertil, hogy konkrétan 1,%+%,%+%,%+%,%+ ...=1In2.
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barmilyen n és m kozotti osszegre Y - |ai] < Yoo lak] is és Y ov |ak] < YopL |ak| is igaz.
Ezen becslés miatt mivel az eredeti abszoliutérték-sordsszeg konvergens, igy Cauchy-féle, utébbi
a rész-sorokra is igaz lesz. Tehat azok is abszolut konvergensek, igy konvergensek is. Legyen

L =AY a) = B: azaz minden £>0-ra van olyan N kiiszobindex, hogy minden n>N-re
A= 0ak|< is 6s |B— Y 14 ajl| <% is teljesiilnek. Emiatt |A+B— ") ax| = [A— Y 1_ aj+
+B=Y " oai| < |A=0 | +|B— Y g al] < §+5 =e. Osszenézve ennek az elejét és a végét
tényleg arra jutunk, hogy az a,-ek reszletosszeg—sorozata A+ B-hez tart.

o Véges 0sszegeknél tobb indexre Osszegzéskor is mindegy, milyen sorrendben Osszegziink: ha
pl. k és | 1-t6l 3-ig fut, és Ay, egy kétindexes mennyiség (azaz most: 3 -3 = 9 darab szam), akkor

mindegy ( épp ezert ,egy-
A ( A Ap.
a sorrend: kzl Z k l) lzl Z k l) be” is irhatjuk: % R

Ha nem véges sok (itt kilenc), hanem végtelen sok tag van (mint egy ,végtelen nagy matrix” elemei),
akkor dltaldban nem biztos, hogy akarmilyen sorrendben Gsszegezhetiink. Azonban (a legfontosabb
esetet emeljiik most ki) abszolat konvergencia esetén itt is mindegy a sorrend. Pontositva:
ha a k indexet egy fix értékénél rogzitjiik, akkor az [ — Ay, hozzérendelés rendes sorozat: [-edik
tagja Ay, és nézhetjiik ennek [ szerinti GsszegezhetGségét, majd a (k-tol fiiggd) eredmények k
szerinti OsszegezhetGségét. Az allitas a kovetkezé:

Ha az egyik sorrendben léte-

2.

zik az abszolitértékek Osszege: =

X s X9 akkor ebbdl az alabb
(Z| k:z|> (B.14)

felsoroltak kovetkeznek:

= 1.) létezik a forditott sorrendd abszolutértékes Gsszeg is: Z ( Z | Ay, l|>

1=0
= 2.) a kétféle ilyen Osszeg megegyezik: > ( > |Ak,l|> = Z( > |Ak,z|>,
k=0 1=0 1=0 \ k=0
= 3.) abszolutérték nélkil is léteznek: > ( > Ak7l>, Z( > AM),
k=0 1=0 =0 \ k=0
= 4.) utébbiak is egyenl6k egymassal: > < > Ahl) = Z( > Ak,l>,
k=0 1=0 1=0 \ k=0
= 5.) |Ag,|-ek és Ay -ek Osszegel mds végigmenési sorrend- S A 3
nél is ugyanannyik; ezért jelolhetiink ,0sszevontan™ 37 b il

A kiindul6 kévetelmény tehat az egyik sorrendi abszolutértékbeli OsszegezhetGség volt; természe-
tesen a masik sorrendibdl is egyenértékiileg kiindulhattunk volna.

Amigy persze ha Ay, -ek mind pozitiv valosak, akkor [Ay|=Ay; egyéb esetben ), ; Ay nyilvan
nem ugyanannyi, mint » ;. ; |Ax;|. A kiilonféle végigmenéseket ez a kis dbra probalja szemléltetni:

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

a)— >0 ) T S e O+t 0 O e = G Sy
1+ © o o o o o o 1+ o o o o 1+ o e o 1+ o e e o o

2+ o o o o o o o 2+ o o o o 2+ o o o 2—— o o o o

3 e e e o o o o 3 e e o o 3 e e o 3 e o o

4 4+ o o o o 4+ 4+ o o

A
5— 5 o e o o 5— 5+ e
Akl Akl

6 6 o o o o 6 A 6
k kv oo oo k ¢ k

Az ébra a.) része a ), >, Ay, fajta (el6szor adott k-nél [ szerint, majd az eredményeket k szerint
valo) Osszegzést szemlélteti, a b.) a forditott >, >, Ag;-et. A c.) rész a limg o (ZkKl:O Aw)
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fajta Osszeget jelképezi, a d.) pedig egy gyakori fajta tovabbi sorrendet: elGszor egy adott ,harom-
szogatlo” elemeit Osszegezziik, majd ezeket az Gsszegeket. A fenti allitas azt mondja itt, hogy

;()(ZA,CO:;;(ZAM)— 113;0%%%_;](2,%”) (B.15)

Szavakban: az OsszegzSindexeket dtjelolhetyik, itt pl. k és [ helyett a p-t és a ¢-t hasznalhatjuk;
ezeket a jelolt értékeken futtatva is bejarjuk Ay, elemeit (p jeldli ki az atlot, ¢ azon beliil mozog).

e Gyakori specialis eset, amikor ay, és by, adott sorozatok, és Ay ezek ,szorzata™ Ay ;=ab;. Ekkor
Sk Akl = e D lakllbl] = (X4 la])- (X, 1bu]). A fenti llitas szerint tehat ha ay, és by is
abszolut 6sszegezhetdk, akkor az ilyen ,szorzatuk” akarmilyen, az Gsszes apb; elemszorzaton egyszer
végigmend modon (abszolutértékben is, anélkiil is) Osszegezhetd, és az eredmény egyértelmdi.

X ok ok

e A szakasz hatralevs sziik két oldalaban leirom a (B.14) éllitds bizonyitasat; hosszadalmas, és
az allitas tudasdhoz nem sziikséges végigragni. A kozben elSkeriils 6sszegeket képletekkel from,
de aki kovetni akarja, annak javaslom, hogy rajzolgassa is le, jelolgesse be a latott pottyozds dbra
modjara, hogy mikor milyen tagok milyen Osszegei szerepelnek. Az ,akérmilyen sorrendd”’ Gssze-
adasok koziil a latott két méasik (a fenti dbra c. és d. részeinek megfelel) fajtara fokuszalunk,
de latszani fog, hogy a bizonyitas miikodne masfajta Ossze-vissza végigmenések esetén is. Vezér-
fonalak: 1.) wvéges dsszegeket megeserélhetiink, alulrol/folilrsl becstilhetiink, ebbdl kell az 6sszeg
hatéarértékére kovetkeztetgetni. 2.) Abszolut konvergens sor konvergens is. 3.) Ha egy a, sorozat
feliilrsl korlatos (=valamilyen A szamra igaz, hogy minden n-re a,<A), tovabba a,, monoton nd,
akkor konvergens, és lim,, a,, < A. Ez részletosszegek sorozatara is vonatkozik! Lehet persze, hogy
az A fels6 korlat éppen a lim, a,, maga: az, hogy lim, a,, < A, ekkor is teljesiil, egyenl&ségként.

e Kiindulés: minden k-ra létezik Y, | Ay |, és létezik >, (>, [Axy|) is. Egy becslés-csomag:

K L K K L K 0 0 e’}
S ALl < X (X Anl) = X (X 1Aw]) < X (X 1Akl) < X (X [Akil), és ez letezik.
k=0 =0 k=0 =0 k=0 [=0 k=0 [=0

A legels6 0sszeg K-t névelve monoton nd, és a legutolsoval feliilbecsiilhets: emiatt 1étezik K—oo
hatéarértéke, vagyis minden L-re létezik Y - | Ay 1| A fenti masodik és 6t6dik dsszeg Gsszehasonli-
tasa minden K-ra igaz, igy K —oo-t véve (az el6bbibdl tudjuk mar, hogy ezt itt véges sok [-re meg-
tehetjiik) igaz marad, hogy 3.1, (> no [ Akl) < 3o (3720 |Akyl). Itt viszont a bal oldal tjfent
korlatos, és L-t ndvelve monoton né: létezik L—soo hatarértéke, ami az > o (Y pey |Aky|) masik
1) <3 (3020 [Aky]) is igaz. Ha tehat
létezik | Ay |-ek egyik sorrendd Osszege, akkor a masik is, és az egyik kisebb-egyenls, mint a mdsik.

sorrendt sszeg, tovabba a becslésbsl -7 (

De ez visszafele is belathato épp ugyanigy: emiatt a kétféle sorrendi 0sszeg egyenls. A négyzetesen
halado (az &bra c. része szerinti) 6sszeghez: S 3o | Aw| is monoton ng K-val, és (a fenti becs-
léssor harmadik Osszegében K=L-t irva) feliilbecsiilhets >, (>, |Aw|)-lel, emiatt tényleg létezik
limg o0 Zszo Z{io |Aja|. Minden fix L-re limg o0 Zszo Zl[io [A| 2 limg o0 ZkK:o ZZL:O | A,
emiatt ez L—yoo-t véve is igaz: limp_,o Zszo leio | At > limg o0 ZkK:O Yoo [ Awl, de ez utébbi
éppen S5 (357, |Akyl). Tehat a négyzet alakban halado Gsszeget, limg oo Sopo Sorco | Ari|-et
alulrol is becsiilhetjiik a sorrendi 6sszeggel: emiatt ez a hatarérték tényleg ugyanaz, mint a sorrendi
osszeg. Veégil az atlos-haromszoges (fenti dbra d. része szerinti) Osszeget feliilrgl is és alulrol is
becsiilhetjitk a most latott, négyzet alakban haladd 6sszeggel (egy a haromszog ,el6tt” ill. ,mégott”
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halado, nagyobb ill. kisebb négyzetet rajzolva); tehat az | Ay|-ek Osszege igy is létezik, és ugyanaz,
mint eddig. Az abszolutértékekre kész vagyunk az allitas bizonyitaséval.

e A Cauchy-kritérium kovetkezménye volt, hogy abszolut konvergens sor konvergens is. Most
hasznalhatjuk ezt kozvetlenill: mivel minden k-ra létezik D> % |Agl, ezért > 7 Ay, is létezik,
s | Yot Ak < 00 | Akal- Emiatt Yp7 | S0 Al is letezik, vagyis >t (D2 Aky) is.
Ugyanezt a (most mar tudjuk, hogy létezs) forditott sorrendii abszolutérték-osszeghdl kiindul-
va is elmondhatjuk; kovetkeztetés: mindkét sorrendi Osszeg létezik abszolutérték nélkil is. A
0 | > oo Ap_g.q| is 16tezik,
emiatt Y7 > " Ap g4 15 A négyzet alakban halado Gsszeg, limg o Zszo Z{io Ay létezésének

haromszoges-atlos fajta is, mert Y 00 [A, g4 < | > o—0Ap-

belatasahoz vissza kell nytlni a Cauchy-kritériumhoz: mivel 1étezik lim g, o Zf:o Zzlio | Agi| ezért
minden £>0-ra van olyan N., amire minden K; és K, esetén, amelyek nagyobbak mint N, igaz,
hogy 52 Klz |Au| < e. Node ‘Z e Akl‘ < YR Z A, emiatt az ilyen
Ky, Ky-kre |Zk:K1 K2 Akl| < ¢ is igaz, azaz az abszolutertekek nelkuh K — Zk oZz 0 Akt
részletosszeg-sorozat is Cauchy féle, igy konvergens. Beldttuk, hogy Ax-ek dsszegei is léteznek.

e Mar csak azt kell belatni, hogy az Ay -ck ilyen kilonféle Gsszegei egymaéssal egyenlSk. (Méar
tudjuk, hogy léteznek, de ennyi kevés lenne: hasznalnunk kell még egyszer az abszolutértékek
Osszegezhetségét is.) Kezdjik a kétféle sorrendi Osszeg egyenldségével: igaz-e, hogy

N—-1 oo N—-1 oo N—-1 oo N—-1 oo

lim Z ZAkll 111’11 Z ZAM <~ lim z ZAkl Z ZAM —0

K—0o0 —p |= K—00 120 k= K—ool k20 1=0

Az utobbit ugy irhatjuk (rajzolgassunk, hogy érthetd legyen az atalakitéas, és az alabbiak is!), hogy

limg oo ‘ Z Zz N Ak — l]\igl YN Akl’ 0. Itt a kovetkezd becslést tehetjiik:
e’} N—-1 oo N—1 o N—-1 oo oo 00 00 00
Z oA = Y0 D An| <X YAl X X Akl <0 X Akl + 22 Y Al
k=0 I=N =0 k=N k=0 I=N =0 k=N k=0 =N 1=0 k=N

és az utobbi két tag nulldhoz tart, ha N—oo (az abszolutértékek sorrendi 6sszegeiben 6k a ,mara-
dek”). Vagyis az Aj-ek kétféle sorrendi Gsszegei, Y, (D, Aw) és >, (Do, Aw) tényleg egyenldk.
Hasonlé gondolatmenettel a négyzet alakban halad6 sszegre:

1N mert a kiilonbségiik abszolutértékét foliil-
li Ay = i A
Nevao ,CZO zzo L e kzo IZO Mo becsiilhetjiik valamivel, ami nullahoz tart:
N—-1 oo N 1N-1 N—-1 oo N—-1 oo
Y- X 3 A= | T L A< T Sl < T T Al

k=0 1= k=0 I= =0 I=N k=0 1=

utobbi pedig tényleg N—o00 esetben nulldhoz tart, mert ez a sorrendi abszolutérték-6sszeg ,,ma-
radéka”. Ezzel is kész vagyunk; a haromszogatlok mentén vett Osszegre is teljesen hasonldéan
érvelhetiink. Itt az iménti ,négyzetes” Osszeghez érdemes viszonyitani. A haromszogbdl a beleférd
kis négyzetet ,harapjuk ki”, és a maradék abszoliutértékét egy 1épésben igen durvan feliilbecsiiljiik,

belevéve az Osszes hatrébbi tag abszolutértékeét is, de igy is jO lesz:

ZZAp 0q — ZZAM < Z Z | Apal,

p=0 g= k=N+11= =01l=N+1

és a jobb oldal itt is nulldhoz tart, mert ez az egész éppen a négyzetes alakban haladé abszolutér-
tékes Osszeg ,maradéka’. Igy teljesen készen vagyunk.
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B.3. Filiggvénysorozatok, fiiggvénysorok, folytonossag

Most K — K fiiggvényekkel foglalkozunk (de sok megéllapitasunk altalanosithaté). Ha minden
neN-re adott egy ilyen f, : K — K fiiggvény, akkor ezek sorozatat kézenfekvs fligguénysorozatnak
hivni. Az f,(z) fliggvénysorozathoz rendelt fiigguénysor, Y. f,, is értelmes: ez az a fliggvénysorozat,
amelynek n-edik tagja éppen az n-edik részletosszeg, azaz a Y, _, fi Osszegfiiggvény.

e Az f, fuggvényeket egy x€K helyen kiértékelve (szam)sorozatot kapunk. Ez lehet konvergens
vagy nem, attol fiiggben is, hogy mi az x. Az f, fliggvénysorozat konvergenciahalmaza: azon
x-ek halmaza, amikre az f,(x) szdmsorozat konvergens. Tovabba azt mondjuk, hogy

Az f, fiiggvénysorozat pontonként konvergens a HCK halma- (B.16)

zon, ha minden x€ H-ra létezik a lim [f,(z)] hatérérték.
n—oo
Mas szoval: ha H része az f, fliggvénysorozat konvergenciahalmazanak. Ekkor értelmezhetiink
gy egy f: H—K fiiggvényt, hogy az f(z) érték legyen az ottani hatarérték, lim, o [ fn(z)]. Az
igy Osszedllitott f hatarérték-fiiggvény az f,, sorozat pontonkénti hatdrértéke.

Ha fliggvénysorokat mondunk, akkor itt is O0sszegezhetGséget értiink a konvergencia alatt:

A )" f,, fiiggvénysor pontonként konvergens HCIK-n, ha ¥V xeH-ra létezik > f,(x).

B.17
A Y f, pontonként abszolut konvergens a H-n, ha Vx€ H-ra létezik > | fn(x)|. ( )

e A pontonkénti konvergencia sokszor még nem elég jo tulajdonsag: ugyan ezzel megkoveteljiik,
hogy minden z€H-ra az f,(z) sorozat konvergens legyen, de még nem tudhatjuk, hogy kiilonb6z6
x-ekben ezek egyméshoz képest ,milyen gyorsan” tartanak a hatarértékeikhez; lehet, hogy itt-ott
nagyon ,lemaradnak” a tobbihez képest. Ezt kisztirendd kell egy 4j definicio:

f-hez egyenletesen konvergal, ha a  leg- lim
n—oo

Az f, fiiggvénysorozat a H halmazon az (

sup [d( ful), f(x))]):o. (B.18)

nagyobb eltérés” is nullahoz tart, azaz ha vell

Itt tényleg fontos a H halmaz megadasa: ha egy H-n f, egyenletesen konvergens, akkor a rész-
halmazain is, de egy b6vebb halmazon nem biztos. Forditva: ha egy halmazon nincs egyenletes
konvergencia, attol még egy sziikebb halmazon lehet.

Természetesen fiiggvénysoroknak egy H halmazon vald egyenletes konvergenciaja alatt
azt értjik, hogy a részletdsszegek sorozata egyenletesen (és nemcsak pontonként) konvergens.

e Ha az f, fiiggvénysorozat egyenletesen konvergéal f-hez H-n, akkor pontonként is. A fogalmak
letilepitéséhez nézziink példat arra, hogy forditva nem igaz ez. Legyen H=R, és tekintsiik a tangens
hyperbolicus fiiggvényt: th(0)=0, és lim, .+ th(z)==%1. ,Zsugoritgassuk ezt Ossze”, azaz legyen

Fix x-re n—o0-t véve —1, ha z<0,
fa(z) = th (nz). a hatarértékfiiggveny flz) = 0, ha 2=0, (B.19)
a kovetkezének adodik: L, ha >0.

Itt nem egyenletes a konvergencia. A lentebbi 52. &dbra segithet: a hatarértékfiiggvénytsl valo
eltérések maximuma (azaz: szuprémuma) minden n-re 1; nem tart nullihoz. Figyeljiink fel arra
is, hogy itt a folytonos fiiggvényekbdl kapott pontonkénti hatarérték-fiiggvény nem folytonos!

Ha viszont H halmaznak R helyett barmilyen olyan zdrt intervallumot vesziink, ami nem tartal-
mazza a 0-t (azaz tényleg ,legalabb kicsit” messzebb van 0-t6l), azon méar egyenletes a konvergencia.
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a) +])./-- P e— b) ’ ;:?1
/ f(x) E

f, / f-f,
f2 % X f-
R ! 1 !
f,

/

—
2L

52. dbra. Pontonként, de nem egyenletesen konvergens fiiggvénysorozat: a.) a fiiggvények, b.) a
hatarérték, c.) az attol valo eltérés, melynek R-en vett szuprémuma minden n-re 1.

e Fontos mdsik fogalom adott f fliggvény hatarértéke egy x pontban. Ilyenkor f adott, és
kérdeés, hogy ,hova tart” f(y), ha a figgvény vdltozdjdval, y-nal x-hez tartunk. Az f hatarértéke
x-ben a, ha az x-en kiviil felvett fiiggvényértékeknek a-tol vald legnagyobb eltérése tetszélegesen
kicsivé tehetd, ha x-hez elég kozelre korlatozdédunk. Pontosabban: adott f : K — K fiiggvényre

Ha 2€K a Dom f akkor azt mondjuk, ha minden £>0-hoz létezik olyan r.>0,

L : hogy az acK szam hogy minden olyan y€Dom f-re, amire (B.20)
torlodasi pontja,

f hatarértéke x-ben, 0<d(y, z)<r., igaz, hogy d(f(y),a) < e.

Fontos, hogy hatérozottan > és < van mindenhol. Igy a szereplé y nem egyezhet meg x-szel,
azaz (épp ez a lényeg sokszor!) nem kell, hogy f az z-et is (ha x€Domf) az a-hoz ,elég kozelre”
képezze. 8" Az r. is nullanal nagyobb legyen, kiilonben semmitmondé lenne a kovetelmény. Ezen
feliil azért jo, hogy x torlodési pont kell legyen,®® hogy barmilyen kicsi r.-t , kiprobalva” legalabbis
létezzenek olyan y-ok, amikre a kdvetelmény vonatkozik. Alapvet&en fontos az tn. atviteli elv:

Legyen x a Dom f torlodési pontja. a pontosan akkor hatarértéke f-nek x-ben, ha min-
den olyan z,, sorozatra, amire z, € Domf \ {z}, és lim, z,,=z, igaz, hogy lim,, f(x,)=a.

c stz

Ez sorozatokra ,jilteti at” a fiiggvényhatarérték definiciojat.®® A sorozatokra vonatkozé hasonld
megallapitast tudva lesziirhetjiik tobbek kozott azt is, hogy ha f-nek z-ben van a hatarértéke, akkor
az egyértelmd; jelben: a = lim,_,, f(y). A fiiggvényhatarérték fogalméat tehat ,,jol” definialtuk.

e Ha zcDomf, akkor = vagy torlédasi pontja, vagy izoldlt pontja Dom f-nek. El6bbi esetben azt
mondjuk, hogy f folytonos x-ben, ha ott létezik hatarértéke, és az egyenld a fiiggvényértékkel:
lim, ., f(y) = f(x). Izolalt pontokban definiciészertien folytonosnak mondjuk f-et. Osszerakva:

Az f fiiggvény folytonos z-ben, ha x€Domf, és minden £>0-ra van olyan r.>0

B.21
szam, amivel minden y€Dom f-re, amire d(z,y)<r., igaz, hogy d(f(ac), f(y))<5. ( )

Ez a (a fiiggvényhatarértékre épit) pontos megfogalmazas egy matematikatorténeti mérfoldks;

87Igy pl. ha f(0)=2, és f(x)=0 egyébként, akkor ennek az f-nek a hatarértéke xo=0-ban nulla, de az értéke 2.

88Az x egy H halmaz torlodési pontja, ha z barmilyen (kicsi) kdrnyezetében H-nak még mindig végtelen sok
pontja van. Az nem sziikséges itt, hogy z€H is legyen: pl. a ]0, 1[ nyilt intervallumnak 0 is és 1 is torlodasi pontjai.

89Bizonyitas: ha a hatarértéke f-nek z-ben, akkor ha x,, mondott fajta, z-hez tarté sorozat, akkor adott £>0-hoz
van olyan N,_ kiiszbindex, amire ha n>N,_, akkor d(z,,x)<r. (és r. a fliggvényhatarérték-séghez megkovetelt
re): ekkor d(f(zy),a)<e, azaz tényleg lim, f(x,)=a. Masrészt ha a nem f hatarértéke x-ben, akkor (a defini-
ci6t tagadva) minden £>0-re igaz, hogy akarmilyen r>0-t véve is van olyan z.€Domf, amire 0<d(x.,z)<r, de
d(f(xe),a)>e. Vegyiink egy adott e>0-t és tekintsiink egy R* (nem nulla!) értéki, de nulldhoz tart6 b, sorozatot:
az el6zdek szerint (esetleg hivatkozva az an. kivdlasztdsi azidmdra) léteznek olyan x,-ek, amikre 0<d(z,, 2)<b,, de
d(f(zn),a)>e. Ezen z,, sorozatra lim,, z,=x, de lim,, f(x,)#a. Az allitdsunk igy tehat visszafelé is igaz.
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mellesleg izolalt pontokra is miikodik.”’ Az atviteli elv egyszertibb itt, mert utébbiak sem kivéte-
lesek: f folytonos z-ben <  minden Domf-beli, x-hez tart6 x,, sorozatra lim, f(x,) = f(zx).

e Egy f fiiggvényre azt mondjuk, hogy folytonos egy halmazon, ha annak minden pontjaban az,
és hogy folytonos, ha Dom f-en az. ,Erezhetd” (ill. atviteli elvvel és sorozatokkal bizonyithaté),
hogy folytonos fliggvények Osszege, szorzata, hanyadosa is az, tovabba minden konstans fiiggvény
és az f(z)=z is folytonos. Ezek miatt minden polinom és raciondlis tortfiiggvény folytonos.”!

Fontos allitas (,onmaga farkaba harapo kigyd”): a tdvolsdg képzése folytonos fliggvény, az-
az ha y— z, akkor rogzitett a esetén d(y,a) —d(z,a). Bizonyitas: d(z,a)+d(z,y)>d(y,a) is
és d(y,a)+d(z,y) >d(z,a) is igaz, emiatt mindenképpen |d(z,a)—d(y,a)| <d(x,y). A folytonos-
sag kovetelményében igy adott e-hoz valaszthatjuk r.-nak magéat e-t: olyan y-okra, amelyekre
d(y,z)<e, az el6z6ek alapjan d(y,a) és d(x,a) kiilonbsége is tényleg e-nal kisebb.

e Mi a helyzet egy olyan f fliggvény folytonossagaval, amit egy f, fliggvénysorozat hatarértéke
(vagy fliggvénysor Osszege) hataroz meg? Ha egyenletes a konvergencia, megnyugodhatunk:

Az f, : H — K fiiggvénysorozat konvergéljon egyenletesen a H-n az f fliggvényhez.

1. Allitas: ha egy z pontban minden f,-nek létezik hatarértéke, a, = lim, ., fu(y), (B.22)
akkor f-nek is van z-ben hatérértéke, és ahogy gondolhato: lim,_,, f(z) = lim a,,. '
n—oo

2. Allitas: ha az f,-ck folytonosak egy x€H-ban, akkor f is folytonos z-ben.

Folytonos fliggvények sorozatanak egyenletes hatarértéke tehat folytonos. Csak pontonkénti
konvergenciaval ez nem mindig igaz, mint a th fiiggvényt osszehuzos (B.19) példaban lattuk. Az
1. allitas szavakban mit siitsz, kis sztics: egyenletes konvergencia esetén a ,hatarértékfiiggvény
fliggvényhatarértéke egyenls a fiiggvényhatarértékek hatarértékével”. Bizonyitédsokat 1d. lentebb.

e Az egyenletes konvergencia ezért (és mas miatt is) ,,jobb”, mint a csak pontonkénti. J6 volna,
ha meg is tudnank dllapitani, hogy egy fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens-e. ElsG lépés a
Cauchy-kritérium ,Atfogalmazasa”. Legyen HCK adott halmaz, f, : H — K fiiggvénysorozat.

Az f,, pontosan akkor egyenletesen konvergens H-n, ha minden £>0-hoz van

B.2
olyan N, kiiszobindex, hogy minden m,n > N.ra sup,cy d(fa(y), fn(y)) <e. (B.23)

Ugyanis ha f,, egyenletesen konvergal (f-hez), akkor minden >0-hoz vegyiik M.-nak azt a kiiszo-
bindexet, aminél nagyobb n-ekre mér sup, .y d( fay), f (y)) <5: ham,n > N, akkor a haromszog-
egyenl6tlenségbdl sup, d(fu(y), fm(y)) < sup, d(fu(y), f(y)) + sup, d(fm(y), f(y)) < 5+5 = e,
vagyis teljestil, amit allitottunk. Forditva: ha minden >0-ra van az allitasban megkdvetelt médon
N kiiszobindex, akkor m,n > A esetén minden z€ H-ra is nyilvén d( f,,(z), fa(z))<e, azaz min-
den z€H-ra az f,(x) szamsorozat Cauchy-féle, tehat K teljessége miatt konvergens: definidlhatjuk
az f(z) = lim, o fn(z) hatarértékfiiggvényt H-n. Adott n-re a tavolsagképzés folytonossaga mi-
att d(f(m), fn(x)) = lim,, 00 d(fm(x), fn(x)): ha tehat adott e>0-ra n nagyobb, mint N, akkor
lesztirhetjiik, hogy d(f(z), fu(x))<e. Ez minden x€ H-ra igaz, igy sup,cy d(f(2), fu(z))<e is igaz,

90Ez ekkor a tipikus semmitmondé igaz allitas esete (,minden ma €l6 mamutnak hét ldba van”). Ha x Domf
izolalt pontja, azaz van olyan r,>0, hogy z-en kiviil mas Domf-beli pont nincs z-hez r,-nél kozelebb, akkor ha
ry-et vessziik r.-nak, akkor nem marad x koriil egy masik pont sem, amire ellenérizni kellene a kévetelményt.

91A folytonossag csak Dom f-beli pontokra értelmes. Pl. az f(x) = % fliggvény, melynek értelmezési tartomanya
az R\ {0} halmaz (azaz a nullan kiviili valos szdmok), folytonos fiiggvény! Az 6 =0-beli ,rendellenes” viselkedését
agy kell megfogalmazni, hogy noha & folytonos, nem terjeszthets ki az egész R-re folytonos fiiggvénnyé.
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ha n>N.. Ez éppen azt jelenti, hogy az f,-ek H-n egyenletesen is tartanak f-hez.

e Egy tovabbfejlesztés a fliggvénysorokra vonatkozo alabbi kritérium; egyszertinek ttinhet, de
nagyon hasznos tud lenni. Legyenek f,-ek a HCK halmazon értelmezettek és (abszolutértékben)
korlatosak rajta. Ha a szuprémumok ,,jol viselkednek”, akkor a fiiggvénysor is.

Allitas (Weierstrass-kritérium): ha az 6sszes f, : H—K fiiggvényre
Cn = Sup,ep { | fulz)] } <00, és létezik 3, ¢,, akkor a Y, f, figgvénysor (B.24)
a H-n pontonként abszolit konvergens és egyenletesen is konvergens.

Bizonyitani a sorosszegekre hasznélt Cauchy-kritériummal, a szeletosszegeket a ci-kkal feliilbecsiil-
ve lehet. Barmilyen m, n indexekre (ahol m<n), és barmilyen x€ H-ra

n

SA@| <Y E@I< S a = sw| Y A< S a

k=m e€H | k=m

A ¢~k OsszegezhetSk, igy a részletosszegeik sorozata Cauchy-féle: minden £>0-hoz van olyan N,
hogy ha m és n nagyobb, mint N;, akkor Y ;_ ¢, < e. De ilyen n, m-ekre az els6 képlet masodik
egyenlStlensége miatt » ,_ |fx(z)| is e-nal kisebb: tehat az |f,(z)|-ek részletosszeg-sorozata is
Cauchy-féle, azaz konvergens is. Més szoval: az f,, sor pontonként abszolut konvergens. A masodik,
szuprémumos egyenl&tlenséghdl pedig azt sztirhetjiik le, hogy az f,-ek részletosszeg-sorozata pont
olyan, amire teljesiil az, amit az egyenletes konvergencia Cauchy-kritériumaban (az el6z6 (B.23)
allitasban) megkoveteltiink. Vagyis a fliggvénysor H-n egyenletesen is konvergens.

e Kiegészités: a (B.22) allitasok bizonyitasai kovetkeznek; az elss, majd ra épitve a masodik.

Az f.-ek egyenletes konvergencidja miatt az erre megfogalmazott el6bbi Cauchy-kritérium alap-
jan minden e>0-ra létezik N kiiszobindex, hogy barmilyen ennél nagyobb m, n>N indexekre igaz,
hogy sup, ¢ [d ( f(y), fm(y))} < e. Marmost ha nézziikk az y—az hataratmenetet, akkor (mivel a,
és a,, az f, és az f, hatarértékei z-ben, és a tavolsagfiiggvény folytonos) ilyen n,m indexekre
d (an, am) < € is igaz. Vagyis az a,-ek sorozata is Cauchy-féle, igy K teljessége miatt konvergens.

Legyen tehat a az a,-ek (azaz a lim,_,, f,(y) értékek) sorozatanak hatarértéke; meg kell még
mutatni, hogy lim,_,, f(y) létezik, és ezzel az a-val egyenld (azaz hogy ha y elég kizel van z-hez,
akkor f(y) elég kozel lesz a-hoz). Mivel az f,-ek f-hez egyenletesen konvergélnak, és a az a,-ek
hatarértéke, adott e>0 szamhoz biztos 1étezik m index, amire két dolog is igaz: egyrészt az f,,-edik
fiiggvény (és mellesleg a késGbbiek is) mar sehol sem tér el -nyinal jobban f-t6l: d (f(v), fn(v)) <
igaz minden y€H-ra, masrészt az a,, (és a késdbbiek is) mar £-nyinal kevésbé térnek el a-tol:
d(am,, a)<5. Végiil mivel erre a konkrét m-re is a,=lim,_,, f,,(y), azért van olyan r./3>0, hogy ha
d(y, x)<rgs3, akkor mar d( fm(y), am) <%. Ezeket Gsszerakva a haromszog-egyenl6tlenség alapjan:

Ha y olyan, hogy d(y, z)<rs, d(f(y),a) < Ei(f(y)y fm()) +£i(fm(y)> ) +d(am, a) .
akkor d(f(y),a)<e, mert <e/3 </3 <e/3

Bebizonyitottuk tehéat az 1. allitast: az a érték tényleg az f hatarértéke x-ben. A 2. allitashoz: ha
x€H Domf izolalt pontja, akkor itt f folytonos, ha pedig x torlédasi pont, akkor

f(z) L lim fu(z) 2 lim ( lim f(y)) 2 lim (lim fn(y)) 2 lim f(y), wvagyis f folytonos z-ben.
n n y—T y—x n y—T

A lépések voltak: 1.) mert az f az f, fiiggvénysorozatnak pontonkénti hatarértéke is, 2.) mert
minden f, folytonos x-ben, 3.) az els§ allitast hasznaljuk, 4.) megint: f pontonkénti hatarérték.
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B.4. Kiegészitések hatvanysorokhoz

e Az 1.3. szakaszban elkeriilt a Cauchy-Hadamard-tétel. Még egyszer: egy > a,(z—2)"
hatvanysor R konvergenciasugara: 1/R = lim sup W , és a hatvanysor divergens, ha |z—z|>R,
(pontonként) abszolut konvergens, ha |z—zy|<R, és ha r<R, akkor a z, kortli r sugara korlapon
egyenletesen konvergens. A bizonyitas azt kiveti, ahogy megideologizaltuk a geometriai sorral.

1. Ha |2—2|>R, akkor |[z—z| - (limsup {/]an|) > 1. Az a,-ek sorozata szempontjabol |z—z|
allando; ezt bevive ilyenkor limsup ({/]an(z—2)"|) > 1. Ilyenkor valaszthatunk egy 1 és
lim sup ({/]an(z—20)"|) kozdtti g€R szamot: ekkor tehat végtelen sok n-re igaz (a limsup
alaptulajdonsaga miatt), hogy {/|a,(z—z0)"| > ¢, azaz hogy |a,(z—z0)"| > ¢". Node ¢" ilyenkor
egyre nagyobb, ahogy n névekszik (ugyebar ¢>1), emiatt az a,,(z—z9)"-ek sorozata n— oo-re nem
tarthat nulldhoz, azaz nem is lehet Gsszegezhets. A >~ a,(z—zp)" sor ilyen z-kre divergens.

2. Ha |z—20|<R, akkor azt kapjuk, hogy limsup ({/]a,(z—20)"]) < 1. Itt is ,befér” kozéjik
egy q szam; legyen tehat ¢ olyan, hogy limsup ( L |an(z—zo)"|)<q, de g<1. Elébbi miatt
az {/|a,(z—z0)"| sorozatnak csak véges sok tagja nagyobb g¢-nal, azaz véges sok n-et kivéve
lan(z—20)"] < ¢". A Yo" q" végtelen Osszeg létezik (mivel ¢<1), emiatt az a,(z—zp)"-ek
abszolutértékes Gsszege is létezik: a Y jan(z—2)" sor ilyen z-kre abszolut konvergens.

3. Az el6bbiek szerint r<R esetén létezik Y a,r". Node ha |z—z|<r (azaz az r sugari
korlapon) |a,(z—20)" < |a,|r™. Abbol, hogy az utdbbiak Osszegezhetbek, a fentebbi (B.24)
Weierstrass-kritérium alapjan kovetkezik, hogy a fliggvénysor, azaz most Y~ an(z—20)",
egyenletesen is konvergens a kijelolt halmazon, azaz az r<R sugartu kérlapon.

e Hatvanysorok differencialhatosagat vizsgalva az alapkérdés: differencidlhato fliggvények so-
rozatanak hatarértéke differencialhaté-e, és ha igen, a hatarértékfiiggvény derivaltja a derivaltak
hatarértéke-e. Altaldban nem. A kovetkezd (sokszor teljesiils) feltételek viszont mér elegenddk.

Allitas: legyen HCK konvex, korlatos, nyilt halmaz, f,: H—K differencialhato
fiiggvények, amikre az f)-ek sorozata egyenletesen konvergens H-n, és legalabb (B.25)
egy zo€H-ban f,(2o) is konvergens. Ekkor az f,-ek sorozata az egész H-n is e- '

gyenletesen is konvergens, a hatarértéke differencialhato, és (limy, f,)" = lim,, f;.

[lyenkor tehat megceserélhetjik a derivaldst és a hatdrértékképzést. Figyelem: a derivaltak egyen-
letes konvergenciaja kell (az f/-ekkel néha egyszertibb is ,banni”; az f,-ek konvergenciajarol kevés
is elég), az eredeti f,-ek egyenletes konvergencidja kovetkezmény. Forditva viszont nem megy.??

e E pontban a (B.25) allitast bizonyitjuk. Kell majd a differencialas elméletében alapvetd dltaldnos
kozépértéktétel: (a C-beli szakaszokat is értelemszerten jellve) egy ¢ : K — K fliggvényre

_ 19w)—o(z)]

|w—2|

ha ¢ folytonos a zdrt [z, w] szakaszon és differenci-

| (u)] (B.26)

alhato |z, wl-n, akkor van olyan u € |z, w[, hogy
Ezt is bizonyitjuk alabb; most csak egy kovetkezmény kell: ha ¢ differencialhato [z, w]-n, akkor
[p(w)=¢(2)] < |w—z| - sup,ep, ) |¢'(w)|. Térjiink réd (B.25)-re. Az f.(z) sorozat konvergens,
tehat Cauchy-féle, és az f!-ek sorozata egyenletesen konvergens, igy ra érvényes a (B.23) Cauchy-

92Tudva (itt kicsit ,elére”, hiszen a hatvanysorok derivalhatésiga kell ahhoz, hogy levezessiik), hogy exp’ = exp,
kigondolhatjuk, hogy pl. az f, (x):ﬁei"‘” fliggvények differencialhatok, egyenletes hatarértékiik f=0, azonban az

f} fliggvénysorozat sehol sem konvergens: nem lehet sz6 itt tehat hatarérték és a differencialas megceserélésérol.
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kritérium. Minden e>0-ra van tehat olyan N kiiszobindex, hogy mindketts kovetelmeénye teljestil:
minden m,n > N-ra  sup,cglf,(u)—f,(u)] < 55, és | fa(20)—fm(20)| < 5.

ahol D a H halmaz dtmérGje (amire 0<D<oo, mert H nyilt és korlatos). Kicsit ,csaltunk” elére
tudjuk”, hogy mi kell majd, ezért a ,barmilyen kicsi” szamokat itt rogton ,,jol” valasztottuk.

Barmilyen z€ H-ra [z, z] CH (mert H konvex), és |z—zo| < D. Alkalmazzuk a kozépértéktételt
az (egész H-n, tehat minden [z, z| szakaszon is differenciadlhato) f,— f,, fiiggvényre:

[fa(2) = fin(2) = (fal20) = fin(20))| < l2=20] - SUPyep. | fu (W) = fr (W) =
= SWP.ey |fa(2) = fin(2) = (fu(20) = fin(20))] < D supyep £ (u) — £ ()],

hiszen |z—z| legfeljebb D lehet. Ezeket osszetéve tehat ha m,n > N, akkor
Sp | fu(2) = fin(2)] < [Fa(z0)=fn(20)] + 500 [fu(2) = Fin(2) = (fu(20) = fin(20))| < D35 + 5 = .
ze zE

Az f.-ekre tehat teljesiil a Cauchy-kritérium feltétele: az f,, fliggvénysorozat egyenletesen konver-
gens H-n. Jelolje a (most mar minden z€ H-ra is biztosan létezd) hatarértékfiiggvényt f := lim,, f,.
Azt kell belatni, hogy 6 tényleg differencialhato, és f' = lim,, f. Jeloljlink ki egy z€ H-t, és jeloljiik
G2 n(w)-vel ill. ¢, (w)-vel a weH, w#z esetén értelmezett megfelels kiilonbségi hanyadosokat:
R A A R () ()
w—2z w—2z

Mivel f,-ek differencialhatok z-ben, a ¢, ,(w) figgvények w—z fiiggvényhatarértéke f)(z). Tovab-
bé a ¢, ,(w) fuggvények w-ben pontonként ¢,(w)-hez tartanak n—oo-re. Belatjuk, hogy egyenle-
tesen is: a fentebbi becslésekkel és a kozépértéktételt hasznalva, a két szuprémum Osszevonésanél
kihasznélva, hogy H konvex, teljesiil a Cauchy-kritérium feltétele, mert

minden £>0-ra ha SUPyeH }Cbzn(w)—ﬁbzm(w” = SUDPyep W_l_d‘(fn—fm)(w) - (fn_fm>(z)| =
myn > Nz akkor = sup,cp { supuere (o= fi) ()]} = supuey [ fo(w) = fiu(w)] < 55

Ezzel viszont készen vagyunk, mert a fentebbi (B.22)-beli 1. allitas alapjan
. . 1 T . ’ T . T . T ’
letezik f (z)_ilinz o.(w), e fl(z)= ilinz [hyrln Gom(w)] = 117511 [ilinm G m(w)] = 117rln fr(2).
Mivel ez minden z€ H-ra igaz, készen vagyunk az allitasunk bizonyitasaval.

e A hatvanysorok (differenciadlhato) polinomok sorozatéanak hatarértékei; felvértezve a most bizo-
nyitott (B.25) allitassal a kovetkezSket mondhatjuk. Lattuk a fészévegben az 1.3. szakaszban, hogy
a tagonkénti derivaltakbol all6 hatvanysornak és az eredetinek ugyanaz az R a konvergenciasuga-
ra. Egy adott r<R sugart nyilt korlap konvex, korlatos, nyilt, a derivalt fiiggvénysor egyenletesen
konvergens rajta (a Cauchy-Hadamard-tétel erre is vonatkozik), és az eredeti hatvanysor is az (bar
ide annyi is elég lenne, hogy legaldbb egy pontban konvergens itt). Igy a hatvanysordsszeg diffe-
rencialhato az r sugaru korlapon, és a derivaltja a derivalt sor Osszege. FEz minden r<R-re igaz,
emiatt az egész R sugari nyilt korlapon is. Osszefoglalva lehet tagonként derivalni:

0 a konvergenciakoron beliil , & _1
=2 an(z—20)" = = > na,(z—z)""'.  (B.27
/) n:Oa (2=2) f differencialhato, és itt /') n—=0 nan(2=2) ( )

Ebb6l kévetkezik (1d. a foszoveg 1.3. szakaszét), hogy végtelenszer is az, és a,== f (2=z).
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e Tovabbi kiegészitésként (néhany még alapvetébb dologra hivatkozva) bebizonyitjuk a (B.26)
altalanos kozépértéktételt, miszerint ha ¢ differencialhato |z, w[-n és folytonos [z, w]-n, akkor van
olyan u € |z, wl[, hogy |p(2)—¢(w)| < |z—w|-|¢'(u)|. Pongyolan: ¢-nek legalabb néhol elég gyorsan

kell valtoznia a szakaszon, hogy ,eljuthasson” ¢(z)-b6l ¢(w)-be; most ezt ,kalapaljuk ki”.
[o(w1)—(z1)| - |é(w)—(2)]

fw1—z1] |w—z|
Ekkor a folytonosséug miatt fix wq-re z;—2-t véve ill. fix z;-re w;—w-t véve is < igaz lenne:

Elgszor tegyiik fel, hogy barmilyen [z1,w;] C |z, w[ rész-szakasz esetén

|p(w)—¢(2)[|21 — 2| > |&( 21 —o(2)|lw—2], tovébbé az eredeti egyenlc’itlenség:
’¢ )Hw wy| > ‘¢ qﬁ(wl)Hw—zl, ’QS )“wl—zlf > |¢ w) ¢(z1)|]w—z\.
Osszeadva, és tudva, hogy z; és w; a szakaszon vannak, tehat |w—w;|+|w;—2|+|z1—2| = [w—2],

|6(w)=d(2)] > [d(w)—d(w1)] + [d(w1)=d(z1)] + [d(21) —(2)]

adoddna, ez viszont kizart, mert a haromszog-egyenltlenség éppen az ellenkezét biztositja.
|¢(w1)=¢(z1)| 5 [o(w) = (=)

|w1 le = w2
[21, wi]-et a v ponttal; ekkor |¢(w;)—d(z1)| < |p(w1)—¢(v)| + [¢(v)—d(z1)|. A jobb oldalon emiatt
legaldabb az egyik tag nem kisebb, mint %‘(b(wl)—gh(zl)‘. Amelyikre ez igaz, annak megfelelGen

Felezzik el

Tehat van olyan [z;,w;] C ]z,w[, aminek végpontjaira

z1-et és v-t, vagy v-t és wi-et nevezziik zo-nek és wo-nek (vagy ha mindketts jo, valasszunk); ezzel

|¢(w2)—q§(22)} > %‘¢(w1)—¢(21)’ - |¢(1\U£Q) f2(|22)‘2|¢(1‘f,3 Z(fl)\zlﬂluz z\(Z)|’ (B.28)
ahol kihasznaltuk, hogy |wy—zs| = %\wl—zll. Ugyanigy okoskodva a [z9, ws] szakasz valamelyik
23, w3]-nak nevezends) zart felére lesz igaz, hogy 2Wwa=0Ga)l > [6w)=¢G) - Thy4hbmenve:
|ws—z3] |w—z|
V keNT-hoz van olyan [zj, wy| zart szakasz, hogy |p(w)—P(z1)| S |p(w)—o(2)] (B.29)
(25, We| Cl2h—1, We_1], [wr—zk|=|w1—21|/2F, és lwe—ze] T Jw—z|

A nulldhoz tarté hosszu, egymaéasba skatulyazott zdrt [zx,wy]-knak a beszédes nevid Cantor-féle
kézosrész-tétel alapjan van egy kozos pontjuk; legyen ez u: erre tehat ue |z, w[. Feltettiik, hogy ¢
differencidlhato it is: minden £>0-hoz van olyan r.>0, hogy |¢(v)—¢(u)—¢'(u)-(v—u)| < elv—ul
teljestil minden v-re, amire |[v—u|<r.. A szakaszvégekre limy_, o |wi—u| = limy_,o |u—zi| = 0, ezért
akarmennyi is lett r., van olyan z;, és wy, amelyekre |wy—u|<r. és |u—z,|<r.. Fzeket hasznalva

|S(wi) =(zi) = (w)-(wr—21,) | = | (d(wi) —d(w) = (u)-(wp—u)) — (d(21) = ¢(uw) = (u)-(zp—u)) | <
< [p(wr) = (u)=¢' (u)-(wp—u) | + |p(21) —(u)=¢' (w)-(z—u)| < elwp—u| + elu—2zy| = e|wy—2].
Osszeolvasva és haromszog-egyenlétlenséggel atrendezve

|S(wi)=o(zi)] < 1 (w) - (we—zi)| +elwp—z] = [Swi) =) < (| (w)|+e)|wp—zl,
amibdl osztéssal, majd kihasznélva a fenti (B.29) becslést (az is és elzményei is ezért kellettek):

|¢(1|Uk)— (| )|<8+}¢ (w)| = Mgsﬂqﬁ/(wl.
—— w—z

A talalt u-ra tehat minden >0 esetén igaz ez: emiatt W < !qﬁ’ (u)| is igaz; kész.%

93Megjegyzések: 1.) nem kell, hogy ¢’ folytonos legyen; nem is érvelhetnénk pl. tigy, hogy ¢’ a szakaszon felvenné
a maximumat, stb. 2.) gy tinhet, hogy csak egy megfelel§ u van a szakaszon, de akar minden felez6 lépésben lehet,
hogy mindkét szakaszfél teljesiti a feliilbecslést (és szabadon valaszthattunk). Altalaban sok jo u van; eme alapvetd
tétel legaldbb egyet allit. 3.) A bizonyitas altalanosithato vektortereken értelmezett differencialhaté fliggvényekre.
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C. fiiggelék: Bizonyitasok, kiegészitések

C.1. A Cauchy-tétel Goursat-féle bizonyitasa

o A Cauchy-tétel: egyszeresen 6sszefiiggs nyilt halmazban differencialhaté f : C — C fiiggvénynek
a halmazban futé zart gorbére vett korintegralja nulla. Szinte minden késébbi eredmény ezen
alapult. A 3.5. szakaszban latott bizonyitashoz fel kellett tenni a folytonos differencidlhatosagot;
a kovetkezd uton haladva nincs sziikség erre a plusz feltevésre. Az els6 1épés az un.

dz f(z) = 0. (C.1)

Goursat-lemma: ha f: C — C differencialhato egy a f{
oT

T zart haromszoglapot tartalmazé nyilt halmazon, akkor

e T zdart: a hatara, 0T is beleértendd, és itt is pozitiv iranyitast vesziink. Az allitdsunk standard
bizonyitasa ahhoz hasonldan alapszik a Cantor-féle kozosrész-tételen, ahogy a kozépértéktétel egy
oldallal ezel6tti bizonyitasa. Daraboljuk fel T-t négy egybevagd haromszogre (abra lentebb):

a szembe mend belsd olda-

ik ek o, ot P ) = 1)+ Fz )+ fde 162)+ fe 112,
=0
1.darab

= = 1) +| iz 19| + | faz 12

Utobbi miatt a négy darab integral koziil legalabb az egyiknek az abszolutértéke biztos nem kisebb,

= emiatt < + + +

mint az eredeti negyede. Jeloljiik Ti-gyel ezt a (vagy az egyik ilyen) haromszoget; erre tehét

jag d: 12 fggzﬂz)

Az el6z6hoz hasonloan a Ti-et is négybe daraboljuk; megint lesz olyan (7s-vel jelolt) darab, ame-
lyikre vett integral abszolutértéke a T)-re vettének 1/4-énél nem kisebb. Ugyanigy tovabb: minden
neN*-ra van olyan T,, haromszogdarab, amire a hasonl6 becslés igaz, vagyis

fg dz f(2) ]g 4z £(2) fg dz /(2 ]g ()

A T, haromszogek egymasba skatulyazott, nulldhoz tarté atmérsjd zart halmazok: itt is a Cantor-

< 4.

< 4-4. < 4".

Y

féle kozosrész-tétel miatt mondhatjuk, hogy van pontosan egy olyan zy, amely mindegyik 7}, ha-
romszogiinknek eleme. Feltevésiink szerint f itt is differencialhato (,akarhol is” van ez a z;), emiatt

F(2) = Fla) + (=20) - f1(20) + O(e=0),  ahol  lim TE—20)

z—=z0 Z—2

= dz f(z) = fgdz f(z0) + fgdz f'(z0) - (z—20) + fgdz O(z—2p). (C.2)

0Ty Tn Tr Th

=0 =

Az f(zo) szam az f(zp) - z fiiggvénynek, az f'(zo) - (2—2¢) pedig az @(z—z@lnek a derivaltja:

a Newton-Leibniz-formula miatt az els§ két tag nulla (mert derivaltnak integralja zart gorbére).
O(z—20)
z—20

olyan kornyezete, hogy ha z ebben van, akkor |O(z—z)| < £-|2—z9|. Tovabba elég nagy n esetén a

= 0, ezért ha >0 akdrmilyen szam, van a zp-nak

A harmadik tagban pedig mivel lim,_, ,,

T, haromszoglap (és az Osszes késGbbi is) biztosan benne van ebben a kornyezetben. Ha az eredeti
T haromszog atmérdje d és kertilete ¢, akkor a T,, &tmérGje d/2", keriilete pedig ¢/2". El6bbi miatt
a T,-ben 1évs z-kre |z—zg| < d/2" biztosan igaz. Fzeket Osszetéve az ilyen T,,-re az iménti (C.2)
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utolso tagjaban a szokasos integralbecslés azt adja, hogy

‘j{dz(’) z2—20)
oT,

Ez tehat az egyetlen nem elting tag f-nek 0T,-re vett integraljabol; visszatéve ezt az eredeti T-re

< ¢ ‘(’) )’ < ¢ € | | < t € d € t-d
— + INnax Z 2 —_— - Max ([Z2—Z —_— c — = . .
= 20 eot, 01 = on "= o, 0F = 9n on 4n

vett integralra vonatkozo becslésbe a 4™ pont kiesik, igy azt kapjuk, hogy

fg d: £(2)

e Az akdrmilyen gorbékre vonatkozo Cauchy-tételhez tordttvonalakkal juthatunk el. Ha Domf

< e-ld. = mivel € barmilyen kicsi lehet = dz f(z) = 0. Kész.
oT

egyszeresen Osszefliggd nyilt, akkor adott zg és z esetén dsszekdthetjiik Gket Dom f-beli torott-
vonallal, masrészt barmely két ilyet atdarabolhatunk egymasba tgy, hogy a kiilonbség-darabok
olyan haromszogvonalak, amelyek teljes lapjukkal egyiitt Domf belsejében vannak. Ha még f
differencialhato is, akkor ezekre mar tudjuk a Goursat-lemmabdl, hogy f korintegralja nulla ra-
juk: a mondott feltételek mellett emiatt barmely két (zo-t6l z-ig futd) téréttvonalra ugyanannyi f
integralja. A Newton-Leibniz-formulanal latottat torottvonalakra megszoritva tehat

v(20, 2) egy Dom f-beli

fixaljuk egy zop€Dom [ kezdGpontot, F(2) '—/dtf(t)'
és definidljuk igy az F(z) fliggvényt: o V(02) torottvonal zg-tol z-ig.

Az imént mondottak miatt ez az F'(z) jol definialt, azaz tényleg akarmilyen torottvonalat meg-
engedhetiink (rdjuk mar tudjuk az integral utfiiggetlenségét). A zp-t mas z;-be is tehetjik: a
kiilonbség csak a zp-tol z1-ig (akarmilyen toréttvonalon) vett integral konstans értéke F-ben.

Ennek az F(z)-nek valoban f(z) a derivaltja; érdemes ezt alaposan végiggondolni. Adott z
és 24+Az esetén a z+Az-be mend tordttvonal lehet az, amit a 2-be menéhéz még Az-t hozza-
téve kapunk: igy F(z4+Az)=F(z)+ fZHAZ dt f(t). Az f folytonos z-ben (mert differencialhato):
minden £>0-hoz van z-nek olyan kis kérnyezete amin beliili t-kre |f(t)—f(z)|<e. Erre gondolva
rhatjuk, hogy F(z+Az)—F(z) = fZ+AZ dt f(2) + fz+AZ dt(f(t)—f(2)). Az els6 tag a konstans
f(2) integralja, értéke Az - f(z). Ha pedig Az olyan kicsi, hogy ennyivel odébb is méar a mondott
kornyezetben maradunk, akkor a méasodik tagot abszolutértékben feliilbecsiilhetjiik |Az| - e-nal.
Azaz: ha Az elég kicsi, akkor minden >0 esetén F(z+Az)—F(z)—Az - f(2)-t a |Az| - e-nal tud-
juk feliilbecsiilni, igy F' tényleg differencialhaté z-ben, és derivaltja f(z). Ezek miatt viszont mivel
f = F', a Newton-Leibniz-formula miatt f-nek barmilyen a halmazunkban futé zart gérbére (most
méar nemcsak torottvonalakra) nulla az integralja. Készen vagyunk.

53. ébra. a.) a Goursat-lemma bizonyitasahoz b.) toréttvonalakra a Goursat-lemmabol tudhatjuk
az integral utfiiggetlenségét, amivel definidlhatjuk F-et ugy, hogy F’' = f legyen.
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C.2. Kiegészitések a Cauchy-formulak és a Laurent-tétel bizonyitasidhoz

e Végtelen Osszeget nem mindig integralhatunk tagonként. A 4.2. szakasz végén a komplex diffe-
rencidlhato fiiggvények analitikussaganak bizonyitéasanal tisztazatlanul maradt, hogy az ottani 27.
abran lathatoan a zg ponttol megfelelGen messze futtatott v integracios ut esetén a geometriai sor-
ba fejtett integrandust tényleg integralhatjuk tagonként a (4.15) képlet szerint. Pontosan ugyanez
meriil fel a Laurent-sor levezetésekor a (4.25) képlet els6 tagjaban. Be kellene tehat latni, hogy

1) (z—z0)" ha v olyan, hogy minden
(t—zp)t1’ t€y esetén |t—zp|>|z— 2]

(z—z0)"
QWZZ ()(t 2p)"t1 Z 2m

A maésodik alakbol az integralok alol z—z, hatvanyait kiemelve jutunk végiil hatvanysorra (vagy a
Laurent-sor nemnegativ tagjaira) és az egyiitthatokat megadé integralképletekre.

Ha belatjuk, hogy a sorosszegzés itt a t valtozoban egyenletesen konvergens, akkor a 3.2. sza-
kaszban latott Lebesque-tétel miatt, mivel itt véges szakaszra vett integrélok vannak, igaz lesz,
hogy az integrandusok hatarértékének (azaz itt az Osszegzésre nézve: végtelen Osszegének) integ-
ralja tényleg egyenld lesz a hatarérték (azaz: a sordsszeg) integraljaval, igy készen is lennénk.%
A B.3. fiiggelékben targyalt Weierstrass-kritérium szerint ha az integrandusok t-ben vett szupré-
mumai abszolutértékben Osszegezhetdk, akkor egyenletes a konvergencia. Marmost a vy gorbe és a
|z— 29| sugart korvonal korlatos zart halmazok: egyrészt | f(¢)| mint folytonos fliggvény a ~-n felve-
szi a maximumat; ennek jele legyen most M := max;c, | f(t)|. Masrészt a sikon diszjunkt korlatos
zdrt halmazok tavolsaga nullanél nagyobb.”> Emiatt ,be lehet szoritani” kozéjiik ry és ro sugarakat:
ezekre tehat minden t-re igaz, hogy |[t—zo|>r1>ry>|2—2|. Emiatt tehat sup,.., == Z0| < L amivel

_7,.7

ugy alakithatjuk az abszolutértékek szuprémumainak Gsszegét, hogy

ZM “u |z— 20| |z— zo|” M < Y M

- Sp— <
tey |t Zo|"Jrl o Z it ry nzor? ro—7ry >

=S (Z—Zo)n
ye e

hiszen a legutols6é geometriai sor dsszegezhets volt. Teljesiil tehat a Weierstrass-kritérium feltéte-
le, igy az eredeti integrandusok sordsszege tényleg egyenletesen konvergens, igy a Lebesgue-tétel
alapjan tényleg felcserélhetjiik az Osszegzést és az integralast. Készen vagyunk!

A Laurent-tételt levezets (4.25) képlet masodik tagjaban pedig ,forditva” be kell latni, hogy

]{ dt’ °° ¢) (t/—Zo) Z dt’ £(#) (t'—z0)" ha 4’ olyan, hogy minden
270 = (z—z9)n L 2 (z—z)" 1’ t'ey’ esetén |t'—zo|<|z—20].

Itt a v és a ]z—zo| sugari kor kozé a ]t —zo|<ro<ri<|z—zp| modon szirjuk be ri-et és ro-t, amik-
kel a Weierstrass-kritérium feltételét a latott modon ellendrizve belatjuk a t'-ben vett egyenletes
konvergenciat, majd a Lebesgue-tételt tudva az integralés és az 6sszegzés kicserélhetdségét.

e A Laurent-sor létezését tehat (a 4.4. szakaszban latottakkal egyiitt) teljesen bebizonyitottuk; a
tétel néhany részlete van csak hatra. A sor abszolut konvergencidjahoz be kell latni, hogy

0 (z0+) f(t)
> ‘an 20)"| < oo, il n§m|cn(z—zo)N‘<oo, ahol ¢, = o— dt—(t_20>n+l.

94Mivel komplex integralt (paraméterezve) atirhatunk valés integralra, teljes lelki nyugalommal hasznalhatjuk
komplex vonalintegralokra is a (korabban csak valos integralokra megtargyalt) Lebesgue-tételt és kovetkezményeit.

95Kihivas: mutassunk a sikon két diszjunkt korlatos nyilt, ill. két diszjunkt zart nem korldtos halmazt, amelyek
tavolsaga nulla, azaz nincs olyan pozitiv szam, hogy semelyik pontjaik sincsenek ennél kézelebb egyméshoz!
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A ¢,-ek értéke szempontjabol mindegy, hogy hol fut a c,-ek kifejezésében a zp-t megkeriil6 integ-
raciés ut, azonban azt bizonyos médon megvalasztva az integrdalbecslés hatékonyabb lehet, mint
méasképp. Vegyiink 7 utnak egy zy koriili R sugart korvonalat: ezen |t—zo|=R, amibdl

1) maxic, | (1)
]{dt (e .

1
< — -max|f(¢
7(6) ~
Ez igy minden n€Z index esetén igaz. Az n>0 esetben rogzitsik R-et gy, hogy R > |z—z|

lenl = o7 - 21 tey " Rn+l

21

2TR = e <

legyen: ezt megtehetjiik, mert biztos, hogy f még egy |z—zq|-nal (akarcsak kicsivel is, de) nagyobb
sugara zg kozépponti kipontozott korlapon is differencialhatd. Ebbdl arra jutunk, hogy

00 00 00 _ n t
S en(z—20)" = S lenl - [—20o]" < max [f(0)] - 3 (!) _ makie, |/ ()]
tey R 1— lz=20l

n=0 n=0 n=0 R

< 00,

hiszen itt % < 1 volt igaz. A sor negativ részéhez pedig az integracios 7/ korvonal sugara legyen
olyan R', amire R’ < |z—zl; ezt is megtehetjiik. Ezzel (az 6sszegzdindexet most tgy jellve, hogy

—n fusson végig, és n nullatol co-ig menjen, és tudva, hogy most ﬁ <1):
o0 _ o0 _ 00 R/ n max,s f t/
S lecn(z=20) 7" = S lecal - |e—20 ™™ < max|f(t')] 2( ) _ tevIL/( | _ o
n=0 n=0 tey n=o \ | z— 20 —

Kész: a sor negativ és pozitiv részérdl is (az egytitthatobecslés alapjan tudottan konvergens geo-
metriai sorral feliilbecsiilve) belattuk, hogy a szoba jové z-k esetén abszolut konvergens is.

e A Laurent-sor z-ben val6 egyenletes konvergencidja egy most G-vel jelolt, r; belsG és ro kiilsé
sugart korgytriin (itt 0 < r; < ro < R, ahol R olyan sugér, hogy f az ilyen sugara kérlapon beliil
még mindenhol differencialhato) a Weierstrass-kritériumbol kévetkezik:

mivel ry a kiils6 sugar, n > 0-ra  sup,cg |[cn||2—20|" < |cnlr5,

és mivel 71 a bels6 sugar, n > 0-ra  sup,g |c_n||z—20] " < |e_n|r ™,

és éppen az el6bb belatott abszolit konvergencia alapjan tudhatjuk, hogy a feliilrél becsiilé mennyi-
ségek Osszegezhetdk a pozitiv ill. a negativ n-eken vald Osszegzésben. Teljesiil tehat a Weierstrass-
kritérium feltétele: egyenletes a konvergencia G-n. (Persze ugye ri-et akarmilyen kicsi nem nullé-
nak, ro-t pedig akadrmilyen nagy, de a lehetséges legnagyobb R-nél kisebb értékiinek vehetjiik.)
Tudva a Laurent-sor ilyen egyenletes konvergenciajat, ha a sort (akar (z—zp)™-mel megszorozva,
minden meZ esetére) integraljuk egy a zo-t megkeriil§ korlatos zart gérbén, akkor a Lebesgue-
tétel kovetkezménye alapjan tényleg integralhatunk tagonként. Vagyis jogos ez a lépés, amikor az
egylitthatok egyértelmiiségét ilyen ,raintegralassal” lattuk be; 1d. a (4.26) egyenletet.

C.3. A ,yarazsformula” bizonyitasa és tovabbi részletei

e A 2.4. szakaszban lattuk a (2.21) ,yvarazsformulat”, amely megadja az f(z) komplex differenciél-
hato fliggvényt, ha ismert annak U(x,y) valos része. Felidézziik: ha az U(z,y) fliggvény (mindjart
pontositva) ,elég sima”, és (xg, yo)-ban értelmes, akkor a zg = zo+iyy jeloléssel

f(.iC-FZy) = U([L’,y) + ZV([B,y) A f(Z) =2 U(x:Z‘;ZS’y:Z;:S) - U(x[byO)' (03)

Rdjonni erre érdekes szellemi kaland lehetett; mi most csak beldtjuk (és helyrerazzuk) ezt: elsg
lépésként konkrétan leellendrizziik zo kozépponti monomokra, tehat az ilyen fliggvényekre: cq,
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c1(z—2p), c2(2—20)?, stb., ahol most ¢y = ag+iby, 1 = a1+iby, co = as+iby, azaz akarmelyikiik egy-
egy adott komplex szam. Jeloljik ideiglenesen f-vel azt, amit a bizonyitandé (C.3) varazsformula
allit el6 a legyartott U-bol. Ellendrizzik le z=x+1y-t, zo=2¢+1Yo-t, cCh=a,+1ib,-€t beirva, hogy

fo(2) =co = Uy(z,vy)
= fo(Z):...:ao.

Qo

f1(2) = c1(z—20) = Ul(r,y) = al(ai—xo)_bl(y—%)
= fi(z) = ... = (a1+iby)(z—20).

f2(2) = ca(z—20)? = Uy(z,y) = a2($~—$0>2—a2(y—yo)2 — 2by(z—10)(y—"0)
= f2(2) = ... = (ag+iba)(z2—20)2.

e Ugy ttinik, hogy miikodik (ugye ellenériztiik?): a f-ok ugyanazok lettek, mint az f-ek (az fo-beli
plusz képzetes allandotol eltekintve). Altalanos n>0 kitevére a binomialis tételt hasznalhatjuk;
rogton a paros ill. paratlan tagokat kiilonvéve irjuk fel, mert ez kell a valos rész megkereséséhez:

fo(2) = calz—20)" = falz+iy) = (a,+ib,) Zp: () (w =) 22 (y—yo)?+

+(an+ib,) > (zan) (w—a0)" 2P~ (y—yo) .
p

Az els6 szummas Osszeg valos, a masodik képzetes, mert i? = (—1)?; ebbél arra jutunk, hogy
Unl, ) = an 5 (1) (5=20)" 22 (= 1P (y—g0) — b 3 (5,") (5 —0)" 2~ (— 1) (y—gio )+,
p 2

Most visszahelyettesithetiink tgy, ahogy a varazsformuldban kell. Sejtve méar, hogy miikodik a
dolog, kényelmesen alakithatunk visszafelé: pl. Gjra beirhatjuk, hogy (—1)? = i?, illetve észreve-

z+25 z—20 Z=2) z—20

hetjiik, hogy 22 —x9 = 552 ¢s hogy =2 —yo = “57°. Ezeket rogton befrva és egy i-t b, mellé

beszurva, és kihasznalva, hogy U, (zo,yo) = 0, ha (mint feltettiik) n>0, arra jutunk, hogy

Fu) = 200 32 (3) i (552)" 7 (5520) ™ 4 20 30 (o )7+ (552) " (35) ™ =

=205 o S 3) + 0 S 1)) = 20552)" [ 2+ b 2] = (it —20)"

A binomialis egyiitthatok Osszegeit ugy kezelhettiik, hogy tudjuk, hogy (1—1)"=0, és (1+1)"=2™:
ezeket a binomiélis tétellel kiirva, majd dsszeadva és kivonva (és felezve) valoban csak a parosadik
ill. a paratlanadik egyiitthatok osszegei maradnak, és megkapjuk mindkettére az %2” értéket.

® ¢, (z—2p)" alaki monomokra tehat miikodik a formula. Tudjuk viszont, hogy ha egy f fiiggvény
egy 2o kornyékén differencialhato, akkor hatvanysorba is fejthets. Az iméntiek miatt a hatvanysor
barmelyik részletosszegére f (2)=f(z), igy a konvergenciakoron beliil a végtelen sordssszegre is
igaz ez: készen vagyunk. Az is tisztazodott, hogy olyan U(z,y) fiiggvények jonnek szoba, amikre
AU = 02U +8§ U=0, tovabba analitikusak, azaz x, 1y, koril ,,dupla hatvanysorba” fejthetdk:

Ulx,y) =D > cnm (@—20)"(y—v0)™, amellett, hogy AU = 0. (C4)

n=0n=0
Némi szenvedéssel beldthato, hogy erre a sorra AU=0-t kikétve pont olyan feltételeket kapunk
az egyellre tetszbleges ¢, ,,-ekre, amik miatt U tényleg a fent U, (x, y)-nel jelolt figgvényeknek (a
cn(2—20)™ monomok valos részeinek) sordsszege, azaz egy komplex hatvanysor valos része lesz.
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e R — R hatvanyfiiggvényt, igy ilyenek sorosszegét (hatvanysort) kiterjeszthetiink C — C fiigg-
vénnyé: ilyenkor egyértelmt, hogy mit jelent, hogy U valtozo6i helyébe komplex valtozokat irunk.
Mas kérdés, hogy az U(x,y) noha hatvanysorba fejthetd (xq,yo) koriil, mégis lehet, hogy nem
hatvanysor alakjiban adott, hanem olyan képlettel, ami az (zg, yo) koriili hatvanysor konvergencia-
korén kiviil is értelmes (azaz analitikusan elfolytatja a hatvanysorosszeget.) Ilyen fiiggvényre lehet,
hogy (pl. az elemi fiiggvényeknek a hatvanysoraikon ,feliilemelkedett” atalakitasaival) a varazsfor-
mula olyan eredményt ad, ami szintén nem z, koriili hatvanysor, hanem C — C fliggvények k6zott
is analitikusan elfolytatja azt. Ilyenkor igazén ,yvarazslatos” a dolog; ez tortént pl. a 2.4. szakaszban
a $=% visszafejtésekor is a (2.22) egyenlet kérnyékén. Nem tiint fel, hogy az akdrmilyen z, koriili
hatvanysorokkal dolgozunk, mert minden fiiggvény rogton ,elfolytatott” forméban szerepelt.
EredendSen nem analitikus U(z,y) fliggvények nyilvan szoba sem jonnek: vagy nyilvanvalo-
an értelmetlen benniik x ill. y helyébe komplex szamokat irni, vagy ,csak” nem terjesztheték ki
értelmesen RxR-r6l CxC-re, de eleve nem is lehetnek semmilyen differencialhaté f(z) valos részei.

C.4. Paraméteres integral differencialhatosaga

e Legyen az f(t,z) kétvaltozos fiiggvény olyan, hogy z lehet valos vagy komplex, és f értelmes
z-ben legalabbis egy konvex nyilt UCR vagy UCC halmazon, t pedig most valos, és f értelmes
minden z€U esetén t-ben legaldbbis egy t€]a, b] szakaszon (a, b lehet +o0o is). Ha teljesiil, hogy
1.) f(t,z) differencidlhat6 z szerint U-n majdnem minden ¢€|a, b]-re,”® és
2.) f(t, z) integralhato a t valtozo szerint [a, b]-re minden z€U esetén,
akkor felmeriil a kérdés, hogy az F(z) := f; dt f(t, z) modon értelmezett fliggvény (a paraméteres
integréal eredménye) differencialhato-e, és igaz-e, hogy F'(z) = fab dt 0. f(t, z).

97 Kideriil, hogy csak

e Attol, hogy f(t,z) integralhatod t-ben, még lehet, hogy 0. f(¢, z) nem az.
0.f(t, z) integralhatosagat kikotni nem elég, de egy jol hasznalhato plusz feltétel visszavezeti a
kérdést a Lebesgue-tételre (1d. 3.2. szakaszt). Nevezetesen tegyiik fel, hogy teljesiil a kovetkezs:
3.) Létezik olyan, az [a, b] szakaszra integralhaté g : R — R fiiggvény, hogy
majdnem minden t€[a, b]-re és minden z€U-ra |0, f(t, 2)| < g(t) teljesiil.
Szavakban: 0, f(t, z)-nek létezzen minden z€U-ra vonatkozd kézos g(t) integrdlhatd majordnsa.
(Mindazonéltal ha az F(z) eredmény-fiiggvény egy adott zp-beli differencidlhatosagat vizsgaljuk,
az U-t akdrmilyen sztik nyilt halmazra vehetjiik z, koriil.) A gyakorlati esetekben ,Aaltaldban”
teljestil ez a 3. feltétel, ha 0, f(¢, z) integralhato, de a pontosan megfogalmazott tétel a kovetkezs:

Allitas: ha f(t, z)-re fennallnak a mondott 1.,2.,3. feltételek, akkor
— a 0, f(t, z) integralhato t-ben a vizsgalt [a, b] szakaszra minden z € U esetén,
— F(2)= [dt f(t, ) differencialhaté U-n, és ,bedifferencidlhatunk az integralba” (C.5)

b b
F'(z) = %/dtf(t,z) = /dt%f(t,z).

A tétel (értelemszertien atfogalmazva) altalanosithaté minden ismert integraltipusra, és R vagy C
helyett véges dimenzids V vektortérbeli derivalas-miiveletekre (pl. gradiensre, divergenciéra) is.

96 Majdnem minden t-re” = legfeljebb egy nulla mérték( halmazt kivéve” (ami ugye nem szamit az integralasban).
9Tpélda: legyen x € ]0,1[ valés, és f(t,x) = sin(z/t?). Ez minden ilyen z-re integralhato t-ben 0-tol 1-ig,
differencidlhatoé is x szerint, de az z szerinti derivaltja nem integralhato t-ben 0-t6l 1-ig. Gondoljuk végig ezeket!
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e A tétel alkalmazasara jo példa a gamma-fiiggvény, I'(z) esete (ezt 1d. a 6.1. szakaszban); vagy
megnézhetjiik az 5.1. szakasz végén latott egyszerid integralokat is. Ezek koziil az els6:

A kovetkezd integral ered- o A mostani beazonositas:
ménye a z szerint differen- /dt e . ft,z) =e* = 1f(t,2)| = e~ Rt
0

cialhato, ahol csak létezik: 0.f(t,2) = —te™® = |0.f(t,2)] = te )1,

J,7dt f(t, z) pontosan akkor létezik, ha [;dt|f(t,2)| is, ez pedig akkor van most, ha 9(z)>0.
Egy ezt kielégits zg esetén lehet U pl. a PR(z)>a tartomany, ahol 0<a<R(zy): ez az U konvex,
nyilt, tartalmazza zo-t, és minden z€U-ra igaz, hogy |0. f(t, z)| = te™™ )" < te=. Utobbi jo lesz
g(t)-nek, mert |0, f(t, z)| integralhat6 majoransa minden z€U-ra egyszerre. Az integral eredménye
tehat differencidlhaté az U-n, vagyis zg-ban is. Ez minden zp-ra igaz, ha 2(z)>0: kész.

Masik példa volt a Gauss-integral az 5.1. szakaszban: « és § a (komplex) paraméterek, és

[ dt et Fta,B) = s |f(ta,B)| = e TR
differencialhato-e Ouf(t,a,B) = —2emat? Bt 10af(t,a, B)| = tge—“(a)'t2+“(5)'t,
a ill. § szerint? Opf(t,a,f) =te ™00 = |9af(t,a, f)] = [tle TR,

Az integralhatosaghoz R(a)>0 kell. A g¢(t) megtalalasa viszonylag trivialis; felirjuk, milyen U
halmazokkal dolgozhatunk. ElGszor a-ban vizsgalodunk: adott (a feltételt kielégits) aq (és akar-
milyen fix ) esetén legyen pl. U az a-ban a R(«a) > % tartomany (ezen hasonldan talalunk
integralhaté majoranst, mint a fentebbi példaban). A f-ban gondolkodva adott Sy (és adott « fix
érték) esetén [-ban egy fix véges valos szélességi, So-t tartalmazo savot valaszthatunk U-nak.

e Ebben a pontban a (C.5) allitasunk bizonyitasa kovetkezik a teljesség kedvéért. Jeloles: D(t, z) =
0.f(t,z). A paraméteres integral eredményére (F-re) egy kiszemelt z pontban

F(w) - F(z) th flt,w) — f(t,2) w—z-re a D(t, z)-hez tart az integ-

w—z a w—z ’ randus, de csak ennyi még nem elég.

Az el6z6 fuggelékszakaszban méar elSkeriilt és bizonyitott dltaldnos kozépértéktétel kell (1d. a (B.26)
egyenletet kornyékét), s6t most is csak az a valtozat, hogy ha ¢ : K — K differencidlhato a [z, w]
zért szakaszon, akkor ¢(w) — ¢(2)| < [w—=2] - sup,ef, ) |9 (v)|. Ezt és a 3.) feltételiinket Ssszerak-
hatjuk az f(t, z)-re (ami a konvex U belsejében 1év6 zart [z, w| szakaszon is differencialhato):

H102) | | f)-fe)

- |D(t,z)‘ < m[ax} |D(t,u)| + g(t) < 2g(t)
ue|z,w

minden szoba jové t-re, mivel g(t) > |D(t, z)|. De g(t) integralhatésiaga maga utan vonja a bal

oldali kifejezés integralhatosagat, és mivel a 2¢(t) integralhatd majorans egyszerre minden w-re, a

Lebesgue-tétel miatt a bal oldali kifejezés integraljanak w—z hatarértéke létezik, és annyi, mint a

hatéarértékfiiggvény integralja (=nulla, mert a kiilonbségi hanyados hatarértéke D = 9, f):

lim /afit{f(t,w)—f(t, ) — D(t, z)] :/afit lim {f(t’w)_f(t’@ — D(t,2)| =0,

w—rz w—=z w—z w—z
b bF(tw)—f(t F(w)—F dF
N /dtD(t,z)Zlim g 1=z F)=FE)_ dE
a w=z [, w—z w—z w—z dz

Az integral-hatarérték létezésébdl tehat kovetkezett F(z) differencidlhatosaga, és a derivaltra alli-
tott dolog is: hogy ,bedifferencialhatunk” az integraljel ala.
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C.5. Hatvanysorok viselkedése a konvergenciakor hataran

e Véges (nem nulla, nem végtelen) R konvergenciasugart hatvanysor Osszegfiiggvénye sokszor el-
folytathato analitikusan. Egy dolog biztos (1d. a 4.3. szakaszt): a kor hataran van legalabb egy

pont, aminek semmilyen (kicsi) nyilt kornyezetére sem lehet analitikusan elfolytatni.

Ezen tilmenden viszont annak, hogy hogyan viselkedik az 0sszegfiiggvény analitikus elfolytata-
sa a konvergenciakor hatarén, alapbol nem sok koze van ahhoz, hogy egy a hatéron 1év6 z-t beirva
maga a sor konvergens-e; a Cauchy-Hadamard-tétel ,bolcsen hallgat” errsl. Kovetkezzék néhany

lehetGség; mindegyik esetben R=1 (amit az 1.-5. példakban rutinfeladvany belatni).

Kiindulasi A konvergencia- lehetséges anali- | Az elfolytatas
hatvanysor: korének hataran: tikus elfolytatas: | a kor hataran:
1) < . semmilyen |z|=1 ese- 1 z=1-ben polus,
R tén nem konvergens 1=z mashol analitikus.
- z=1-ben divergens, .
2) S i mas |z|=1-re felté- —Ln(1-2) Zz,l elagaza.S{pont,
n=t" maéashol analitikus.
telesen konvergens.
e W n | semmilyen |z|=1 ese- ; z=—1-ben polus,
3) 2, n(=1)"z tén nem konvergens (1+2) méashol analitikus.

W
M8

n(n+1)
n=1

minden |z|=1 esetén
abszolut konvergens

z=1 eldgazasi pont,
mashol analitikus.

0 2n+1
) 2 G
n=0

z=1-ben divergens,
mas |z|=1-re felté-
telesen konvergens.

Arthz = %Ln 14z

1—z

z==1 elagazasi pon-
tok, mashol analitikus.

[e.e]

6.) X s (%)

n=1

minden |z|=1 esetén
abszolut konvergens

nem folytathato el
analitikusan sehova.

|z|=1-re értelmes, de
nem differencialhato.

A 6. példaban II,, az n legnagyobb paratlan osztoja; a definialt fiiggvényrdl (a késébbi tanulma-
nyokban el6keriils Fourier-sorokat is hasznélva) belathato, hogy a |z|=1 korvonalra elfolytatva ott
sehol nem differencialhato fiiggvényt kapnank, vagyis: nem lehet elfolytatni.”® A tébbi példaban
viszont a megadott elfolytatasok tényleg a felirt sorokat adjak |z|<1-re; ezek ismert egyszerd sorok.
Ami a konvergenciatulajdonsagokat illeti: az 1. és 3. példdkban |z|=1-re a tagok sorozata
nem tart nulldhoz, tgyhogy ilyen z-kre a sor biztosan nem konvergens. A 4. példaban viszont
1

|z|=1 esetén a tagok abszolutértéke AN

kre. Figyelemre mélto itt az is, hogy a korhataron z=1 az egyetlen pont, ahol az elfolytatas nem

ami Osszegezhetd: a sor abszolit konvergens ilyen z-

analitikus (elagazasi pontja van), de itt is véges a sordsszeg és az elgallitott fliggvény hatarértéke is
(és ezek ugyanannyik). A 2. és az 5. példaban z=1-et beirva a sor divergens (mivel a harmonikus
sor divergens; 1d. pl. a B.2. fliggelékszakaszt), tovabba a tagok abszolutértékei ugyanezek minden
|z|=1 esetén is, tgyhogy ilyen z-kre ezek a sorok biztos nem abszolut konvergensek.

e A 2. és az 5. példakban azt is allitottuk viszont, hogy ha |z|=1, de z#1, akkor a kapott sor
(noha nem abszolut, de) konvergens; ezekben és méas hasonld (az egyiitthatokban ,jilyesmi %—eket
tartalmazo”) esetekben ezt integralassal és a geometriai sort ismerve lehet belatni.

Jeloljiink ki a korhataron egy z-t, amire tehat |z|=1, de z#1: legyen z = €%, ahol p€|—, 7], de
p#0. A 2. és 5. példédkban adott sorok véges részletosszegeit biztosan felirhatjuk a derivaltjuknak

98Ez a felirt utols6 6. példa sajat gyartmany; nem olvastam sehol.
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a zo=0 kozépponttol z-ig futé akarmilyen tton, pl. az egyenes szakaszon vett integraljaként, (a
kényelmesebb érvelés kedvéért) rogton paraméterezve a t€(0, 2] < t=e"?u, u€l0, 1] modon:

1— ip\N 2n+1 1— i\ 2N +2
/dtZt"—ew/ (ue ) ; /dtZtQ":ew/ —(ue ) ;
1—uetv 2n+1 1 — u?e?%
hiszen —z fo dtt"1. Kérdeés: létezik-e ezeknek N—oo hatarértéke. Fontos itt, hogy z#1:
gondolJuk ki (rajzzal), hogy biztosan van olyan K >0 szam, amivel minden a [0, z| szakaszon 1év6 ¢-
nkre |1—t| > K. Tovabba [1—tV] < 2 és [1—t2N| < 2 is teljesiil: az integrandusaink abszolutértékét

feliilbecsiilhetjiik az integralhato %—Val. A Lebesque-tétel miatt az integralok hatarértékei (igy a

sorosszegeink is) léteznek, és egyenlSk a hatarértékfiiggvény integraljaval:

oo M oo ~2n+1 z 1 1
> /dtZt” A s, 2 /dt ZtQ”—/ e Ly e
n=1MN 0

o 1—t = on+l -2 21—z

Tehat |z|=1, z#1 esetén is tényleg léteznek a fentebbi 2. és 5. sordsszegek, és épp annyit adnak,
mint a megadott analitikus elfolytatasuk ugyanabban a (konvergenciahataron 1évs) z pontban.

e Két jol ismert esetben ,learathatjuk” az imént bebizonyitottakat vagy teljesen hasonlot:

Legyen f(z) = z—%—l—%—z—;—i—%— e Masik: ¢(z) = Z—é—f—%—%—’—%— e
ennek konvergenciasugara R=1, és ennek konvergenciasugara is R=1,
ha |z|<1, akkor f(z) = arctgz és ha |z|<1, akkor g(z) = In(1+42). (C.6)
Igaz-e, hogy mivel arctg 1 = %, ezért Allitolag z=1-re is igaz, hogy
2 1,1 _1,1_1 2
Z—l—§—|—5—7+§—ﬁ—|—... 1_§+§_Z+5_6+"'_1n2‘

Az iménti (integralos) gondolatmenetet ezekre a sorokra alkalmazva belathatjuk, hogy ezek a (kon-
vergenciahatéron 16vé z-re vett) sorosszegek tényleg léteznek, és ,mellesleg” éppen annyik, mint a
hatvanysorral definialt fiiggvények ottani (hatar)értékei: igazak a megpenditett egyenlGségek.

e Egy masmilyen eset, amikor valahonnan tudjuk, hogy egy adott hatvinysorba a konvergenciaha-
taron lévé z;1-et frva a kapott Osszeg létezik, de azt még nem, hogy az egyenlé-e a konvergenciakéron
beliil definialt 6sszegfiiggvény zi-beli hatarértékével. Ez altalanos esetben nem kovetkezne az ed-
digiekbdl, de egy Niels Henrik Abel-t6l szarmazoé tétel éppen ilyet mond:

Allitas: legyen a z, kozepii hatvanysor konvergenciasugara R>0, R<o0, és 2, o-
lyan, hogy |21—20|=R, és létezik a sordsszeg z-ben. Ha z-vel z;-hez tartunk a ko- 1)

ron beliilrdl tgy, hogy a 21 —2y és a 21—z szakaszok bezart szoge véges messze ma-
rad 90°-t6l, akkor a sordsszegfiiggvény z;-beli hatarértéke a z;-beli sordsszeg.

A z1-hez kozelités tjarol nem engedjiik meg tehat, hogy ,hozzasimuljon” a kérhatérhoz;* a sugér-
irany pl. messzemenden j6. Ezzel a tétellel gondolkodva tehat a fenti (C.6)-beli szamsorokrol a ko-
vetkez6ket mondhatjuk. Ellendrizni kell, hogy a szamsorok konvergensek: azok (de nem abszolut);
az In-esré6l 1d. a 86. labjegyzetet; az ottani gondolatmenet az arctg-osra is miikddik. Ezek utan
viszont (pl. az arctg-osra végigmondva): mivel valos |z|<l-re arctgax = x—%?’—i-%—%%—%g— e
masrészt az 1—%+%—%+$— ... sorosszeg létezik, ezért ha x-szel 1-hez tartunk x<1 felsl, akkor

1—%+%—%+%— ... =lim, ,; arctgr = arctg 1l = I, mert arctg folytonos x=1-ben; kész.

47

99 Azért tiinik ez rogton jo Otletnek, mert ugye ha a sor konvergens is z;-ben, akkor is bizonytalan, hogy a
konvergenciakor hataran hol konvergens még: a legjobb a tobbi ponttol minél inkabb ,fliggetlennek” maradni.
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e Kiegészités: kovetkezzék a (C.7) tétel bizonyitasa. Elég a zg=0 esettel foglalkozni: min-
dig ,eltolhatjuk” az egészet zp=0-ba. Ha a ) a,2" hatvanysor konvergenciasugara R, akkor az
a, = a,R"-eket véve a ) al 2" hatvanysor konvergenciasugara 1, és az allitas pontosan akkor igaz
az utobbi esetben, amikor az elébbiben. Végiil elég a z;=1 esettel foglalkozni: ha z; méshol van
a konvergenciakor (most mar: az egységkor) hataran, akkor ez ugyanaz, mintha a > al 22" sort
tekintenénk, és z-vel 1-hez tartanank. Osszefoglalva: elég a z,=0, R=1 és z;=1 esetre bizonyitani,
ebbdl mar kovetkezik altalanosan. Utoljara az ag-bol levonhatjuk > a,-et, majd utélag ag-on
keresztiil ,visszaadhatjuk” > a,-et. Az allitas tehat: a mondott rakozelités-korlatozassal

ha a > a,z" sorra R=1, és > a, = 0, akkor lin% ( anz"> =0.
— — 2= =0

n=0 n=0 n

Ha a z-vel 1-hez tartds modjara igaz a bizonyitando (C.7) allitasban tett kikotés, akkor

létezik olyan [1—z| a hataratmenet soran (C.8)
KeR*t amire 1—|z| szoba jove Osszes z-re. '

Gondoljuk ezt végig (rajzzal)!'% Tekintsiik ezek utan a kovetkezd atalakitést: egy véges N szdmra
N
legyen $,=> ay, ezzel a, = s,—S,_1, ezt a hatvanysor részletosszegébe irva
n=0

N
ST anz" =50+ (s1—50)2 + (s9—51)2% + ... + (sy—sn_1)2" =
n=1 N-1

=50(1—2) + s12(1=2) + ... + sy_12V 1 1—2) + sy2V = (1—-2) 3 8,2" + sy2™.

n=0

Hogy > > a, = 0, az éppen azt jelenti, hogy limy_,oo sy = 0, emiatt limy_,oo sz = 0 is igaz
minden rogzitett |z|<1 (azaz a konvergenciakéron beliili z) esetén. Emiatt az el6z6 egyenlGségbdl

oo oo

Yoapz" = (1-2) > s,2" minden |z|<1 esetén.

n=0 n=0
Legyen N. egy adott e>0 szamhoz tartozé kiiszobindex az s,-ek nullahoz tart6 sorozataban, azaz
amire minden n>N.-ra |s,|<e. Ekkor az N.-tol végtelenig vett s-es Osszeget feliilbecsiilhetjiik:

2™ £

oo o0
< sollz|™ < e z|" =¢
< L lelleltse 2 BT =e =

oo
> sp2"

n=Ng

és a hatvanysor z-beli értékét az alabbi modon irhatjuk, két részre bontva az 0sszegzést N.-nal:

oo N:—1 0o oo Ne—1 ‘1—Z|
Yoapz" = (1-2) Y sp2" + (1=2) > 52" = D ap2"| < |1—2|-| D] sp2"| +¢ :
n=0 n=0 n=Ng n=0 n=0 1— ‘ Z|

Adott >0 esetén az els6 tagban az N, tagi Osszeg polinom, ami folytonos: abszolutértéke a zdrt
egységkorlapon felveszi M. maximumeértékét. A méasodik tagban a fenti (C.8) becslést hasznalva

o0
doapz"
n=0

< |1—z| - M. + Ke.

Ha ezek utan z-vel olyan kézel megyiink 1-hez, hogy |1—z|<Ke /M., akkor azt kapjuk, hogy minden

ilyen z-re mar ‘ Yoo anz”’ < 2Ke, ahol ugye KeR™* fix. Mivel ezt minden £>0-ra eljatszhatjuk,

éppen arra jutunk, hogy a vizsgélt fajta hatarértékre lin% >, ap,2" =0, ami a bizonyitando volt.
z—r

100Kis |1—2|-k esetén ez a K koriilbeliil az 1/ cos o értékek felss hatara, ahol v az 1—2 és a 0-bol 1-be mend szakasz
szoge; a rakozelités utjara tett korlatozas pont azt adja, hogy ezen felss hatar véges (és nem tart végtelenhez).
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C.6. Kiegészitések a gamma-fiiggvény targyalasahoz

e A 6.3. szakaszban a Stirling-formulaval a végtelenbdl visszalépegetve azt talaltuk, hogy

InT(z+1) = lim {% In(27) + (z4+m+3) In(z+m) — (z4+m) — f: ln(ac+k)}.

m—00 k=1

Alabb a H=[zg, z1]CR intervallumra korlatozodunk valamilyen adott —1<zy<0 és adott x;<oo

101 »€H esetén a felirt hatarérték tényleg létezik (ez a Stirling-formulas kozelités

értéket véve.
lényege). Azt akarjuk itt tisztazni, hogy jogos-e innentdl kezdve a derivalast és a hatarértékképzést
felcserélni; mindenesetre az elsd derivaltra azt kaptuk (,bederivalva” a hatarértékbe), hogy

L} I O . {i%—lnm}.

k=1 ZI:‘{‘]{ F(l) m—0o0 | p—1

3

m—o0

4LInT(z+1) = lim {1n(x+m) -

Az igy definidlt v tényleg létezik, mert az 6t meghatarozé sorozat adott my és moy indext tagjaira

m ma

v= lim a,, ahol a,=> —-—Inm = Ay = > ——1
m—00 =1k k=, K
és felvazolva az f(y ) 1 fiiggvénygrafikont konnyii latni, hogy
mz q m2 ] 1 m2 1 m2 1 1
/dy— < - < ——I—/ dy —, azaz konkrétan ln@ < — —+1n—
mq kzmlk my m Y my k= mlk my

Vagyis 0 < @y, —am, < m%’ ami miatt az a,,-ek sorozata Cauchy-sorozat: elég nagy N.-t6l kezdve
mar minden mq, mo>Ne-ra |ay,, —any, | < . Emiatt az a,, sorozat konvergens is, azaz létezik a y-val
kijelolt hatarérték. Ot is vizualizalhatjuk az %} fiiggvénygrafikonon, tudva, hogy Inm = fom dy i

a)t b)

54. abra. a.) a -y létezésének levezetéséhez hasznalt becsléshez segédlet; itt az dbrazolashoz my=1-
et véve. b.) a «y értéke egyenld a bevonalkazott teriiletek (végtelen) Gsszegével.

e A tobbedik derivaltakra azt kapnank ugye a hatarérték mogé bederivalva, hogy

%mr(xﬂ):éﬁ, = LEhT(z+1) = (=1)"(n— )'Z(:c—i—/{:)

Ezen sordsszegek H-n egyenletes konvergenciajat szeretnénk tudni; a Weierstrass-kritérium (1d.
B.3. fliggelékszakasz vége felé) fog kelleni. Megallapithatjuk, hogy a H halmazunkban 1év6 z-ekre

x€H-ra ha 1 < 1 < |x ‘n, ha k=1, és utobbi értékek Osszegez-
k>1, akkor ((@+k)"| ~ |zot+k]" T | Gope 1 =, ha k>1,  hetSk k-ban n>2 esetén.

O120<0 azért kell, hogy 2=0 is a H belsejében legyen, azaz az x=0-beli deriviltakat is kiértékelhessiik (a sorfejtés-
hez), xo>—1 pedig azért, hogy I'(z+1)-nek x=—1-beli polusatol biztonsdgosan messze maradjunk. Az x; végessége
csak azért kell, mert a hasznalandé (?7) tételben korlatos halmaz szerepel. Azonban mivel x; akdrmekkora lehet,
xo pedig —1-hez akarmilyen kozel lehet, végiilis az egész |—1, oo] intervallumon ,rendben lesz” a differencialhatoség.
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A Weierstrass-kritérium miatt tehat az imént n>2-re C;i—"nr(m—i—l)—re felirt sorok egyenletesen is
konvergensek H-n. Ebbdl mar kovetkezik (1d. az errdl szo6l6 (B.25) tételt a B.4. szakaszban), hogy
mivel az n-edik derivaltfiiggvényt megadd sor egyenletesen konvergens, és az n—1-edik is legaldbb
egy pontban konvergens (a tobbedikekre mar tudjuk azt is, hogy egyenletesen is az az egész H-n,
de az els6 derivaltat megadd sorozatra még csak azt, hogy az x=0-ban biztos —vy-hoz tart), ezért
az n—1-edik derivaltfiiggvény is egyenletesen is konvergens H-n (még egyszer: ez most csak az
els6 derivaltat megado sorozatra tjdonsag), és az is igaz, hogy a derivdldst valéban megcserélhet-
tiik a hatdrértékképzéssel. Ezt akartuk belatni: minden rendben van, amikor a gamma-fiiggvény
sorfejtését a Stirling-formulés visszalépegetGs (hatarértékes) képlet derivalgatéasaval készitettiik el.

X ok ok

e Tisztaba tessziik a gamma-fliggvény Weierstrass-elGallitasanak fGszovegbeli levezetésénél elma-
radt indoklasokat is (1d. a 6.4. szakaszban a (6.59) egyenlet kornyékén). A kiindulasi képlet:

Y(14z) = (In F(1+z))/ =—y+ zé@, hacsak 2¢Z . (C.9)
Ha z€Z, , akkor valamelyik nevezd nulla. Ha viszont z¢Z, , akkor mindegyik tag véges, és mond-
hatjuk pl., hogy fix z-re véges sok k-t kivéve k>2|z|, igy |k+2|>%, még a z helyzete szempontjabol
slegrosszabb” z€R™ esetben is. Emiatt tehat véges sok tagot kivéve m < k%; ezek Osszegezhe-
t6k, igy a (C.9) sor is abszolut konvergens.
e Nyitva maradt a 6.4. szakaszban az is, hogy ez a (C.9) sordsszeg differencialhato fiiggvényt ad
meg.'%? A hatarértekfiiggvények differencidlhatosigara vonatkozo (B.25) tételt hasznalnank: egy
adott zo¢Z, pont koriil ki kell jel6lni egy (kicsi, de) konvex korlatos nyilt halmazt, és ezen belatni
a vizsgdlt sor derivdltjanak egyenletes konvergencidjat. Minden megengedett zo¢Z, pont koriil
van olyan r>0 sugart G, (zo) nyilt korlap, és lezartja, B,(z), amikre 0<r<1, és rdadasul B,(z)
sem tartalmaz Zg -beli szamot (ez a Z; halmaz kérnyékén plusz feltétel 0<r<1-hez képest).

A vizsgalt sor ta- i 1 minden z€G, (%) esetén pl. mondhatjuk,

gonkénti derivaltja /=1 (k+2)2"  hogy ha % > |z0|+r, akkor |k+z| > g

Véges sok tagtol eltekintve tehat sup,cq, (. m < ,;%, és a kihagyott véges sok tag szuprémuma is
véges (ehhez kellett, hogy B, (z) is elkeriilje a problémés nempozitiv egészeket). A tagok G, (zp)-n
vett szuprémumai tehat 6sszegezhetsk: a mar tobbszor hasznal (B.24) Weierstrass-kritérium miatt
a fliggvénysorunk (a ¥ (1+z) soranak tagonkénti derivaltja) egyenletesen is konvergens G,.(zo)-n.
Emellett 1 (14z) sora maga is konvergens pl. zp-ban, igy a (B.25) tételbsl mar kévetkezik, hogy
a 1(142)-t megado sor Gsszegfiiggvénye G,.(zp)-n differencialhato, derivaltja a tagonkénti derivalt
sor, és hogy maga a 1(1+z)-t megado sor is egyenletesen konvergens G,.(zo)-n.

e Most jon az, hogy primitiv fiiggvényt keresiink a 1(1+4z)-t megado (C.9) sorhoz:

/dzk(;ﬂ) _ /dz (% _ %ﬁ) = 2~ Ln(k+2) + Ci, (C.10)

ahol kiirtuk a C}, (akar a k-t6l fiiggs) integracios konstanst: gy kell a Cy-kat megvalasztani, hogy

ezeket a tagokat k-ban Osszegezhessiik (ahogy végiil szeretnénk). Ugye fix z-re sem a 7-k, sem

102 Azért fontos ez, mert ezt a (C.9) sort, mely az ottani (6.59), ott valoés z=x€R-re vezettiik le a Stirling-formulabol,
és a differencidlhatosagbol kovetkezd analitikussidg alapjan mondtuk, hogy minden z-re érvényes.
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Ln(z+k)-k nem 6sszegezhetdk; némi raérzéssel kideriil, hogy ha Cj, = Co+ Ln k-t irunk, az jo lesz:

Cp,=Co+Lnk = /dZ =Ch+ % —Ln (1—{-%), (C.ll)

z
k(k+z)
ahol Cy még valamilyen ,globélis” (azaz k-tol is fiiggetlen) konstans érték lehet. Allitas: ezek fix
z-re tényleg OsszegezhetSk k-ban, hacsak 2#—Fk valamilyen k€NJ-ra, azaz hacsak 2¢7Z,. Ez azért
tiinik igaznak (és egytuttal segitheti Visszamenc’ileg a C valasztasara valo raérzést”), mert hatvany-
sorral gondolkodva Z— Ln (H—%) ~ 2k2,
bizonyitast kapunk: véges sok k-to6l eltekintve %<0¢, ahol a<1. Tényleg hasznélhatjuk tehat a
hatvénysort és durva becslésekkel is haladhatunk: |% —Ln (1+%)| = |%—%+ 4'2:4— ;,:54-
< ED -z 4 ED g 4 ED L |1-8) 4. = (%); itt mindenhol [1- 12| < 2, azaz
() < |2k‘2 (2+ 2'2‘2 + 2%’2‘4 +... S |k—|2(1+oz +a4+ )= i—fl_la% és ezek OsszegezhetSk k-ban. Igy
tehat £ — Ln (H— k) k is tényleg 6sszegezhetdk.

A primitivfiiggvény-kereséssel kapott sor tehat minden megengedett zy-ban Osszegezhets, a

és utobbiak 0sszegezhetsk. Rendesen végiggondolva rendes

derivalt sorarol pedig mar fentebb belattuk, hogy az ott kijelolt G, (zy) korlapon egyenletesen kon-
vergens: igy itt is a fiiggvénysorozatok differencialhatosagarol szolo (B.25) tétel miatt a primitiv
fiiggvények sordsszege tényleg egyenletesen konvergens G,.(zo)-n, dsszege differencialhato, és deri-
valtja tényleg az, amibdl kiindultunk. Természetesen zp-t akarhova tehetjiik: végiilis mindenhol
igaz az Osszes diﬁerenciélhatéségra tett kovetkeztetésiink. Valoban igaz tehét, hogy

(In F(l—l—z)), =—y+z2 Z

=  InI'(1+z) = —yz + i (i —Ln (1+§)>, (C.12)

k(k+z) k

amint allitottuk a f6szoveg (6.60) egyenletében (és aztan LnT'(1+42)-bdl megkaptuk I'(1+2)-t ex-
ponencialissal). Még annyi, hogy Cy=0 kellett, hogy egyetlen adott helyen, pl. z=0-ban LnT'(1+z)
primitiv fliggvényként kapott kifejezése tényleg a tudott LnI'(1) = In1 = 0 értéket vegye fel.

X ok ok

e A komplex z-kre is érvényes Stirling-formula nyeregponti integréalasos levezetésénél a 6.4. sza-
kaszban odaig jutottunk, hogy az ottani (6.69) képlet szerint ha s;€R™, és R(z)>—1+¢, akkor

1) = Vz(2) (@ + 1), (C.13)
ahol a kijelolt (mar paraméterezett) integralok ezek voltak:
oo S 1 51
7, E/ds e—ﬁs—i—an [1-1-%}, 7, = (\/z_sl)/du uzez(l—u)—i-ﬁslu-&-an(l—\—E). (014)
—s1 0

Az s1 also integralasi hatar még akarmi lehetett; azt reméltiik /reméljiik a 6.4. szakaszban, hogy ha
|z| =00 kdzben s;—o00, akkor Z; a pontonkénti e=5*/2 hatéarértékfiiggvény integraljat, v/2m-t adja,
a masodik 7, integral pedig nullahoz tart. Itt befejezziik a bizonyitas ide tartozo, a fGszévegben
lehagyott maradékat; ez egyrészt ,iszappakolos’, masrészt izgalmas gondolkodtaté munka.'%

A /z keriil el6térbe: érdemes 6t re’” modon irni, ahol tehat reR™, és |z|—oo egyenértékd
azzal, hogy r—o00. Az s; hatar tobbféle valasztasa is jo lehet; 81:\/EE7“ lesz kellemes. (Igy

tényleg s;—00, ha |z|—00.) Ha igaz, hogy végig R(z)>—1+¢, akkor a gy6kvonést (mint ,legyezd-

103Nekem is az volt (itt jegyzetirds kozben). Nem is azért irtam le, mintha meg kellene tanulni (plane, hogy
bizonyara mésképp is lehetne csinalni), hanem hogy legyen tampontja annak, aki esetleg érdeklgdve nekiall.
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félbehajtast”) a C sikon geometriailag kovetve lesztirhetjiik, hogy barmilyen kicsi 6>0 esetén elég
nagy 7-t6l kezdve mar [p| < 7+6, ezért elég ilyen ¢-ket nézni. Ezen beliil is a g€ [O, §+5] esettel
(a felsg felsikon 1évE z-kkel) kezdjiik. Fontos lesz, hogy ezen ¢-kre cos¢ monoton csokken, és a
C = cos (%—1—5) érték egynél kisebb pozitiv: 0<C<1.

Az 7, integralban ha taldlunk az integrandushoz integralhaté majoranst egyszerre minden r-
re és minden szoba jové ¢-re (hiszen ¢ akirhogyan véaltozhat a megengedett tartomanyan beliil,
mikozben r—o00), akkor a Lebesque-tétel szerint Z; hatarértéke tényleg a pontonkénti e~%°/2 hatar-
értékfiiggvény integralja, v/2m. Az integrandus abszolttértéke ebben a tagban

‘e_ﬁS+ZLn[1+75] ‘ — e M50 ahol (a € = 2 jelolést hasznélva)

h(s,p,r) =1 {g cos ¢ — 1 cos(2¢) In(142¢ cos p+£?) — sin(2p) arctg 1—15-21%(5@ : (C.15)
Ha (kinunkban) a derivaltakat vizsgaljuk, akkor az s szerintibdl kideriil, hogy
: t oh : t?(r?—t?
h(s,cp,r):r/dtt sy = —:rsingo/dt =) (e
o T242rtcos p+t? Oy o (r?42rtcos p+t?)?

Ezen els6 alakban mar kényelmesen becsiilgethetiink; itt is (mint a val6s z=x korabbi esetében is)
érdemes kiilon nézni az s>0 és az s<0 tartomanyokat. A p-ben legpesszimistabb lehetGséggel is

s>0 esetén h(s,p,r) > r/odtt% =Clrs—r’In (1+2)] =C- H(s,r), (C.17)

104

eme H(s,r)-16l pedig beldthato, hogy fix s-re r-t névelve monoton nés.!% Igy tehat

ha r—oo-t pl. r=1-t6] inditjuk, akkor minden elSkeriil6 ¢ és r esetén

C.18
s>0-ra  h(s,o,r) > CH(s,r=1) = e heen) < e CHE=1 — (145)Ce=Cs, ( )

és utobbi integralhatd seR*-ra: itt készen vagyunk. s<0-ra pedig (fix r esetén —r<s<0 lehet!)
az iménti (C.16) felirds masodik alakjaban az integrandus a ¢ és t tartoményaibol belathatéan
pozitiv, de a fels6 hatar a kisebb: igy ekkor %SO, azaz h(s,p,r) csokken, ha ¢ né. Vagyis p-be
7+0-t (cos ¢ helyett C-t) irva becsiilhetiink, majd pedig az alapjan, hogy |s|<r és t<|s|, tehat t<r:

; r+tC ij\t ! r—tC
ha s<0, akkor h >rldit—F— >
a 8<0, akkor h(s, ¢,r) 2 7 /0 121 20Tt 120 / 12 2Crt+t? =
sl _prC sl r2(1—C 1-C -
T/dttr ! Z/dttr (1=C) = s = R (C.19)
o T2 T )y 212 4

minden el6keriil6 r-re és ¢-re; a legutobbi fliggvényalak pedig integralhaté s€eR™-ra.

e Talaltunk tehat Z;-hez az egész s€R-en megfelel§ integralhato majoranst (két darabban): ezzel a
taggal tehat készen vagyunk, Z,-bél valoban a sziikséges /27 szarmazik. Z, vizsgalatahoz tovabbra
is e [0, %—1—5]; beirva s;=r-et és \/z=re'*-t az T, kifejezésébe az deriil ki, hogy

r2 |:cos ©—(1—wu)(cos p— cos(2p))+ % cos(2¢) In(2(1— cos @) —sin(2) arctg 5120": sa] <

2(1 u)—l—fslu—&-an( \5/12) — ¢

<e” [COS g 0s(2¢) In(2(1— cos ) —sin(2) arctg 151202)%} mert most cos(2p) < cos . (C.20)

104Merthogy 22 = 2rIn (1+42) + £ ':_2” ami s=0-ban nulla, és 2 (22) = (=2

r ) > 0, ugyhogy s>0-ra aH = >0.

s+r
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Az itt kapott kitevs éppen —h(s=—r,p,r) az el6z6 pontbeli jeloléssel: megéllapitottuk ott, hogy

ilyen s<0-k esetében ez a kitevs ¢ fiiggvényében monoton né, azaz a legpesszimistabb becslés az,

amikor ¢ = Z44-t frunk. Viszont még ilyen -t beirva is negativ a kitevs.'%

Van tehat olyan A>0, amivel minden el6keriils ¢-re

r2[cos <p+% cos(2¢) In(2(1— cos ¢))— "5 sin(2¢)] « e—)\r2

(C.21)

e

Emiatt (még az el6tte 16vs szorzoval egyiitt is) az Z, integrandusa u-ban egyenletesen is nulldhoz
tart, akarmilyen p-ket érintve is tart z végtelenhez. Még az kell, hogy mivel uel0, 1], |u®| < u!
végig igaz, és utobbi fliggvény integralhato (ezért kellett a R(z)>—14-¢ kikotés): az elébb kapott
exponencialis tényezét feliilbecsl barmilyen konstanssal szorozva u~! jo integralhaté majorans-
nak. Igy tjfent a Lebesque-tétel miatt Z, is jol viselkedik: tényleg nullahoz tart.

e Teljesen belattuk tehat a Stirling-formuléat a kévetkezs esetben:

1 z
Ha végig R(z)>—1+¢, és J(z)>0, akkor éi{)ﬂw m\/%m’(z) = 1. (C.22)

Viszont a bal oldali fiiggvényalak olyan, hogy ha z helyébe z*-ot frunk, a fliggvényérték is kon-
jugéltra valtozik: ha igaz a felirt hatarérték az J(2)>0 esetben, akkor muszaj, hogy igaz legyen
konjugélt z-kre is, azaz az J(2)<0 esetben is. Kovetkeztetés: a képletiink igaz J(2)<0, R(z)>—1+¢
esetén is. Innen tovabbléphetiink JR(z)<0-ra a reflexios Osszefiiggessel (1d. a 6.4. szakasz végét).

X ok ok

o Az ﬁ Hankel-féle vonalintegral-képletét (1d. a 6.4. szakaszban a (6.61) egyenletet és a 48. abrat)

belattuk ott a S(z)<1 esetre, mas z-kre pedig a szokasos analitikussagi érveléssel terjesztettiik ki.

(0+)

1
F(z)=— [ dte't™?
hogy az ott felirt vonalintegral, Q 21 ) ‘ alhato fiiggvényt ad meg.

Csak az maradt elvarratlanul, tényleg z-ben differenci-

Ez a vonalintegral ugye mar jol meghatarozott tgy is, hogy az tutrol csak ,globélis” jellemzdSket
rogzitiink (most azt, hogy: keriilje meg a t€R, vagast pozitiv irdnyban t=0-hoz nem tul kozel
menve, R(t)=—o00-bdl j6ve és oda is térve). A paraméteres integral differencidlhatosagarol szolo
(C.5) tétel alkalmazasahoz viszont érdemes specifikilni az utat: ezt megtehetjiik, erre (is) jo a
vonalintegralok utfiiggetlensége. Legkellemesebb talan a ,vagéasra rahizott” utat hasznalni, ahogy
a fszovegben is tettiink PR(z)<1-nél. A lényeg: ha a t=0 elagazasi pontra nem huzodunk ra,
hanem meghagyjuk a véges r sugart, t=re’” moédon paraméterezhets ivet, akkor minden z-re
értelmes marad az integral. Legyen tehét ez az ut-specifikacio; befrva mindent és elvégezve a vagas
szaraira valo ,,e—0" rahuzast valamint az egyszertsitéseket a fGszévegbeli targyalashoz hasonléan

F(z) = Sm(ﬂz)/ds s fe ¥+ T /ng e = Fuagas(2) + F(2). (C.23)

T 2T

Akérmilyen z2-t véve akoriil egy kis kornyezet kell: minden ilyenen a mésodik, Fi,-beli integrél
integrandusa abszolutértékben teljes mértékben korlatos, és véges szakaszra integralunk: ebben
teljesiil a paraméteres integral differencialhatosédgénak feltétele. Az els6 Fisess integraljaban pe-
dig pont ugyantigy érvelhetiink, mint ahogy mér a gamma-fiiggvényt definialo legeredetibb (6.2)
integral eredményének differencidlhatosagat belattuk a 6.1. szakasz végén.

105F]etemben elSszor itt igazibol nem ezzel a rendes” fiiggvényvizsgalattal kezdtem, hanem programmal abrazol-
tam, ahonnan a ,a vak is latja” a kovetkeztetést.
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D. fiuggelék: a Riemann-féle zéta-fiiggvény

A Riemann-féle zéta-fiiggvénnyel mér talalkoztunk a gamma-fiiggvény sorfejtésénél a 6.3. szakasz-
ban. A fizikiban is el6keriil idénként, a matematikdban pedig lényegében egy kiilon tudomanyag
(az analitikus szdmelmélet) foglalkozik vele. Itt egy ismerkedd ,rarepiilés” kovetkezik.

D.1. Definial6 sorok, integralok

e Az elsédleges definici6 (melyet LnT'(1+2) sordhoz valds egész s=m>1-re hasznaltunk):1%°

((s)==+—=—+-+—-+—=+. Z ha seC, R(s)>1. (D.1)

Ugye |n°| = n™). Emiatt ha R(s)<0, akkor az -:-ek sorozata nem tart nullahoz, igy a (D.1)
sor sem lehet OsszegezhetS. Ha viszont o = M(s)>1, akkor a » ° n~® létezik, mert f(z) =
x~* ilyenkor 1-t6l oco-ig integralhato és itt majoralja az n~* mddon csckkend ,lépcsss fliggvényt”,
melynek [ integralja >, n=®. A felirt sor tehat abszolutértékben is dsszegezhets, ha R(s)>1

s=1-ben a Zlei harmonikus sort kapnank, ami divergens, 1d. a B.2. szakaszt. Valos s€R,
0<s<1 esetén is divergens a sor, hiszen ilyenkor tagonként #: % Akarmilyen s e C,
0<M(s)<1 esetén ezek szerint a (D.1) sor nem lehet abszolut konvergens (mert akkor — is

osszegezhetd volna, de épp most lattuk, hogy ilyenkor nem az). A (D.1) sor feltételesen konver-

gens még lehetne, ha 0<R(s)<1, és s¢R (az n~*-ek az abszolutérték lassabb csokkenése mellett is

komplex s-ekre , feltekeredhetnének”, 1étezhetne Gsszegiik), de latni fogjuk, hogy nem ez a helyzet.
Osszefoglalva: a (D.1) sor abszolut konvergens, ha %(s)>1, és divergens, ha R(s)<1

e 2°-nel osztva pdros, majd az eredetibdl kivonva pdratlan szamokat hasznélo 6sszegeket is irhatunk:

1 1 1 1 1 1 1 1
27°((s) = —+E+§+§+... = (1-2(s)=—4+—+—4+=+..., (D.2)

ahol a tagonkénti kivonas létjogosultsaga ugye az abszoltt konvergencian mulik (1d. a (B.13) tételt).
Tovabbmenve: az eredeti sorbdl kétszer kivonva a paros tagokat valtakozé elgjeli sort kapunk.

1 1 1 1 1 1 1 (1)n+1

1-2'-° ek
( S i i - R T Z

(D.3)

Abszolat konvergenciarol itt ugyanazt mondhatjuk, mint a (D.1) sorra (hiszen a tagok abszolutér-
tékei ugyanazok): ez a (D.3) sor abszolat konvergens, ha 9i(s)>1, és divergens, ha %(s)<0,
és biztosan nem abszolut konvergens, ha 0<fR(s)<1. Itt azonban az deril ki (I1d. alabb), hogy ez
a (D.3) valtakozo el6jeld sorosszeg (feltételesen) konvergens a 0<R(s)<1 savon.

e Elfogadva egyeldre a 0<R(s)<1 esetére mondott konvergenciat arra jutunk, hogy érvényes az
1 (=1t

2.

1_217571:1 ns

alternativ definici6: ((s) = : ha P(s)>0, és s#1. (D.4)
Kiemeltiik s=1-et: mar lattuk, hogy s=1-ben az els6 (D.1) sorosszeg a (divergens) harmonikus
sorosszeg; ez a valtakozo elGjeld (D.3) sorosszeg pedig In 2-t ad s=1-ben (ahogy a C.5. szakaszban
is lattuk), de az 1—2'7% nevez§ értéke s=1-ben 0, tgyhogy ez a (D.4) definici6 sem értelmes s=1-re.
Ki is deriil aldbb, hogy els6rendti pélus van s=1-ben.

106Ezen ((s) komplex valtozojat z helyett szokasosan s-sel jeldlik (Riemann-ig visszamend hagyoméany alapjan).
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A valtakozo elGjelt (D.4) definicios képletben az 1—2'"% nevez6 komplex s-cket is megengedve
nemcsak s=1-ben nulla, hanem az exp fiiggvény periodikussaga miatt s,, =1+ n - 27” -ben is, ahol
neZ. A kovetkezs szakaszban azonban belatjuk, hogy ((s) jol definialt (véges) erteket vesz fel (és
differencialhat6) minden s,-ben, ha n#0: eszerint ezen s,-ekben a (D.4)-beli valtakozo sordsszeg
nulla.’%” A (D.4) képletben ezért tényleg csak az s=1 hely (és a R(s)<0 félsik) nem értelmes.

e Erdemes néhany fajta integralt bevenni a jatékba. Mar lattuk, hogy egyeldre JR(s)<0 széba sem
jon; egyeldre tehat kossiik ki, hogy 2R(s)>0. Egy otlet: a gamma-fiiggvényt is felidézve

oo 1
neNT esetén arra jutunk, hogy /dt e =T(s) - —, (D.5)
0 n?
¢s az - ilyen felirasat befrhatjuk a (D.1) ill. a (D.3) sorokba, majd egyszerisithetiink:
['(s) L, 11 2/Slotts—l(e—t+e—2t+e—3t+e—4t+ )z/ilotts—l - (D.6)
Ttetemtet i ) =t :

1 1 1 1 2 . ot m e e
r(s)[___+———+..] /Odtt Het—e e ¥ —¢ 4t+...):/0dtt 11+67t. (D.7)

hiszen az integrandusban e~! szempontjabol geometriai sorokat kaptunk. Az alabbi (tényleg pont
a kijelolt esetekben létezd, 1d. rogton) integral-elGallitasok adodtak tehat:!®

1 s—1
((s) = F(S)/Odt ! R ha R(s)>1, illetve (D.8)
1 to! (és s=1-ben a
1-2'* = dt h D.
( ) F(s)/o o BEREZ0 ) Cldal 00o), (D-9)
£ to!

e Az integrandusok abszolutértékei et—i ill. ahol a = R(s): ezek t—o0 felé exponencialisan

g
csokkennek; minden s€C esetén integrélhatéitﬁ—ben pl. [1, 00]-re. A t=0 kérnyéke problémas.

A masodik (D.9) integrélban a nevezds rész folytonos t=0 kortil, azaz pl t€|0, 1]-en, igy vannak
olyan Ay>0 és By>0 konstansok, amikkel £€[0, 1]-en mindenhol Ay < ) +1 < B,. Az integrandust
0, 1]-en tehat alulbecsiilhetjiik Aot 1-gyel, és feliilbecsiilhetjiik Bt~ 1—gyel. Ezek miatt (ismerve
hatvanyfliggvények integralhatosédgat) pontosan a>0 esetén létezik a mésodik (D.9) integral.

Az els6 (D.8) integralban az e'—1 nevezs t~0-nal ~t; pontosabban t=0-ban véges 1 ha-

ey
tarértékd, ugyhogy ha (’)’t t=0-ban 1-nek értelmezziik, akkor t 5 folytonos t€[0, 1]-en; 6ra igaz,
hogy t€[0,1]-en 0<A;<FA-<B;. Az els6 integrandus abszolutértékét 22

az el6bb latotthoz hasonloan belathato, hogy a (D.8) integral pontosan a>1 esetén létezik.

alakba irva tehat

e A (D.6) ill. (D.7) atalakitédsokban a ?! lépésben beirtuk = azel6tti (D.5) elsallitasat és meg-
cseréltiik az Osszegzést az integralassal. Utobbi indoklasahoz ugye kell egy integralhaté majoréns
minden véges részletisszeq abszolutértékéhez egyszerre. Az els6 (D.6) esetben (mivel a részletossze-
gek sorozata itt abszolutértékben monoton n()’) itt ez maga a sorosszeg, (D.8) integrandusa. A
masodik (D.7) esetben pedig az els6 tag, t* le™t jo: semelyik véges részletdsszeg-integrandus nem
lesz ennél abszolutértékben nagyobb t€[0, 0o]-n. A Lebesque-tételt tudva tehat tényleg indokolt az
Osszegzés és az integralas megceserélése. S6t az is kovetkezmény, hogy a masodik (D.9) integrallal
ekvivalens valtakozo (D.3) sordsszeg tényleg konvergens (de ugye csak feltételesen) 0<R(s)<l-re.

107Erdekes viszont, hogy ezt kozvetleniil a (D.3) sordsszegbdl belatni csak a XX. szazad kizepe tajan sikeriilt.
1087]yen integralok keriilnek el6 a statisztikus fizikaban elfajult Bose— ill. Fermi-gdzok vizsgalatakor.
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e Kiegészités: az nem vilagos még, hogy az eredeti (D.1) sor nem konvergens 0<R(s)<1, s¢R-re
(attol még lehetne az, hogy a vele mdshol ekvivalens (D.8) integral itt nem létezik). Legyen tehat
most 0<R(s)<1, s¢R, specidlisan: s#1. Integralokat vizsgalunk, de csak részben tamaszkodha-
tunk a Lebesgue-tételre.'” Irjunk fel az X (D.5) kifejezésével egy véges részletdsszeget. Sejthetd,
hogy a t*~! t=0 koriili integralhatosaga kap szerepet; ,errefelé eveziink™

N1 > 1—e IVt @ 1—e NVt > 1—e M valamilyen
r — = [dttr ——— = [t ——— detst——— D.10
(S)n;l ns /0 et—1 /0 et—1 +/a et—1 a>0-val. ( )

Az f:o darabnak létezik N—o0 hatarértéke, mert a pontonkénti hatarérték abszolutértéke, %

integrdlhato majordans a t€la, 00| szakaszon. A maradékban etL_l—et érdemes ,leszedni”: ennek 1 a
hatéarértéke t=0-ban, és linearisan indul: van olyan K >0, hogy t€]0,

/Stts—lim :/gtts_2(l—e_m) B —i—/caltts_2(1—e_m) (D.11)
0 et—1 0 et—1 0 ' '

0<R(s)<1-re az itteni elsé tagnak is van N—oo hatarértéke, mert t€[0, al-ra [1—e V| < 1, igy
[t72(1—e M) (55 —1)| < "2 Kt=Kt"*)~1  és ez most integrélhato majorans. Az alahtzott

tsf2

tag maradt kérdés: ebben maér ,tisztabban latszik”, hogy tényleg a integralhatosdgan mulik a

dolog. T6bb modon is lehet innentél haladni; a kedvencem egy plusz integral bevezetése:

/dtts *(1—e™) /dtts 2/dyNe Ny—/dt/dyts Ne~ Ny—/ /dtts INe MY =

/dyNe Ny/dttS 2% /dy—yNe Ny 3 5= 11ze / dxw. (D.12)
Y s—1 s—1  Ns1 s—1

A triikkos 1épés az 1.-gyel jelolt: miutan bevezettiink az y-integralt 1—e V'-t eléallitasara, a t—s

valtozokban kettds integralt ismertiink fel, amit dtirtunk a maésik sorrendbe.!'? A 2. kijelolt 1épés-
ben elvégeztiik a t-integralt, a 3.-ban pedig a maradék y-integralbol az egyiket, a masikban pedig
y = x/N-et helyettesitettiink. A kapott eredmény elsé tagjanak van N —oo hatarértéke, &— e, 6s
a méasodik integrdlnak is, meghozza E. Utobbi tag el6tt van a ,lényeg™ W' Stkeriilt nyakon—
csipni: ennek pontosan csakis R(s)>1 esetén van (nulla) hatarértéke; R(s)<1 esetén |51 |—oo0,
ha N—oo, az R(s)=1, J(s)#0 esetben pedig |%}:1, de N*7! a komplex sikon ,koréz”, nincs

hatarértéke. Készen vagyunk: az eredeti (D.1) sor feltételesen sem konvergens 0<R(s)<1 esetén.

D.2. Analitikus elfolytatas, reflexi6s Osszefiiggés

e Vegyiik szemiigyre még egyszer a (D.8)—(D.9) valos integral-elGallitasokat:

['(s)C(s) = /dt i 11, ha PR(s)>1, illetve (D.13)
(1—21)T(s)C(s) = /dt t:ll, ha R(s)>0 és s£1. (D.14)

109Ugye ha van integrdlhaté majorins, akkor az integrélok hatéarértéke létezik és egyenlS a hatarértékfiiggvény
integraljaval. Viszont ha nincs integralhaté majorans, attol még létezhet az integralok hatarértéke (ha nem is egyenls
a hatarértékfliggvény integraljaval). Nem tsszuk meg tehat itt, hogy alaposabban vizsgaljuk az integréaljainkat.

HO0A7 integralas tartoménya itt a t—y sikon egy haromszog: gondoljuk ki, hogy tényleg a felirt moédon jeldlhetjiik
ki a hatarokat a kétféle sorrendben. Kell persze a Fubini-tétel: itt véges N-re létezik maga a kétdimenzios integral
is (mert az eredeti sorrendi integral abszolttértékben is létezik), igy tényleg attérhetiink a masik sorrendi integralra.
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Az s-re tett megszoritasok itt ugye csakis a =0 koriili integralhatésagon mulottak. Athidalhatjuk
ezt, ha komplex integralokra tériink at, amelyek elkeriilik a problémés t=0 pontot.

114 ¢(s) 1 /“” (=)
Allitas: —=—2_ = _— [ dt~——, haMR(s)>1 D.15
tas:  FZ5 T am ) Wa MRE)RL (D-15)
. ey Cls) 1 O (=t )
1lletve (1—2 )m = 2—7”/00 dt et T 1 y ha 9{(5)>0 €S 8751 (D16)

Legyen el6szor s¢Z: ekkor a felirt integrandusoknak a (most mar komplex) ¢ valtozo fliggvényében
vagasai vannak t€RJ-on; az it ezt elkeriili negativ iranyban, R(t)=o0-bél jéve és visszamenve.
Viszont pélusok is vannak ott, ahol e'=1 ill. e!=—1: az els6 integralban ezek a t = n - 2w helyek
(kivéve t=0-t, ami elagazési pont), a masodikban pedig az im+n-2xi helyek (itt is n€Z). Ezek mind
elsérendd polusok. Gondolhatjuk, hogy a (D.15)—(D.16) integralok a vagasra huzéssal vezethetSk
vissza a valos (D.13)—(D.14) integralokra: az tutnak ehhez egyik polust sem szabad megkeriilnie.

—9o7i (7t)s—1

et —1

-4
55. abra. a.) ill. b.): illusztracié a (D.15) ill. (D.16) komplex integral-elGallitashoz.

A véagasra ugye ugy huzzuk ra az utat, hogy a folotte ill. alatta e-nyival fut6 szakaszokat t = z+tie
modon paraméterezziik, a t=0 pontot pedig egy r sugara korivdarabbal keriiljiik el: hamar kidertil,
hogy éppen az s-re irt feltételek teljesiilése esetén, (D.15)-nél R(s)>1-re, (D.16)-nal R(s)>0-ra
fog a kis iv jaruléka nulldhoz tartani r—0-nal. Tudva szokisosan, hogy x€R™ esetén e—0-ra

(—aFic) ™t = 2°1eT ™= = _p571e®7s arra jutunk, hogy a megfelels s-ekre
(0-) —t s—1 ‘ . 00 s—1 (0-) —t s—1 . A 0o s—1
[AEI o[22 [R5
o et —1 o e*—1 o et +1 o e+l

Felidézve, hogy e™—e™ ™ = 2isin(7s), és hogy ['(s)['(1—s) = Sy Osszerakva kideriil, hogy
a (D.15) ill. (D.16) integralfelirasok tényleg a valos (D.13)-mal ill. (D.14)-gyel ekvivalensek.

e Ha nem huzzuk ra az utakat t=0-ra, akkor a (D.15) ill. (D.16) komplex integralok minden
s€C-re léteznek (hiszen ekkor a t=0 kornyéke nem zavar be; R(t)—oo felé a nevezdbeli e'-k
biztositjak az integralhatosdgot £~ mellett is); s6t s-ben differencialhato fiiggvényt allitanak els
(ami belathat6 ahhoz hasonloan, ahogy a gamma-fiiggvény Hankel-féle elgallitasarol a C.6. fig-
gelékszakaszban.) A (D.15) ill. (D.16) integralok tehat megadjak ((s) analitikus elfolytatasat:
a korabbi sorok és valos integralok DR(s)>1-re ill. :(s)>0-ra mikodtek, de most ((s) a C\ {1}
halmazon értelmes differencialhato fiiggvénnyé lépett eld (és ezt a kiterjesztést is ((s)-sel jeloljiik).

1 (0-) —t s—1
Tehat minden s€C esetén % =5 /Oo dt %, (D.17)
11 O (—g)st
és ugyanekkor az is igaz, hogy () dt (=) (D.18)

D(1—s) 1-2'=2mi ), =~ el+1°
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Megjegyzések:

1. Mar korabban is lattuk, hogy a valtakozo elGjeli (D.4) definicié bévebb halmazon (9R(s)>0-
n, s=1-et kivéve) mikddott, mint az eredeti (D.1) sor (csak PR(s)>1-re): a (D.4)-gyel tehat
lényegében az analitikus elfolytatés egy lépése tortént az eredeti (D.1) definiciohoz képest.

2. Mivel (mint mondtuk) a felirt integrdlok minden s-re értelmesek, csak ott lehet gond ((s)-sel,
ahol I'(1—s)-nek (elsérend) polusai vannak: ezek az s = 1,2, 3,4, ... stb. pozitiv egész szamok.
Azonban s = 2,3,4,... esetén ((s) mar a legeredetibb (D.1) sor-definicié szerint is értelmes
volt: eszerint tudhatjuk pl., hogy s = 2,3,4, .. .-re a (D.17)-beli interal nullat kell, hogy adjon.
(Ezt nemsokara masképp is belatjuk; amugy méar akar nyilvanvalo is lehet most is.)

3. Az is latszik, hogy tényleg csakis s=1-ben nem értelmes ((s) : elsérendii pélusa van itt
['(1—s) miatt. Hogy itt tényleg polus van (azaz s=1-ben nem nulla a (D.17)-beli integral), az
a valtakozo elgjeli soros (D.4) definiciobol is latszik. Megkapjuk onnan a reziduumot is: a
nevezd derivaltja %(1_21_5)’5:1 =21-s 1112‘811 = In 2, a sordsszeg pedig s=1-ben (Id. pl. a C.5.
szakaszban) > > et 1-141-141 =1In2 Tehdt Res((s)| , =22 =1.

n=1 " n 5 s=1 _ In2

4. Azt is latjuk most, amit a véaltakozo elGjeles (D.4) sor utan ,Jjgértink™ ((s) értelmes az itt is
elSkeriilt 1—2'* nevezd s=1-en kiviili komplex zérushelyeiben, az 1 + n - 1211% helyeken is.

5. Figyelem: nehogy osszekeverjiik ((s) most kapott ,szerkezetét” (meromorf, egy elsérendd polus
s=1-ben) azzal, ahogyan az 6t elGallito (iménti jelolésben ¢-fiiggs) integrandusok viselkednek!

o ((s) tehat értelmes az egész C\{1} halmazon, de fR(s)<0-ra egyeldre csak a (D.17)—(D.18) vonal-
integraljaink vannak. Ko6zelhozza ((s) analitikus kiterjesztését az ezekbdl levezetheté Riemann-féle

reflexios képlet: C(1—s) = 2(2m)° cos (gs>F(s)((s), VseC-re. (D.19)

Ez ,szimmetrikus” nem ad Gjat az s <+ 1—s cserével; ez még jobban latszik, ha a gamma-fiiggvény
(6.38) kétszerezds képletét és (6.17) reflexios Osszefiiggését tigyesen alkalmazva ilyen alakba irjuk:

szimmetrikus(abb) alak: F(%)W_(l_s)ﬂ((l—s) = F(%)?T_s/2((8>. (D.20)
Mindkét alakban s=0-ban vagy s=1-ben az egyik oldalnak megsziintethets szingularitdsa van.

e A (D.17) vagy a (D.18) elsallitas is jo a levezetéshez; vegyiik mondjuk (D.17)-et, azaz vizsgaljuk

et—1
nem keriilt polusokra!''! Erdemes tobb lépésben kigondolni; az aldbbi abra szerint:

az fo(f*)dt - vonalintegralt. A fenti 55. abra taldn sugallja az Gtletet: ,dobjuk at” az utat a meg

56. abra. A ((s) iménti (D.19) reflexios Osszefiiggésének levezetéséhez hasznalando ut-atalakitas.

M Hasonlot csinaltunk az 5.2. szakasz legutolsé (ctg-es) példajaban. Annak tehat, aki ezt a jegyzetet eddig
végigszenvedte, ez a mostani talan nem égbekialté 0j otlet méar. Riemann idejében (1859-ben) azonban az volt. . .
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Elgszor ugy deformaljuk az utat, hogy hozzasimuljon a polusokhoz (a képzetes t-tengelyhez). Ezt
akkor tehetjiilk meg, ha az igy bekeriilt (hataresetben R—o0 sugari, pontozva jelolt) negyedkor-
ivekre nulla az integral. Ennek tisztazasahoz ellenérizziik, hogy az integrandus abszolitértéke

: s—1 R(s)—1,—argt-I(s Z|3(s
ha tG(C, il t _ |t| () e gt-3(s) < Rm(s)—l ez ()l ' <D21)
s€C, akkor et—1 \/629%() 250 cos(J(1))+1 =~ R _q

az iveken

A negyedkorok vége a t-sikon a képzetes tengely mellé keriilne: J(t) igy itt mindenféle értéket felve-
het R—o0 soran; a ,legrosszabb” cos(J(t))=1 eset is megvalosulhat, ezért csak ezzel becsiilhettiink.
A nevezivel egytitt viszont igy akkor kezelhetd a tort, ha SR(t) egyel6re hatarozottan pozitiv ma-
rad: R(t)>a valamilyen a>0-val minden (egyre nagyobb) iv végén (azaz az egész atmozgatott 1t
tavolabbi részein). Az |argt| igy az iv-végeknél legfeljebb 7, ezt is betettiik. Ezekkel

tsfl
dt
/iv et—1

Erdemes tehat M(s)<0-t feltenniink: ekkor dtmozgathatjuk az utat. Jon a polusokra radobés:

N 3190 ez tényleg nulldhoz tart

s R(s)— — R(s)
oft R e*—1 e*—1 B R—o00-nél, ha R(s)<0.

(D.22)

ezek helye t, = n - 2mi, ahol neZ és n;«éO a reziduumaik pedig (mivel a nevezs derivaltja nem
— . =ty te ! = (n-2mi)*"'. A polusokra radobott utak

jaruléka tehat (a két részletet, n<0-t és n>0-t Gsszevonva):

nulla benniik, azaz elsérendiiek) Res

£V B () e o)
= 2mi(2m)* ! ins_l [is_l + (—z')s_l] = (2m)® - 2isin (3s) i (D.23)

Ez utobbi sszeg ((s) legeredetibb definicioja alapjan pont akkor létezik, ha 2(s)<0, pont ahogy
most feltettiik! Emiatt mondhatjuk, hogy a kapott jarulékokat (mindet) levonva a képzetes ten-
gely mellé simitott utunkébol lényegében tényleg az tortént, hogy az utat ,atbugyborékoltattuk a
polusok halojan.” Az atvitt utat viszont elvihetjik 2R(t)——oo felé, amerre az integrandus abszo-
lutértéke M(s)<0 miatt csokken; az atjutott ut jaruléka igy nulla, az eredeti integralunkbol csak a
polusok kapott jarulékai maradtak. Osszerakva a ((s) tényleges elGallitasat 93(s)<0 esetén tehat

M/(E (=)' I(1l-s) I'(1—s) sin(rs) sin (3s)

(2m)= 7w  sin(ws)

C(s) = 5 = (27)"2isin (3 )Zns = C(1—s);

el —1 271

o0

['(s) reflexios Osszefliggésével kész is lesz a kivant (D.19) bizonyitasa. Nem baj, hogy R(s)<0
kellett: ez elég b6 halmaz; a (D.19) analitikus fiiggvények egyenléségét allitja: mindenhol miikodik.

D.3. Specialis értékek, zérushelyek

A (D.19) reflexios képlet még egyszer: ((1—s)=2(2m)"* cos (£s)T(s)((s); vigyazat, haszndljuk.

o A reflexios képlet s:%—re ¢ (%):C (%)—t ad: semmitmond6. Mindenestre a (D.4) definicié alapjan
C(%) = \5—2(1—%+\%—\%+\%—\%+ . ) ~ —1,4603; ez ennyi, és kész. (D.24)

A fizikdban talalkozunk idénként az alabbi értékekkel is:

111 11 1
Q) =45ttt 26124, () =l+gtgtpt .~ 12021 (D.25)

22 3v3 4v4 33
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A ((3)-nak kiilon neve van: Apéry-dllands (arrél, aki bebizonyitotta, hogy ez irracionalis). A ¢ (%)
pl. a Bose-Finstein-kondenzdcid, a ((3) pl. a h6mérsékleti sugarzas targyalasanal kertiil eld.

e Lattuk, hogy ((s)-nek elsérendid pélusan van s=1-ben 1 reziduummal, mashol pedig differenci-
alhato: emiatt s=1 koriil oo konvergenciasugari Laurent-sorba fejthets; igy szoktak ezt irni:

az elGkeriilt v,-ek az

((s) = +

(s—1)m, (D.26)

un. Stieltjes-dllandok.

Belathato, hogy v=7, a gamma-fiiggvénynél megismert Euler-Mascheroni-dllands (1d. a 6.3. sza-
kaszban). Az —--et kétoldali hatérértékkel (,f6értekkel”) kiejtve tehat lir% w =
e—>

e Probaljuk meg kiszamitani ((0)-t; ehhez s=1-et kellene irni a reflexios képletbe. Ebben itt
cos (gs)—nek egyszeres zérushelye van, azaz s=1 koriil a derivaltbol cos (%s) ~ —Z(s—1); ezt ((s)
s=1 kortili Laurent-soraval (a lényeg: 1 a reziduum) Gsszetéve megsziintethetjiik a reflexios képlet
jobb oldalan a szingularitast, véges —% értéket kapva. Igy lesztrtiik tehat, hogy

¢(0) = —%. Néha ezt talaljak mondani: ,,14+1+1+14+1+... =" ((0) = — (D.27)

1
5.
Az, hogy ¢ ( )=— ervenyes és igaz, nincs belekotmvalo A csupa 1-bdl 4llo sor persze nem letemk
ﬁz1kaban elofordul ilyen!) nagyon szeretnénk a nem értelmes 1+1—|—1+1+ ... Osszeghez ertelmes
értéket rendelni, akkor ez a latott —1 egy lehetdség: a ((s)-et mdshol megado6 (D.1) sordsszegfiigg-
vényt analitikusan elfolytattuk s=0-ba is, és az elfolytatédsnak itt értelmes —% értéke lett. Ezen
,modszer” neve: zétafiigguény-reqularizdcid, ,sajnos” tényleg elSkeriil a fizikiban.!!2

o Kitekintés: a zéta-fiiggvény az alabbi képlet miatt dsszekapcsolodik a primszamokkal:!'!?
1 1 1 1 1 = 1
R(s)>1 esetén ((s) = co= —, (D.28)
T N & o [
logaritmussal: ~ Ln((s) = — Z Ln(1-p,%); itt p,, az m-edik primszam. (D.29)
m=1

Utobbi tényleg (abszolit) konvergens, azaz: értelmes PR(s)>1-re.!'* Emiatt (az Ln és az Exp
folytonossagat tudva) az elss (D.28) is értelmes. Ennek jobb oldalan geometriai sordsszegek vannak:

plp;[fml—;— [1 T ] [1 > @ (3;5---] {1 ST <5i>s"']'

[1+71+(7i) W] : [1+m+(11—12)5+m...} : [1+1—38+@+@...} :

120]yasmi ez, mintha azt Jatszarlank hogy mivel a |z|<l-re értelmes - _o 2" fiiggvény analitikus elfolytatasa
- L és pl. z=2-ben utébbi értéke —=—1, azt frnank, hogy 142444+8416+32+... = —1.

113Ezt a képletet (valos s>1-re) méar Euler felismerte. A zéta-fliggvény eddig latott targyalasa jorészt Riemann
érdeme; & alapozta meg azt is a (D.28) képletbdl kiindulva, hogy a(z analitikusan elfolytatott) ((s) zérushelyei a
primszamok eloszlasdhoz kapcsolodnak. A zéta-fliggvény tehat ,hid” a komplex fliggvények és a szamelmélet kozott.

U4E]lensrizziik, hogy az a = R(s), t = J(s) jeldléssel | Ln(1—p;.%)| = |4 In (14p,2*—2p;,* cos(tInp,,))|, és hogy
emiatt ’Ln(l—pfn | |ln(1—p;ﬁ)|, még az adott a-nal ¢-ben ,Jlegrosszabb” esetben is, amikoris a cos értéke 1.
Mivel legalabbis pmo‘gé, az In menetébdl lesziirhetjiik, hogy van olyan K >0, amivel | ln(lfp;f‘)| < Kp,,*. Tovabba
legalabbis Kp,* < Km™* is igaz, és utobbiak a>1 esetén m-ben Osszegezhet8k (éppen a ((s)-et megado eredeti
sorra gondolva). Osszerakva az elejét és a végét: Ln(1—p;,*)-ek abszolutértékben 6sszegezhetSk, ha JR(s)>1
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Az abszolut konvergencia miatt tagonként szorozgathatunk. Minden kapott taghoz minden itt irt
zardjelbdl pontosan egy tag valasztodik (majd Osszeszorzodnak), pl. rendre az elss, a mésodik, a

harmadik, a mésodik, majd onnantol az els¢ tagokat valasztva 1 - 3i(5+)7i 1-1-1-... = m—et
kapunk. A lényeg: a szdmelmélet alaptétele szerint minden n€NT szam pontosan egyféle moédon

o 1

n—1 ns-PGl pont minden #—et egyszer

felirhatoé primtényezsk szorzataként, igy (gondoljuk ki) a >
és csak egyszer tényleg megkapunk itt az Gsszeszorzasbol. Beldttuk tehat a (D.28) képletet.

e Abbol, hogy a primszamos logaritmusos (D.29) képlet minden PR(s)>1-re értelmes, az is kévet-
kezik, hogy P(s)>1 esetén ((s)#0. A reflexios képlettel atléphetiink a P(s)>1 nyilt félsikrol a
MR(s)<0 félsikra: utobbi halmazon pontosan akkor kapunk zérushelyet, ha a reflexios képletbeli cos
nulla. Konkrétan: a paros negativ egész szamokban. Ezek az tun. ,,trivialis” zérushelyek:

((s) =0, ha s=-2,-4,-6,-8,...,azaz ((—2n) =0, haneN". (D.30)

Fontos volt persze (mivel s = 2n+1-bdl léphettink at 1—s = —2n-re), hogy neNt-ra ((2n+1)
értelmes és véges. n=0-ra ugye ez nem igaz; ((0) nem is nulla (hanem —%; 1d. fentebb).

A
@ ¢(s) 30i1 @
® R(s)=1
20i+ @ :
® P
100+
-5 -3 -1 s=1
e
s=—6 s=—4 s$=—92 9
~10i+
®
-20i1 ¢
[ ]
-30i+ &
[ ]

57. abra. Trivialis és nemtriviédlis zérushelyek, valamint az s=1-beli polus, fiiggslegesen torzitva.

e A tobbiek, azaz a ((s) un. nemtrivialis zérushelyei tehat biztosan a 0<9R(s)<1 savon (a kri-
tikus sdvon) fekszenek. Van végtelen sok ilyen zérushely; roluk szol a 160 éve eldontetlen (és az
egyik legnehezebb matematikai probléménak tartott) Riemann-sejtés, miszerint az dsszes ilyen
zérushely valos része %, azaz mindegyik a 9{(3):% kritikus vonalon van. Az eddig numerikusan
felderitett (t6bb milliard) nem trividlis zérushelyre mindre igaz ez, de ez nem elég.!1?

e Mar lattuk az 5.2. szakasz végén ill. a —Smgz)-

tosabb specialis értékeket (ezek eldkeriilnek a hdmérsékleti sugdrzds vizsgalatakor):

vel kapcsolatban a 6.4. szakaszban a talan legfon-

1 1 1 1 2 1 1 1 1 m
2)=14+=+=+—=+—=+... = — H=1+——+—+—+—+... = —. D.31
<) +22+32+42+52+ 6’ C(4) +24+34+44+54+ 90 ( )
o A reflexios képletbe s=2-t irva megkapjuk az alabbi speciélis értéket is:
((=1) =2(2m) % cos (2 - 2)I(2)¢(2) = ((-1)=—5. (D.32)

157 érushelyeket az s-sikon altalaban (a kritikus savon is) numerikusan az argumentum-elvvel lehet keresni (Id. 5.5.
szakaszt). Méasrészt a reflexios képlet (D.20) szimmetrikus valtozatabol (tudva, hogy ¢(s*) = (¢(s))*, és ugyanilyen
igaz I'(§)-re és m—*/2-re) kideriil, hogy a I'(£)m~%/2((s) fiiggvény (amely pontosan ott nulla, ahol ((s) is az) valds
értékd, ha 9%(5):%. Igy ezen fiiggvény elGjelvaltasat numerikusan vizsgalva zérushelyeket kereshetiink a kritikus
vonalon. Megjegyzés: a Riemann-sejtés messzemend szamelméleti kvetkezményeket is hordoz; annyit mar lattunk,

hogy ((s)-nek legalabbis valami koze van a primszamokhoz.



D.3. Specialis értékek, zérushelyek 173

Ha ((s) eredeti (D.1) soraba lazan —1-et irunk, akkor a fentebb ((0)-nél, a (D.27) egyenlet utan
mondott ,zétafiiggvény-regularizacios” értelemben itt ,1 +24+3+4+5+... = —%” adodik.

e Altalanosan is érdekesek lehetnek az s=n, n€Z egész szamokban felvett értékek. Ilyenkor
a (D.17) ill. (D.18) komplex integralokban az integrandusban (—¢)*'=(—¢)""!: nincs vagas,
csak (esetleg) polus t=0-ban, tehat ilyenkor (hasonldéan a gamma-fiiggvény (6.61) Hankel-féle els-
allitasahoz) bezarhatjuk az utakat t=0 koriil. Kigobozva az elGjeleket az adodik, hogy

R
2 et _ 0 _ at——. D.33
n&s: esetén I‘(l—n) 27ri et — 1 1=21-n 9 et +1 ( )

1. Ha n=1, a masodik integral nulla (mert az integrandus mindenhol differenciélhaté) az 1-21n

nevezd is nulla, I'(0) polusos, de (1) is. Az els6 integral -

toan <) —_1 et adna: F(Cl(s))

T0) -nek s=1-ben megszuntetheto szingularitdsa van; ha megszuntet—
juk, —1 lesz az érték. (Idézziik fel, hogy ResT'(z ‘0—1, azaz Res F(l—s)‘o —1, és Res((s

utobbiak hanyadosa tényleg —1.) Mindenesetre tudjuk, hogy ((s) pélusos s=1-ben.

)=t

2. Han = 2,3,4,..., akkor mindkét integrandus mindenhol differencialhato: a felirt integralok
nullék (ezt igértiik korabban is). Ilyenkor ((n) értékei véges szamok, a nevezébeli I'(1—n) pedig
oo: ilyen 0 = 0 értelemben igazak ekkor a felirt képleteink.

3. Végiil n=—m, meN{ esetén I'(1+m) = m!. Régtén a hagyoményosnak szamité alakokat frjuk:

(m+1)¢(=m)  (m+1)! }{gg_m , t —1 (m+1)! ?{g);g_m_z e% (s

(-1)m 2w et—1  2mtl-1 27

e Eme legutobbi esetben felismerhetjiik (a Cauchy-féle integralformuldkat tudva, 1d. 4.2. szakaszt),
hogy itt m+1-edik derivaltak t=0-beli értékei jottek ki. meN{ esetén tehat

c<—m>=(7:+)T B abol B, =[] — [

Ezen B,-ek az tn. Bernoulli-szamok: jol definialt racionalis szamok; sok jo tulajdonsaguk van.

— D.35
t=0 2"—1 ( )

Onmagéban nem nyilvanvalo, de az eddigiekbdl az, hogy a kétféle felirt definiciojuk ekvivalens.
Tudva, hogy ((—2n)=0, lathato, hogy Bs = B; = B; = By = ... = 0. Néhany tobbi érték:

B():l, Blz—%, Bgzl B4:—i B6:L (D36)

30" 12
A reflexios képlettel, m — 1—2n-t irva a péaros pozitiv egészekre altalanosan azt kapjuk, hogy
(_1)n+1<2ﬂ_)2n

2(2n)!
Speciélis esetként kiadodnak ¢(0), ¢(—1), ¢(2), ¢(4) értékei; tovabblépve pl. ((6) is 7° és egy raci-
onalis szam szorzata. A ((3), ((5), sth. értékekkel igy ,nem tudunk elbéanni”.

neNTra  ((2n) = Bs,,. (D.37)

e Utolso pont: haladobb gyakorlasként levezethetjiik a tangensfiiggvény ,,egész”’ hatvanysorat
2=0 koriil, nemcsak az els6 néhany tagot. A modszer: az egytitthatokat a Cauchy-integralformulaval
felirva atdobjuk az utat a tg z ,sorban” 1évé polusaira; ((s)-szerd sorosszegre jutunk. Az eredmény:

4 om 2.\ = 22(22-1) o 2 28
S ;1(1—2 )C(Qn) (?> z:: WB%Z =z+ 3 + G +.... (D.38)

Az, hogy a konvergenciasugar 7, harmonizél azzal az egyszeri ténnyel, hogy lim,,_, ((n) = 1.
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