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Fulszoveg

o A Matematikai modszerek a fizikiban” tantargy egyes részei a Vektorszdmitds jegyzetbe keriiltek,
a Komplex figgvénytan (bevezetés) cimiibe keriilt (ki gondolta volna...) a komplex fiiggvényta-
ni rész (és még nagyon sok plusz megalapozas, érdekesség). Nagyban épitiink ezen jegyzetekre;
hivatkozom is béven rajuk.! E mostani jegyzetbe keriil a maradék nagy része: Fourier-sorok és
—transzformacio, differencidlegyenletek, disztribuiciok, Hilbert-terek. Nem igazan sikeriilt kisebb
egységekre darabolnom: egy nagy falat szorosan Osszefiiggé anyagrol van szo.

e A mostani témakoérben mar nem uszunk meg elvontabb matematikai fogalmakat sem. To6bb
mindent lefrtam, mint ami szigortan az alkalmazasokhoz kell; probaltam tgy tagolni ill. dssze-
foglalokkal tarkitani a targyalast, hogy kiemel6djon a lényeg. Nehéz volt (vagy nem is sikeriilt?)
egyensulyt taldlnom a preciz kifejtés és az alkalmazascentrikus fizikus gondolkodasmod kozott.

1. abra. ,Mondd még egyszer, hogy nem létezik az integral! Mondd ezt még egyszer, ha mered. . .!”

e A korabbi jegyzetfélékben van jonéhany olyan alapozo fejezet /szakasz, amelyek tartalma esetleg
az 6ran nem is mindig hangzik el, de most esetleg érdemes lehet 4toblogetni:

1. AlapvetSen fontos, hogy joban legylink a wvektorterek és a linedris leképezések, operdtorok fo-
galmaival; ne csak geometriai szemlélet, hanem a matematikai definiciok és azokbol kovetkezs
allitasok alapjan is; 1d. pl. a Vektorszamitds jegyzet 3.2. szakaszat ill. 5., 6., 7. fejezeteit.

2. A topoldgia egyes alapvets fogalmait (metrika azaz: tavolsagfogalom, nyilt, zdrt halmazok, belsd,
hatéar—, torlodasi pontok, stb.) el6vessziik a Vektorszamitdas jegyzet 12.2. szakaszaban.

3. A Komplex fligguénytan jegyzet B. fiiggeléke a konvergencia, folytonossdg témakorérdl szol,
probéaltam gy vezetni a mostani targyalast, hogy ezek itt is csak kiegészitésképpen kelljenek.

4. Az integrdlfogalom egyes tulajdonsagai (integralok létezése, becslése, fiiggvényhatarértékekkel
valo kapcsolata, a Lebesque-tétel) a Komplex fiigguénytan jegyzet 3.2. szakaszaba keriiltek.

e Egy fiiggvényre azt mondjuk, hogy integrdlhato, ha létezik a Dom f-re vett integralja. Dom f =R
esetén tehat onmagaban azt, hogy ,.f integralhatd”, tgy értjiik, hogy létezik f_oooo f (és pl. nem
ugy, hogy létezik primitiv fiiggvénye). Ha f integralhato (R-re), akkor minden véges szakaszra is
integralhato; forditva persze nem miikodik ez a kovetkeztetés. Ha valamikor egyszerre keriil el
véges szakaszokra és az egész R-re vett integralhatosag, akkor mindig pontosan koriilirjuk ezeket.

e Az elsg fejezet részben ismétlés, de hasznosnak gondoltam ide: korabban (pl. a ,Vektorszamitas”
oran ill. jegyzetben) megismertiik a vektortér fogalmat; ezt vessziik Gjra els, az azoéta megszerzett
rutint felidézve és elmélyitve. A tobbi fejezet részben enélkiil is olvashato talan.

INem is ismétlem el, amit azon jegyzetek ,Fiilszoveg™eiben irtam; ami azokbol altalanos, az ide is vonatkozik.
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4 1. BEVEZETO KITEKINTES: VEKTORTEREK

1. Bevezetd kitekintés: vektorterek

e A matematika ariomatikus felépitésében a halmaz és a halmazhoz tartozds definidlatlan alapfo-
galmaibol és néhany ezekre vonatkozo egyszert(nek tiing, de végsé soron mindent csontvazaban
tartalmazo), indoklas nélkiil elfogadott azidmdbdl (,alapigazsaghol”) célszerii kiindulni.? A mate-
matikai fogalmak pedig olyan halmazok lesznek, amiken valamilyen ,struktarat” definidlunk. Ilyen
struktara pl. az, ha valamilyen szempontbdl ,hasznos™nak gondolt tulajdonsidgia miuveletek létezé-
sét koveteljiik meg a halmazhoz.® Az egyik ilyen lehetSség a vektortér fogalma.

e Definicio: legyen K a valos vagy komplex szamhalmaz (szamtest); K=R vagy K=C. Ha adott
— egy V nemiires halmaz (melynek elemeit ilyen Gsszefiiggésben vektoroknak hivhatjuk),
— egy 0sszeadds nevid mivelet, ami minden €V és y€V esetén elGéllit egy x+y jeld V-beli elemet,
— végiil egy szammalszorzds nevii miivelet, ami minden \eK és z€V esetén elGallit egy A\-x (vagy
Az) jelid V-beli elemet, és ezen miiveletekre teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsagok:

Al: barmilyen z,y, z € V esetén x+(y+z) = (z+y)+2,

A2: barmilyen x,y € V esetén z+y = y+x,

A3: létezik 0 €V (nullvektor vagy ,,V nulla-eleme”), amivel minden x € V-re 240 = z,

A4: minden x € V-hez létezik —z, amire (—z)4+x = 0, ahol 0€V az elgbbi nullvektor,

(megjegyzés: az eddigiekbdl kovetkezik, hogy a 0 és minden z-hez —z egyértelm)

M: minden x € V esetén 1-z = z (itt 1 a K szdmhalmazbeli 1, mint szam);

AM: minden z,y € V és minden A € K esetén A(z+y) = Az+Ay,

MM’: minden «a, f € K és minden x € V esetén (aff)x = o(fx),

MA’: minden «, 8 € K és minden z € V esetén (a+3)x = ar+fx,
akkor a V-t ezen két miivelettel mint ,yvektortér-miiveletekkel” ellatva vektortérnek nevezziik.*
Mondhatnéank, hogy a (V,+,:) hdrmas a vektortér, ahol V a halmaz, + és - pedig a megfele-
16 VXV — V osszeadasmivelet és K x V — V szammalszorzas-mivelet: utébbiak a definicio
elhagyhatatlan részei. Mégis maradunk a latott (kicsit pongyoléabb) fogalmazasnal; jobb lesz igy.

Ha M C V olyan részhalmaz, amibdl nem vezetnek ki a vektortér-miveletek (minden x,y € M

és minden A €K esetén Az € M és x+y € M), akkor M-et (V-beli, linearis) altérnek hivjuk.

e Az iranyitott szakaszok Osszessége” nem halmazelméleti fogalom, ezért nem j6 példanak vektor-
térre mint matematikai struktirdra. (Pont forditva: ez a tapasztalati fogalom” vezette a kezet az
iménti rendes matematikai definiciohoz.) ,Halmazos” példak/konstrukciok viszont a kévetkezdk:

A.) Maga a K halmaz vektortér 6nmaga mint szimhalmaz f6lott (azaz R valos, C komplex vek-
tortér), ha a + és - szam-miveleteket tekintjiik a + és - vektortér-miveleteknek, mert az A1-MA’
tulajdonsagok tényleg teljesiilnek, ha a ,yektorok” helyébe is (megfelels K-beli) szdamokat irunk.

2Ennek felismeréséhez természetesen hosszt (a kékorszaktol a 19. szazadig tarto) Gt vezetett. Magukat a szdmokat
is bizonyos halmazokként kell értelmezni (és ezek halmazai lesznek N, Q, R ill. C), a szam-miiveleteket pedig a
halmazmitveletekbdl (unio, metszet, stb.) kiindulva. Ha viszont ezt egyszer megtessziik, akkor mér a szdmok és
minden tulajdonsigaik tényleg az axiomakra épiilnek: nem kell tébbet a szamokra magukra halmazokként gondolni,
elég, ha tudjuk, hogy az ismert fajta szamhalmazok tényleg rendelkezésre allnak.

3A mdveletek hozzarendelési utasitasok, azaz fiigguények; a fiiggvények az indulési és érkezési halmaz kozotti
specialis tipust (tn. fliggvényszert) reldcidk, két halmaz kozotti relacio pedig tulajdonképpen a Descartes-szorzatuk
egy részhalmaza (a ,relacioban 1évs” parok halmaza). Megnyugodhatunk tehat: tényleg ,minden dolog” halmaz.

4Ugye K test feletti” vektortérnek; K=R esetén valds, K=C esetén komplex vektortérrsl beszéliink. Legtobbszor
egyértelmi, hogy valos vagy komplex vektortérre gondolunk, amikor egy halmazra azt mondjuk, hogy vektortér.
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B.) Ha I barmilyen indexhalmaz és minden i€I-hez adottak az ugyanazon K feletti (de akar nem
megegyezd) V; vektorterek, akkor a V-k Descartes-szorzata, X;c; V; (de ideiglenesen V-vel
jeloljiik) vektortér ugyanazon K {616tt a komponensenkénti miiveletekkel. Ha x,y a V' elemei,
az azt jelenti, hogy az i€l indexd ,komponenseik”, x; ill. y, a megfelel§ V; elemei. Legyen tehat

minden z,y € V esetén z+y a V azon eleme, amire (z+y); = z;+y,,
minden z€V és A\eK esetén Az a V' azon eleme, amire (Ax); = \z;.
(Ugyebér itt x;+y, ill. Ax; az egyes V;-kben értendd.)

Egyszer érdemes végiggondolni, hogy ezen miiveletekre tényleg teljesiilnek az A1-MA’ tulaj-
donsagok, ha (mint feltettiik) a V;-kbeli mtiveletekre teljesiilnek. Egyszert lépésekben kell haladni:
alabb a v jeld egyenl@ségekben a V;-beli mtiveletek megfelels tulajdonségait, a ,d” jeltiekben pe-
dig a X7 Vi-beli miveletek definicioit hasznaljuk. A ,nehézség” inkabb az, hogy tudjuk, hogy mit
akarunk, és hogy rajojjiink, hogy (a definicidéink mentén) nyilvan a komponenseket kell nézni.
Al: ha x,y, z akirmilyen V-beli elemek, akkor (x+y)+2z = x+(y+2z), hiszen
(@+y)+z), < Tt (y+2); <zt (yit2) = (@ty,)+2 = (@+y)itz = (2+(y+2))

'

A2: ha x,y € V, akkor x+y = y+x, hiszen (x+y); K Tty = Yy, +x; 4 (y+x);,

A8: V nulla-eleme, 0 az, aminek minden z-edik komponense a megfelels V;-beli nulla-
elem: (0); = 0€V,. Erre teljesiil a kovetelmény: minden £€V esetén x+0 = x, mert

A4: egy x € V ellentettje, —x az, aminek i-edik komponense az eredeti kompo-
nens V;-beli ellentettje: (—x); = —x;. Erre teljesiil a kovetelmény: x + (—x) = 0, hiszen
(24+(—2)); £ zit(—x); < 2+ (—2;) 2 0€V; < (0);,

M: minden £€V esetén 1-x = x, hiszen (1 - x); gt L (x )i,

AM: minden x,y€V és minden \ € K esetén A(x+y) = Ax+Ay, hiszen

MM’: minden «a, f € K és x€V esetén (aff)x = a(Sx), hiszen
((aB)z), = (aB)m; = a(Bz;) £ a(fz); < (a(B)),,

MA’: minden «, f € K és £€V esetén (a+f)x = ax+[y, hiszen

((a+B)z), £ (at+f)z; £ az+fa; < (az)+ () £ (az+fz);.

C.) Ha V vektortér és Ml C V lineéris altér, akkor M-et ,,6nmaga jogan” vektortérnek tekinthet-
jik a V vektortér-miveleteivel ellatva, hiszen ekkor a miveleteire nyilvan teljesiilnek az A1-MA’
tulajdonségok, ha az eredeti V-hez teljesiiltek. Sokszor jutunk igy ,ismert” vektorterekbdl ,ijab-
bakhoz”: belatjuk, hogy egy M részhalmaz ,zart” a V-beli vektortér-miiveletekre nézve.

e Az el6z6 pontban latott lehet&ségek a (matematikai ill. fizikai) gyakorlatban el6keriils vektorterek
igen nagy részét (és a fejezet végeén elGvett faktortér-fogalmat is hozzavéve szinte azt mondhatjuk,
hogy az dsszeset) lefedik. Ahhoz, hogy lassuk, hogyan, nézziink speciélis(abb) eseteket.

1.) R valos, C komplex vektortér. Ha a Descartes-szorzatos fenti konstrukcioban I egy véges
N elemii halmaz, és mindegyik V; az R vagy mindegyik V; a C, maris megkapjuk a szam-N-esek
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vektortereit, RV-et (ami valos vektortér) és CV-et (ami komplex vektortér); dsszefoglaloan: KV -et.
A komponensenkénti miiveletek itt ugyanazt jelentik, mint amit szadmoszlopok komponensenkénti
Osszeadasaként ill. szammalszorzasaként megszoktunk; mivel mdr megtettiik fent dltalanosan, nem
kell Gjra ellenérizni, hogy ezek a miiveletek teljesitik a vektortérséghez elvart tulajdonsagokat.

2.) A Descartes-szorzatos konstrukcioban az I indexhalmaz lehet ,nagyon végtelen” halmaz is;
ilyen esetben elsére esetleg az sem vilagos, hogy mit jelent maga a Descartes-szorzat; micsoddk az
elemei. Segit, ha rajoviink, hogy a szam-N-esek (amelyek egy ,tisztességes” N-szeres Descartes-
szorzat elemei) tekinthetdk fiigguényeknek is: minden adott szam-N-es értelmezési tartomanya az
X ={1,2,3,..., N} halmaz, egy X-beli szimhoz rendelt értéke pedig az olyan indext komponens.

Ez k6zelhozza azt, hogy ha I akdrmilyen indexhalmaz, és minden i€ [-re adottak az A; halmazok
(még nem is feltétleniil vektorterek), akkor az X;c; A; Descartes-szorzat elemei olyan fiigguények,
amelyekre az igaz, hogy minden i€l ,indexhez” A;-beli elemet rendelnek. Ha a Descartes-szorzat
egy (f-fel jelolt) elemére ilyen fiiggvényként gondolunk, akkor természetesebb az f(7) jelolés, ha
ténylegesen mint a Descartes-szorzat elemére, akkor természetesebben hat az f; jelolés; ugyanazt
jelentik ezek tehat: az ¢ indexhez tartozo, mas szoval az i-ben felvett értéket, mely A; eleme.

A K¥ jelélés nyoman az sem meglepd, hogy ha minden i€/-re A;=A ugyanaz, akkor a Descartes-
szorzatot Al-ként jeloljiik: ez tehat az olyan fiiggvények halmaza, amelyek minden i€/ esetén
ugyanabban az A-ban vesznek fel értéket: A! tehat mas szoval az [— A fiiggvények halmaza.

Ratérve vektorterekre: ha V barmilyen vektortér (K f5616tt) és X barmilyen nemiires halmaz,
akkor az f:X —V fiiggvények halmaza, jelben ugye: V¥ vektortér ugyanazon K folott.
Ez a vektorterek Descartes-szorzatanak specialis esete, ha X az indexhalmaz (melyet fent I-vel
jeloltiink), és mindegyik ,Descartes-szorzandd” V; vektortér ugyanaz a mondott V. Ilyen X —V
fiiggvények esetén (mivel fliggvényekre gondolva inkdbb egy adott x helyen felvett értékrol, és
nem az z-hez tartozo komponensrél beszéliink) a bevezetett miiveleteket pontonkénti miveleteknek
hivjuk: barmilyen f,g € VX (azaz: f: X—V és g: X—V fiiggvények) és A € K esetén tehét

f+g az az X—V fiiggvény, amire (f+g)(z) = f(x)+¢g(x) minden x€X-re,
A az az X — V fliggvény, amire (Af)(z) =\ f(x) minden z€X-re.

Ne feledjiik: mivel mar a legéltalanosabb Descartes-szorzatos esetre egyszer végignéztiik, most sem
kell kiilon belatni, de igaz, hogy ezek a miiveletek teljesitik az A 1-MA’ tulajdonsagokat.

3.) Lehet pl. X=R, és V=R ill. V=C: igy az R — R fiiggvények (valos) ill. az R — C fliggvények
(komplex) vektortereit kapjuk. Tartsuk azért meg az altalanos X indulasi halmaz lehet&ségét is:
sokszor elSkeriilnek pl. az R vagy az RY (mint N-dimenzi6s tér) valamilyen részhalmazan értel-
mezett fiiggvények. Erkezési halmaz is lehet K helyett mas V vektortér is, pl. KM,

4.) Fiiggvények vektorterei (,fliggvényterek”) tehat mindig a a pontonkénti miiveletekkel

ellatva értendsk vektortérként: tényleg igy szoktuk érteni fiiggvények Osszegét, szamszorosat. Az

el6z6 pontbeli C.) lehetGség itt hangsulyosan szinre 1ép: ha valamilyen ,,jo tulajdonsagu” fiiggveé-

nyek halmaza (mely részhalmaz valamilyen ,osszes lehetséges” X —V fliggvények vektorterében)

wzart” a vektortér-miiveletekre nézve, akkor 6 altér, azaz ,onmaga jogan” vektortér. Fontos példak:

1. Folytonos fiiggvények Osszege és szamszorosa is folytonos: emiatt az R — K folytonos fiigguények
halmaza, jelben: C(R,K), vektortér. (Itt ugye K lehet R is, C is.) Ugyanigy értelmezhetjiik
akarmilyen M indulési halmaz (amelybdl indul6 fiiggvényekre értelmes a folytonossag) esetén
a folytonos M — K fiiggvények vektorterét, C(M, K)-t.
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2. A (legalabb egyszer) folytonosan differencialhato R — C fliggvényekre is igaz, hogy két ilyennek
osszege ill. ilyennek szamszorosa is ilyen. Ok is vektorteret alkotnak tehat: ennek jele C*(R, C).

3. Ugyanigy tovabb: C"(R,C) a legalabb n-szer folytonosan differencialhato R — C fliggvények
vektortere (6 is ,zart” a fliggvényosszeadasra és szammalszorzasra nézve). Még tovabb menve:
C>®(R,C) jeldli a ,sima” (=végtelenszer differencialhato) R — C fiiggvények vektorterét.

4. Két integralhato fiiggvény Osszege is integralhato, és egy integralhato fiiggvény szamszorosa is
az: az integralhato R — C fiiggvények osszességének jele L'(R, C); 6 tehat vektortér.

5. Ha V és W vektorterek, akkor WV-nek, vagyis az Osszes lehetséges V—W fiiggvény hal-
mazanak részhalmaza Lin(V, W), a V—W linearis leképezések halmaza. [t is igaz, hogy
A, B € Lin (V, W) esetén éppen a pontonkénti mtiveletekkel értelmeztiik A+B-t ill. AA-t (csak
az indulasi V halmaz elemeit ,pontok” helyett inkabb ,yvektoroknak” hivtuk). Belattuk jo régen
(a,Vektorszamitas” jegyzet 5.1. szakaszaban), hogy linearis leképezések Gsszege ill. szamszorosa
15 linedris leképezés: kimondhatjuk tehét, hogy Lin (V, W) a WYV altere, azaz Lin (V, W) onmaga
vektortér a linearis leképezések szokasos Osszeadasaval és szammalszorzasaval ellatva.

e Sokféle ,érdekes” vektortér van tehat. Ha V vektortér, akkor 6ra értelmes minden, ami
csakis a linaris mitiveletekre épit: elemek Osszege, szamszorosa, linedris kombindcioja, részhal-
mazok linedris fiiggetlensége, V-beli bdzisok fogalma, alterek, kiegészitd alterek, alterek (ill. a V)
dimenzioja, s6t, ha W is vektortér, akkor a V—W [linedris leképezések Lin(V, W) vektotere, stb.
Akarmilyen V vektortérben elsé kdrben viszont nem értelmesek olyan fogalmak, amelyek
a linearis miveleteken tulmend strukturat ,igényelnek” (noha esetleg ezeket a geometriai iranyi-
tott szakaszokra ugyanugy régen megszoktuk, mint a vektorosszeadast /szammalszorzast). Ilyenek:
V-beli elemek nagységa (hossza) ill. kozelsége (még specialisabban: skalarszorzat, bezéart szog;
s6t harom dimenzioban vektoridlis szorzat, ,sodrasusag”), tovabba a ,kozelség™re épitve: V-beli
sorozatok konvergenciaja, elemek végtelen sordsszege, V-b6l vagy V-be képezé fiiggvények folyto-
nossaga. Ezek akkor hasznalhatok egy V vektortérben, ha V-t tovabbi struktirakkal latjuk el.’

e Ha egy vektortérben értelmezziik vektorok ,nagysagat” (és a ,nagysag’-képzésre mint miiveletre
a hossz-fogalomra vonatkozo alapvetd ,szemléletes elvarasainkat” koveteljiik meg), akkor az ilyen
vektortér ezzel a nagysagképzéssel, mas néven: ,normaval” mint tovabbi miivelettel ellatva a nor-
malt tér megjelolést fogja viselni. Ilyenben méar van értelme elemek kozelségének (miszerint két
elem tavolsaga a kiilonbségvektoruk nagyséaga), tovabba konvergencianak, folytonossédgnak, stb. Ha
egy V vektortéren értelmeziink egy ,skalarszorzat” nevi miveletet is (rd a geometriai térbeli vek-
torok skalarszorzatanak alapvetd tulajdonsagait megkovetelve), akkor V ezzel a tovabbi miivelettel
ellatva (ki nem taldlnank) a skalarszorzatos tér nevet fogja viselni. Talalkoztunk mar és még
talalkozni is fogunk ilyen strukturakkal; most csak megemlitettiik Gket. Teljesen természetesnek
hangzik, hogy pl. az az R® —R{ leképezés, ami R® minden v eleméhez /v?+v2+vi-et rendeli,
norma, az az R3 x R® — R leképezés pedig, ami minden R3-beli a, b elemekhez a,b,+asbs+asbs-at
rendeli, skalarszorzat lesz. Ezek voltak a ,térbeli” hosszképzésnek ill. skalarszorzasnak megfelelé
szamolasi utasitasok; ezek alaptulajdonsagait akarjuk (majd) megérizni az altaldnos definiciéban.

Felmeriilhet kérdésként, hogy miért nem koveteltiik meg eleve mér a vektortér-fogalom része-
ként, hogy V el legyen latva pl. skalarszorzés-miivelettel? Valasz: vannak olyan vektorterek (pl.

5Az imént példanak hoztuk a folytonos R — K fiiggvényeket. Ott mar hallgatélagosan kihasznalédik, hogy az
érkezési halmaz, a K szdmhalmaz igenis ,egyebeket is tud”, mint csak azt, hogy & vektortér: értelmes K-ban a
kozelség”, erre épitve a K értéki fiiggvények folytonossaga.



8 1. BEVEZETO KITEKINTES: VEKTORTEREK

kiilonféle fiiggvényterek), amelyeken nem kézenfekvd ilyen tovabbi miiveleteket bevezetni. Erdemes
tehat a sokféle struktirat ,lépésenként” hozzaadni egy V vektortérhez; igy tesz a matematika.

* ok ok

A tovabbiakban annyi mindenképpen kell majd ebbdl a bevezets fejezetbdl, hogy kiilonféle hal-
mazokat (f6leg kiilonféle fiiggvények halmazait) vektortereknek fogunk hivni; az eddigiek alapjan
vildgos lesz mindig, hogy mit értiink ez alatt, és hogy mi mulik ezen. E fejezet maradéka pedig
abszolite kiegészités: bemutatuk még egy alapvetd vektortér-konstrukciot.

e Legyen V akarmilyen vektortér (K felett), amiben kijeloliink egy MICV alteret. Ekkor a V-nek
az M altér szerinti un. faktortere, jelben: V/M az a vektortér, ami ,elfelejti a V-nek az M-beli
vektorok altal feltart részleteit”. A V/M mint halmaz elemei olyan X CV részhalmazok, amelyekbe
es6 V-elemek csakis M-beli elemmel kiilonboznek:°

(1.1)

i X X én r— M
V/ME{XCv‘mmdenxe , YEX esetén x—y € ,}

de ha zeX és y¢ X, akkor x—y ¢ M.

e Belathatjuk, hogy minden x€V elem pontosan egy ilyen X'-be tartozik:

— Ha X és X ilyen halmazok, amelyek kiilonboznek, akkor van olyan v, ami egyiknek eleme, de
méasiknak nem, mondjuk yeX de y¢X’. Ha egy adott z-re z€X és z€X’, akkor a mondott y-ra
az. X definicidja azt adné, hogy z—y € M, X’-é pedig azt, hogy z—y ¢ M. Egy adott = tehat nem
lehet két kiilonboz6 ilyen X' és X’ részhalmaznak is eleme.

— Masrészt minden z€V kijelol egy V/M-beli elemet (azaz: V-nek egy az iménti (1.1) feltétel-
nek megfelels részhalmazat) az z-hez az Gsszes lehetséges M-beli elemet hozzaadva. Jeldlje ezt
x+M, azaz x+M:= {yGV | y—r € M} Nyilvan x € x+M, mert itt y szerepébe x-et magat téve
x—x=0, és a 0 nullavektor tényleg M eleme. Tovabba z+M tényleg az (1.1) definicios feltételnek
megfelels részhalmaz: ha y € x+M és ¢ € x+M, akkor y—z € M és y'—x € M, igy mivel M altér,
(y—z)—(y'—x) € M, vagyis y—y’ € M, ahogy kell. Ha pedig y € z+M de ¢’ ¢ z+M, akkor y—z € M
de y'—x ¢ M, igy y—y' = (y—x)—(y'—z) sem lehet M eleme, ahogy kell.

Az (1.1) definiciénak megfelels részhalmazok (a V/M elemei) tehéat diszjunktak és unidjuk az
egész V: tgy mondjuk, hogy a V egy particigjat alkotjak. A nullavektorhoz tartozé 0+M éppen az
M, a t6bbi V/M-beli elem viszont nem linearis altér V-ben (hanem M valamilyen ,odébbtoltja”).

Ugy is mondhatjuk, hogy az ilyen z+M részhalmazok lényegében tn. ekvivalencia-osztdlyok,
aholis két elemet most ekvivalensnek tekintettiink (azaz: ,el akartuk felejteni a kiillonbozsségiiket”),
ha azok csak M-beli elemmel térnek el; igy tehat egy V/M-beli elemben (ami V-nek részhalmaza)
olyan V-beli vektorok vannak, amelyek ilyen értelemben mind egymassal ,ekvivalensek”.

e Bevezetiink V/M elemein egy ,természetes” Osszeadas— és szammalszorzas-miiveletet:

r+M € V/M és y+M € V/M esetén legyen (z+M) + (y+M) := (x+y)+M,
z+M € V/M és AeK esetén pedig legyen A - (z+M) := A\z+M.

V/M egy adott z+M eleme esetleg mas z’-kkel is felirhato x’+M alakban. Ellenérizni kell tehat,
hogy a definici6ink jok-e: nem fiigg-e attol két egyértelmd V/M-beli elem most definialt dsszege
(ill. egy egyértelmi elem szammalszorzottja), hogy a V/M-beli elemet milyen ilyen z-szel irjuk fel.

SUgyebar az {x€H |,x-re vonatkoz6 mondat”’} halmaz az, ami a mar 1étezd H halmazbol azon z-eket tartalmaz-
za, amelyekre a mondat igaz. Az, hogy most azt irjuk a bal oldalon, hogy XCV, azt jelenti, hogy a V részhalmazai
koziil (a V ossszes részhalmazainak halmazabol) ,kiilonitjiik el” a kijelolt fajta X részhalmazokat.
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Az eddigiek alapjan egyszert belatni (gondoljuk at), hogy z+M = 2'+M pontosan akkor, ha
x=1a'4a, ahol aeM. Ha tehat z+M=212'+M és y+M=1y'+M, akkor z=1'+a és y=y'+b, ahol
a,be M, emiatt &' +y'+M = z+y+(a+b)+M = x+y+M, ahol utoljara azt hasznaltuk ki, hogy mivel
M altér, a+b is M eleme. A szorzasra is hasonl6: ha z+M = 2'+M, azaz x = 2'+a, ahol aeM, akkor
A’ +M = Az + Aa+M = Az+M, ahol pedig azt hasznaltuk az utolso 1épésben, hogy Aa € M is igaz.

Jo tehat a V/M-beli elemek Osszegét és szammalszorzottjat megado definicionk: mindegy ben-
niik, hogy egy adott V/M-beli elemet melyik megfelels z-szel irunk fel x+M alakban.

o Allitds: az imént definialt V/M-beli miiveletekre igazak az A1-MA’ tulajdonsagok. Ez is azon
milik, hogy magukra a V-beli mtiveletekre is igazak ezek; az j miiveleteink definicidit és a V-beli
miiveletek ugyanazon tulajdonsagait hasznalva kell haladni. Ertelemszert jelléssel (és figyelve,
hogy a + és a - egyszer a faktortérbeli, masszor az eredeti V-beli miiveleteket jelentik):

)

AL ((z4AM)+(y+M)) +(z+M) = ((z4y)+M)+(z+M) = (z+y)+2+M = a+(y+2)+M =

= (2+M)+(y+2+M) = (2+M)+((y+M)+(z+M)),

A2: (z4M)+(y+M) = 24+y+M =y + 2 + M) = (y+M)+(x+M),

A8: V/M nulla-eleme nyilvan 0+M = M, erre tényleg (z+M)+(0+M) = 2+0+M = z+M,

A4: x+M ellentettje nyilvan —z+M, erre tényleg (z+M)4(—z+M) = 2+ (—2)+M = 0+M,
M: 1-(z+M) = (1-2)+M = z+M,

AM: X+ ((z4+M)+(y+M)) = X - ((z4y)+M) = Mz+y) + M = Az+dy + M =
”””””””” = Az 4+ M)+A\y +M) = X - (z+M) + X - (y + M),

MM’: a- (B (z+M)) =a- (8- 2)+M) =a- (8- 2)+M = (af)z + M = (af) - (z+M),

MA’: (a+4p) - (x4M) = (a+P)z+M = (az+pz) + M =
77777777777 = (az + M) + (Bz + M) = a(z+M)+3(x+M).

Ezen felbatorodva tehat V/M-et a bevezetett + és - miveletekkel vektortérnek tekintjiik.

e Természetes modon elGjon ez a konstrukeid integralhato fliggvényeknél. Legyen pl. V a fenteb-
bi L}'(R,C), az R — C integralhato6 fiiggvények vektortere. Integralas szempontjabol nem szamit,
hogy a fiiggvény az indulasi halmaz (most: R) egy nulla mértéki részhalmazdn (pl. néhény pont-
ban) hogyan van értelmezve. Ha el akarjuk felejteni” az ilyen nulla mértéki halmazokat, akkor
megallapithatjuk, hogy azon f € L'(R,C) fiiggvények M halmaza, amelyek majdnem mindeniitt
nullék (azaz: legfeljebb nulla mértékd halmazon nem azok), lineéris altér L'(R, C)-ben.”

Jeloljiik L' (R, C)-vel az L' (R, C) /M faktorteret. Ennek elemei a fiiggvények olyan ekvivalencia-
osztalyai, amelyekben 1év6 fliggvények egyméastol csakis majdnem mindeniitt nulla fiiggvénnyel
térnek el. Barmilyen integralhato fiiggvény kijeloli a sajat ekvivalencia-osztélyat, amiben a vele
majdnem mindeniitt egyenls fliggvények vannak. Két ilyen ekvivalencia-osztaly 6sszegének képzé-
séhez akarmelyik fiiggvényt kivalaszthatjuk a két osztalybol, azokat Osszeadhatjuk: az eredmény-
ekvivalenciaosztalyba az ezzel az 6sszeggel majdnem mindeniitt egyenls fiiggvények tartoznak. Az
L'(R, C) nulla-eleme, M, a majdnem mindeniitt nulla fiiggvények halmaza.

"Hiszen egy ilyen fiiggvény szamszorosa is, és két ilyen fiiggvény Ssszege is ilyen; utébbihoz tudni kell, hogy két
nulla mértékd halmaz uni6ja is nulla mértékid, de ez tényleg igaz.
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2. Fourier-sorok, Fourier-transzformaci6

El6szor egy ,elményszintd” megkdzelités jon; ne veszitsiik kedviinket, hogy sok kérdés nyitva marad.
Tovabbhaladva majd (kézben felvet&dott) 4j nézépontokat is figyelembe véve pontositunk.

2.1. Periodikus fiiggvények Fourier-sorai

Foglalkoztunk mar hatvdinysorba fejtéssel: ,magasrol nézve” az volt a vezérfonél, hogy (bonyolult)
fiiggvényeket megkozelithettiink (akarmilyen finomsaggal) ismert jo tulajdonsagu fiiggvényekkel
(polinomokkal). A Fourier-sorfejtés viszont periodikus fiigguények kérében 1ép be az életiinkbe.

e Egy valos valtozoju fiiggvényeket néziink; a valtozot sokszor t-vel jeldljiik arra gondolva, hogy f(t)
egy id6ben valtozd mennyiséget, pl. golyo kitérését, hanghullamban kozeg elmozdulésat stb. irja
le. Kijeloliink egy T'>0 értéket mint periddust, és T' szerint periodikus fliggvényekkel foglalkozunk:

f:R—C, Domf=R, é f(t)=f(t+7) minden t€R-re. (2.1)
Persze (mivel aztan ¢ helyébe t+T7-t, t+27-t, stb. is irhatunk) a mondott feltétel azt is adja, hogy

f(t) = f(t+nT) minden t€R esetén, minden neZ-re. (2.2)

Megjegyzések:

1. Vehetjiik gy, hogy f(t) értékeit eldirjuk a t € [0,7[ zart-nyilt intervallumon, és az itteni
menetét el6re-hatra ,méasolgatjuk”, az intervallum érintkezé mésolataival betoltve R-et. Egy T
szerint periodikus fuggvény 2T, 3T,. .. ,nT szerint is az minden n€NT-re. Lehet, hogy egy ilyen
f (ha a [0, T[n is ,ismétli” magat) pl. % szerint is periodikus. Ha f lehetséges periodusai kozott
van legkisebb, akkor az az alapperiddus. (Pl. azt, hogy a sin és a cos ,,27 szerint periodikusak”,
ugy értik, hogy 27 az alapperiédus: 6k amigy 4w, 67 stb. szerint is periodikusak). Ez ne
zavarjon; a lényeg, hogy a fliggvényeink 7" szerint a (2.1) értelemben periodikusak legyenek; az
alapperiodusuk lehet akar kisebb is. S6t: az f(t)=c konstans fiiggvény is megfeleld.

2. dbra. Periodikus fliggvény szemléltetése.

2. Néha a [0, T helyett pl. | =%, Z]-b6l, vagy més T hosszt, egyik végén nyilt, masikon zart (=ét-
fedés nélkiil egymés mogé rakosgathato) intervallumbol indulunk ki: egy 7' szerint periodikus
f fliggvényt egyértelmiien rogzit az is, ha barmilyen ilyen intervallumban megadjuk.

3. S6t: noha egyeldre (a rezgések/hullamok képzete miatt) tényleg ugy gondolhatjuk, hogy az f
fiiggvényeink periodikusak és Dom f = R, egyre inkdbb csak az fog szamitani, hogy értelmezettek
egy T hosszusagu intervallumon (amit mésolgatva persze periodikus fliggvényre jutunk).

4. Az intervallumbol, pl. [0, T[-bdl ki is hagyhatunk akar pl. néhany pontot: az f(t) integréaljai
fognak szerepet kapni; nulla mértékid halmaz nem szamit ezek szempontjabol.
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o A legegyszertibb” periodikus fliggvények jol ismert elemi fliggvények: a harmonikus rezgémozgas-

hoz tartozo sin és cos. Ezekre szeretnénk ,épitkezni”. Ahhoz, hogy a kijelolt T' lehessen peridédusuk,

egész szamu: egy, kettd, stb. (n darab) teljes ,hullamzasuk” (valtozojuknak 27-nyi odébbmenése)

kell elférjen t-ben a T hosszusagu intervallumra. Ez akkor valosul meg, ha igy hasznaljuk éket:
\1, cos(%“t), 008(22%15), cos (32%25), = §in(2%t), sin(22%t), sin(S%’Tt),

g g

cos(nZt) (ahol neNY), sin(n2rt) (ahol neNT). (2.3)

Bevettiik a jatékba a(z 1 értéki) konstans fliggvényt is; természetesen ennek is periodusa T a
megbeszélt értelemben, és mellesleg 6t a cos-okhoz is hozzasorolhattuk n=0-t irva: 1 = cos (02%15).

n=0 ! t n=1 l t

cos(i3Ft) 0 T sin(3Ft) 0 ~_ T

0 T ol N_/ N7

AN NIE Y4 I JANGVAN I
TN N\ IV ARV

NEVANYANSIEE. ANVANANEE.
o T o \J o/ T

3. abra. A bevezetett (T szerint periodikus) sin/cos fliggvények (kozil az elsé néhany).

e Ezek a cos (n%”t), sin (n%”t) fliggvények végtelen sokan vannak: hatha ,elég sokan” is vannak
ahhoz, hogy bdarmilyen T szerint periodikus f(t) fliggvényt Gsszerakjunk belgliik. Ez lenne az tn.

Fourier-sor: +Zan cos(n—t) Zb sm(n—t) (2.4)

vagyis T szerint periodikus f(t)-khez remélhetdleg léteznek a kijelolt Fourier-egyiitthatdk: az
o, a1, Ao, az, - - . ill. by, ba, bs, . .. szadmok, amelyekkel f {gy felirhat6. Az a,-eknél neN{, a b,-eknél
neNT, azaz by-s tag nincs. A konstans ag-s tag belesimul a cos-ok kozé (a konstans 1 irhaté cos(0)
modon is), mégis kicsit ,kiilonleges” eset lesz; ezért is irtuk més alakban, 2-vel osztva.

e Ha pl. adott meN{-t véve f(t)=cos(m2rt), akkor & felirhatd (2.4) alakban: az dsszes b, =0, és
az a,-ek koziil csakis a,, nem nulla (hanem 1). Tovabblépve: véges sok nem nulla a,,b, esetén
véges Osszegiink van, de mar igy is ,valtozatos” (T szerint periodikus) fiiggvényeket kaphatunk.
Ha az f(t) fiiggvényre mint hangra gondolunk, akkor mondhatjuk, hogy az adott T" periddus-
id6hoz tartozik egy < T ™ alapfrekvencia” és ennek tobbszorosei;® utobbiakat ,felhangoknak” hivnank.
A Fourier-sor egyiitthatéinak egyméashoz képesti nagysaga lényegében azt mondja meg ekkor, hogy
a felhangok milyen aranyban ,keverednek hozza” a hallott alaphanghoz: ezt hivjuk hangszinnek.”

8A (sokszor f-fel vagy v-vel jelélt), Hz-ben mért frekvencia tulajdonképpen = (,hanyat rezeg egységnyi id6
alatt”); ennek 2m-szeresét irtuk. Ezt (pl. w-val jelolendd) korfrenkvencidnak kellene hivni: ezt irjuk a sin/cos
valtozoiban ¢t mellé: sin(wt), cos(wt). Tehat w=27mv. (Segitség megjegyezni, hogy melyik 27-szerese melyiknek: ,a
kérfrekvencia a hosszabbik sz0, tehdt 6 a nagyobb, 6 a 27-szeres”; én kérek elnézést.) Az alabbiakban is sokszor (és
maér itt is) lazan ,frekvenciat” mondunk kdrfrekvencia helyett is; egyértelmi lesz mindig, hogy utobbira gondolunk.

9Szinte semmilyen hangeszkdz nem egyfrekvencias hangot ad: minden ,rendes” hangban vannak felhangok. Ezek
aranyait (=a hangszint) felismerve kiilonbozteti meg a fiiliink pl. a kiilonféle hangszerek altal kiadott hangokat.
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e A (2.4) Fourier-sorfejtés azonban akkor igazéan izgalmas, ha f(¢) valami mas alakban adott, ,nem

is hasonlit” a hasznalt sin/cos fliggvényekre, igy végtelen sok tag kell. A felmeriils kérdések:

1. Adott f(t) esetén hogyan talaljunk a keresett (2.4) sorba megfelel§ a,, b, egyiitthatokat?

2. Adott a,, b, egylitthatok esetén létezik-e a (2.4)-ben kijeldlt végtelen fiiggvényosszeg? Ponton-
kénti, egyenletes, vagy valamilyen mas értelmd konvergenciarol lehet sz6?

3. Végiil: ha egy adott fliggvényhez megtalalt a,,, b, egylitthatokkal felirt Fourier-sor konvergens
is, tényleg elGallitja-e, azaz visszaadja-e a kiindulasi fiiggvényt?

e Kezdjiik az els6 kérdéssel: adott f(t) estén probaljunk megfelel a,, b, egyiitthatokat talalni.
Az alapétlet (ki gondolna. ..) Fourier-t8l szarmazik. Rendkiviil fontos lesz, hogy ha egy sin vagy
cos fliggvényt az alapperiddusara vagy annak tobbszorosére integralunk, akkor szinte mindig nullét
kapunk, kivéve egyetlen esetben T-t. A hasznalando fiiggvénykre konkrétan megfogalmazva:

0, ha m=£0,
T, ha m=0.

T T
YV meZ esetén /dt sin(m2rt) =0, és /dt cos(m%rt) = { (2.5)
0 0

Ezeket belathatjuk ,rajzzal” (1d. pl. az el6z6 3. abran): a sin és a cos véltakozo ,0blei” kiejtik egy-
mast. (Figyelem: az integralasi szakaszra tényleg pontosan egész szami alapperiodus kell elférjen!)
Egyediil a cos(0) ad nem nullat. Méas alakban is felirhatjuk ezeket: minden meZ-re

T T
/Odt sin(m%:t) =0, /Odt cos(m2Et) =T - pp. (2.6)
Az iménti integralokat a primitiv fliggvényeket megkeresve is kiszdmolhatjuk:
. [=T 2m T 7 _ =T _
/sTin(mQ—”t) U= ha m#£0: [mcos(m?t)] |0 = %[COS(QTFTI’L)— COS(O)] =5 (1—1) =0,
0 g ha viszont m=0, akkor az van, hogy fOTdt sin(025¢) = fOTdtO =0,

(2.7)
T ha m#£0: [;L-sin(m25t)]|; = 5Z-[sin(2mm)—sin(0)]= 52 (0-0) = 0,
/cos(m%”t dt = - T
0 itt pedig ha m=0, akkor az van, hogy [ dtcos(0%rt) = [, dt1=T.

Kijottek az eredmények. Tanulsag: cos(2mm), sin(2wm) jellegii behelyettesitett értékeket tilos
igy hagyni. Még fontosabb: ha az integrandusban van egy egész szam, amelynek Osszes értékét
egyszerre vizsgaljuk, és primitiv fiiggvényt talalunk, észre kell venni, ha az nem értelmes a
kijelolt szam specialis értéke(i) esetén. Mostani esetiinkbek az els§ sorokban ,minden m-re” felirtuk
a primitiv fliggvényt, de fel kellett tinjon, hogy m=0-ra nem értelmesek, igy kiilon kellett vizsgalni
m=0-t. (Most a sin-nél m=0-ra is nulla lett az integral, a cos-os esetben viszont nem.)

e Térjiink ra az egyiitthatokra! Az ag a legegyszertibb: ehhez a sor alaku felirast integraljuk.

T T 00 oo
/dt f(t) = /dt{% + Zancos(n%’rt) - ansin(n%”t)} =
0 0 n=1 n=1

T 0 T 0o T T
2
= % dt 1 —|—Zan/dt Cos(n%”t) +an/dt sin(n%”t) = a9 = T dt f(t). (2.8)
0 n=1 0 n=1 0 0
—
=T = 0, mert n#£0 =0

[tt (egyeldre kissé levegGben 16goan) feltettiik, hogy a végtelen Osszeget tagonként integralhatjuk,
amivel kihasznalhattuk, hogy az Gsszes ilyen egész periddusra vett sin és cos-integral nulla, csak a
konstans tag nem az. Eredmény: megkapjuk ao-t, ha kiszamitjuk f(¢) integraljat 0-tol T-ig.
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e A tobbi ay,as, ..., by, bs, ... egylitthatot is integralassal ,hamozhatjuk ki”. Ez az otlet is Fourier-
t6] szarmaszik; ravezetésként idézziik fel az addicios képletek szorzatokbol Gsszegeket ado felirasait:

sinacos B = %[sm(oﬂ—ﬁ +sin(a—p)], sinA + sinB = 2sin 448 cos 452,
cosasin B = 1[sin(a+8)—sin(a—p)], sinA — sinB = 2 cos 12 A+B sin 452, (2.9)
cosacos 3 = 5[ cos(a— 6)~|— cos(a—p)], cosA + cosB = 2 cos A*—B cos 458, '
sinasin f = L[ cos(a—p3)— cos(a—p3)] cosA — cosB = 2sin 222 A+B sin 452.

Az 6tlet: szorozzuk meg az f(t) keresett Fourier-sor alaku felirasat egy a sorfejtésben is szerepld,

kijelolt n'>0 indext cos( ) ill. sm( ! Q“t) fliggvénnyel, majd igy integraljunk a peridédusra:

T T
/dtf(t) cos(n'25t) —/dt{%cos(n’%t) + cos(n'%rt) (Zan cos(n25t) —l—Zb sin (n25t) )}
0 0

/gt f(t) sin(n'25¢) :/cift{%sm(?‘/%r ) + sin(n'25t) < a, cos(n2t) + f: b, sin(n%’rt)) } =
0 0

,,,,,,,,, n=1 n=1

WE

A kijelolt lépésben elhagytuk az ag-s tagot, mert az az integral (n’ 7é0 miatt) nulla, megel6legeztiik,
hogy tagonként integralhatjuk a maradék végtelen Osszeget, majd atirtuk a sin és cos szorzatait a
felidézett (2.9) addicios képletekkel. A maradék sin-ok kijelslt integraljai nulldk. cos((n+n')%5t)-¢
is az, mert most n'>0, és n-re 1-t6l 6sszegziink, igy n+n’ nem lesz nulla. Viszont n—n’ lehet nulla:
ekkor az n—n/-t tartalmazo cos-os integral T-t ad. A Kronecker-deltés feliras ezt kodolja el.

A kiindulési bal oldalon az ismert f fiiggvénnyel kijelolt integralt ki tudhatjuk szamitani, a
jobb oldalon pedig az egy maradék Osszegzést elvégezve a kovetkezdket kaptuk:

/(:;tf(t)cos(n’Q—’Tt) = i g = za / /(:;tf(t)sin(n’z—”t) = i b—”Té )= zb '
. T - 9 nn T n's ) T 2 5 nn T n! -

e Most ,yvisszajeloliink™: itt n’ a szabadindex, 6 lehet barmilyen érték, jelolhetjiikk megint n-nel
a kényelem kedveéert. Osszegytjthetjiik ezeket is és fentebb (2.8)-bol az ag-ra kapott eredményt is:

2 [T 2 [T 2 [T
ap = —[dt f(t), ésn>0-ra a, = —[dt f(t)cos(n3Et), b, = — [dt f(t)sin(nZFt). (2.10)
TJo TJo /o
Ha elhissziik, hogy integralhattunk tagonként, akkor mondhatjuk, hogy kiderilt, hogy milyen a,,,
b, egylitthatok lehetnek azok, amelyek egy adott f(t) fiiggvény (2.4) Fourier-sorban szerepelnek.

o Kovetkez§ 1épés: cos és sin helyett komplex exponenciélisokkal irjuk fel a (2.4) Fourier-sort:

—zn 27rt

+Zan +Zb —_—;

= n- bn in2X n bn i 21
rendezve: f(t) = % + Z%em%t I Za —i2—l o init
n=1

n=1
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Erdemes itt ujfajta c, egyiitthato-jelolést bevezetni; jdonsag, hogy (az eddigi egyiitthatokkal
ellentétben) c¢,-ekben az index lehet negativ, nulla és pozitiv egész is.

ag . . . an—1b, an+1iby,
Legyen ¢y = — és minden n>0 esetén ¢, =
2 b n

) Cn
2 2

Természetesen visszafelé is kifejezhetjiik ezekbdl a c,-ekbdl az eddigi a,,, b, egylitthatokat:

ay = 2¢y, és minden n>0 esetén a, = c,+c_,, by = i(ch—C_p).

e Az 1j egyiitthato-jeloléssel (a c,-ekkel) egyszertibb alakban, minden n€Z pozitiv, nulla és negativ
egészen indexen végigfutd dsszegként irhatjuk az imént atalakitott Fourier-sort:

f(t) =co+ Z Cae™ T 4 Z Cc_pe T = ft) = Z e emTE,
n=1 n=1 n=-—o0o
Tényleg jol adodnak igy a pozitiv és a negativ tagok is; a nulladik is (ugye %1Ft konstans 1). Az
an, b, egyiitthatokra talalt (2.10) kifejezésekbdl a c,-eket is kozvetleniil sszerakhatjuk:
illetve a,Fib, 1

T T
Odtf(t), nsOrs M= 5 =T Odtf(t) [cos(nZrt) Fisin(n3rt)].

CL()_l

COI—_

2 T

Osszefoglalhatjuk ezeket is a nulla, a pozitiv és a negativ indexértékekre egyarant:

I 2n
minden n€Z esetén: Cn =7 dt f(t)e_m%t.
0
e Az eddigi targyalasban a valés sin-t és cos-t hasznalé sorbol indultunk: konnyebb ezeket a
trigonometrikus fiiggvényeket ,elképzelni”. A komplex exponencialisos alak azonban alkalmasabb

lesz gyakorlati szamitasokra is és késébbi altalanositdsokhoz is. Kiindulhatunk rogtén ebbdl is:

tegyiik fel,"hog%/ al s}zerin/t pe'ri— () = iCanQTﬁt; (2.11)
odikus f fliggvény felirhato, mint

n=—oo

mik lehetnek a ¢, egyiitthatok adott f esetén? Itt a kovetkezd integrél fog kelleni:
T . 27rt . /27Tt r . / 27rt
/dt emTre™™ T —/dt T = 5, (2.12)
0 0

ez Osszefoglalja a sin-re és cos-ra latott fenti (2.6) integralokat (melyek ennek valos ill. képzetes
részei). Ezt is levezethetjiik primitiv fiiggvénnyel, és ebben is fel kell tiinjon a specialis eset:

[ {22120 = eI =l 1-1) <o
0 ha viszont m=0, akkor az van, hogy fOTdtl =T,

n=n' pedig pont akkor teljesiil, ha m = n—n/ = 0. Fontos persze tudni, hogy egész m-re e™?™ = 1.

Ezt a kapott (2.12) eredményt hasznalva egy fiist alatt  kinyerhetjik” az dsszes ¢, egytitthatot:
szorozzuk be az adott f(t)-t adott n/-t véve e Tivel, és f(t) feltételezett (2.11) sordt befrva

integraljunk 0-t6l T-ig. Itt is megel6legezziik, hogy integralhatjuk tagonként a végtelen Osszeget:

T T oo [e'e) T oo
/dt e_m/%ﬁtf(t) = /dt et it Z Cnem%ﬁt = Z cn/dt piln—n") 3t _ Z Cn T Opny = Cpy
0 0 n=—oo n=—oo 0 n=—oo
z.an ”n’ Sza}badindefcet n-re vissza- = l gt £( t)e—z‘n%”t‘
jelolve tényleg minden n € Z-re T/,
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2.2. Tovabbi részletek, példak

o Osszefoglaljuk az ¢l6z6 szakaszt: ha egy T szerint periodikus f (t) figgvény felirhato igy:

- in2ry (ezt pongyolan , komplex”
= 2.1
/) Z e Fourier-sornak hivhatjuk), (2.13)

n=—oo

akkor egyenértékiileg mondhatjuk, hogy felirhaté a ,valés” Fourier-sornak hivhato sorral is:

ag - s - : s
f(t) = 5 + Z a, cos(nEt) + Z b, sin(n25t), (2.14)
n=1 n=1
ahol a kétféle felirasbeli egyiitthatok kapcesolata a kovetkezs: neNT pozitiv indexet véve
1 .
Cn = 3(an —1by), U = Cp+ C_p,
Cop = %CL(), 2( ) <~ agp = 2cg, (215)

C_p= %(an + ibn) b, = i(cn—c_n).

Megelslegezve, hogy a vizsgalt végtelen Osszeg(ek)et lehet tagonként integralni azt talaltuk, hogy
adott f(t) esetén a sorfejtésben szerepls egyiitthatok csakis a kovetkezsk lehetnek:

17 2
minden n€Z-re ¢, = T dtf(t)e_m%t. (2.16)
0

Sokszor konnyebb a c,-eket igy kiszamolni és ezutan az a,,, b,-eket az iménti (2.15) alapjan megad-
ni, de ez utobbiakra is felirtuk az egyenértéki kifejezéseket: n€ENT-t (pozitiv n-eket) megengedve

2 2

r . 2 (T , .
a, = T/Odtf(t) cos(nt), b, = = 0di& f(t)sin(nZtt), €s ap = T/Odt f(0). (2.17)

e Az integralas is és konvergens sorok tagonkénti 6sszeadasa is linearis miivelet (a konvergenciakat
egyelére megelSlegezve): szabadon linedrkombinalhatunk tehat sordsszegeket és egyiitthatokat a

[ =D F [ =YD F o (afi+Bh)E) =3 (acV+8cD)emF (2.18)

n=—oo n=—oo n=—oo

értelemben; persze ketté helyett akarhany véges sok tagra is. Ez jol hasznalhato pl. arra, hogy
fliggvények linearis kombinacidjanak Fourier-egyiitthatoit megkapjuk az eredeti fiiggvényekéibdsl.

e Pontositunk néhéany konvergenciatulajdonsagot (a bizonyitasokra részben utalva). Kelle-

mesebb az €7 !-ket hasznalé ,komplex” (2.13) Fourier-sor (és a ¢, egyiitthatok vonatkozo (2.16)

kifejezései) alapjan gondolkodni; a kévetkeztetések az egyenértéki ,yvalos” (2.14) sorra is igazak.

1. Mivel ¢y lényegében f(t) integralja, csakis a [0, T]-re integralhaté f fiiggvények jonnek szoba.
Emlékezve, hogy az integralhatdsig egyenértékii az abszolutérték integralhatosagaval, latjuk,
hogy mivel ‘ f (t)e”’”%wt‘ = |f(t)|, a ¢o egylitthatd pontosan akkor létezik, ha minden ¢, is. Az
f(t) integralhatosiga tehat alapveté kovetelmény. (Pl az az f(t), ami |0, T]-n ¢, kizart.)

2. Integralasnal az értelmezési tartomany nulla meértékid részhalmazai nem szamitanak: ha
két fiiggvény csak ilyen halmazon (pl. néhéany pontban) kiilonbozik, akkor Fourier-egytitthatoik
megegyeznek. Ha tehat egy f fliggvényrdl (valamilyen jo tulajdonsaga alapjan) belatjuk, hogy
a Fourier-sora (valamelyik értelemben) konvergens és visszaadja f-et, akkor az f-t6l csak nulla
mértékd halmazon kiilonbo6zé fy fiiggvények Fourier-sorai is nyilvan mind f-et adjak vissza.

Innentdl itt is kiterjedten hasznaljuk a ,,majdnem mindeniitt” megfogalmazast: ez azt
jelenti, hogy ,,ahol nem, az legfeljebb egy nulla mértékd halmaz”.
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3. Egy viszonylag egyszerii allitds (melyet az A.1. fiiggelékszakaszban belatunk): ha f min-
denhol legalabb kétszer differencidlhato, és a masodik derivaltja is korlatos fiiggvény (pl.
folytonos; természetesen ha f ,sima”, az b6ven jo; de vigydzat: ha f-et pl. a [0, T'[ intervallumon
adjuk meg, akkor a periodikussag miatt a most mondott feltételhez az is hozzatartozik, hogy f
is és f’ is olyan, hogy a O-ban jobbrdl vett és a T-ben balrol vett hatarértékei megegyeznek),
akkor a Fourier-sora konvergens pontonként abszolut, egyenletesen, és visszaadja f-et.

4. Lazitsunk az el6z6 pont feltételén: lehessen [0, T)-n (belsejében vagy hatdrdn) véges sok pontban
f-nek ugrasa vagy torése (azaz f’-nek ugrasa)! Ilyen f-eket elGallithatunk ugy, hogy az
el6z6 pont értelmében ,jo” fliggvényekhez ,egyszeri” toréses vagy ugrasos fliggvényeket (pl.
szakaszonként méas-mas konstanst vagy ,torott egyeneseket”) adunk. A ,jo” részre az el6z6
pontbeli ,jo” tulajdonsagok igazak, igy az [ fiiggvénylink Fourier-sordnak konvergencidja a
,maradékon” (az egyszerd toréses/ugrasos hozzaadando részen) mulik.

0 T 2T 2T

4. dbra. [ Torott” fliggvény elGall, mint "szép”+,egyszert torott”.

5. Aldbb megnéziink konkrét egyszert toréses/ugréasos fiiggvényeket; az illusztraciokbol lathato
lesz (és az A.1. fliggelékben részben be is bizonyitjuk), hogy ilyenekre a konvergencia nem
egyenletes a torés/ugraspontok kornyékén, azonban a Fourier-sor pontonként visszaadja a kiin-
dulasi fliggvényt annyi ,engedménnyel”, hogy a kétoldali hatarértékek szamtani kozepét
kapjuk az ugrasoknél. Az el6z6 megallapitassal egyiitt ez altalanosabban, sok "térott” flige-
vényre is igaz: a ,sima rész” sora pontonként konvergens és visszaadja a sima részt, az egyszert
toréses részre (ami ,beleteszi” a toréspontokat) pedig ez a szamtani kozepezés igaz.

6. Altalanosabban az, hogy az (integralhato) f(t) Fourier-sora milyen a mondottaknél gyengébb
feltételek mellett (és hogyan) konvergens ill. adja vissza f(t)-t, bonyolult kérdés. Konkrét
esetben esetleg megvizsgalhatjuk ezeket, de az altaldanos kérdésrdsl a XX. szazad mésodik felében
is sziilettek Gj matematikai eredmények; ezekkel nem foglalkozunk.

7. Mar most megjegyezziik azonban, hogy a Fourier-sor (és késgbbi altalanositasai) szempontjabol
egy ujfajta, az un. Hilbert-térbeli konvergencia lesz a legnagyobb jelent&ségii.

A gyakorlatban legfontosabb eset mégis az, amikor a Fourier-sor (majdnem mindeniitt) elallit-
ja a kiindulasi fiiggvényt. Ekkor tehat a Fourier-egyiitthatok egyértelmiiek: ha két fliggvény
Fourier-egyiitthatoi ugyanazok, akkor a fliggvények (majdnem mindeniitt) egyenlGek.

e A vizsgalt f(t) lehet komplex értéki (R — C) fiiggvény is. Ha minden a,, b, egytitthato valos,
akkor nyilvan a ,yalos” (2.14) Fourier-sor Gsszegfiiggvénye is valos értéki, és az egyiitthatok egy-
értelmiisége miatt visszafelé is: pontosan a (manjdnem mindendtt) valds értéki fiiggvények a,, b,
egylitthatoi valosak. A (2.15) megfeleltetés alapjan ezt a c,-ekre is atfogalmazhatjuk:

f(t) majdnem min- minden a,, minden neZ-re ¢, = cL,,.

—_— 2.19
deniitt valés értéki és b, valos (Specialisan: a ¢y valos.) ( )

Ebbe belefér az is, ha a c,-ek valosak és ¢, = c_,,: ekkor a,-ek valosak, b,-ek pedig nullak.
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A felirt ,valossagi feltétel” ugy is kijon, hogy a ,komplex” (2.13) sorbol indulunk ki:

majdnem minden 1. [ }
n=—oo n=—oo

tre (F(1)) =1 () Yoo | = S

2 o * —in2Tt S inZrt
& DYee T =Y "ce"T

n=—oo n=—oo

3. = * in2Z¢ = inZZ¢ 4, C*—n = Cn
& c et =% "c,e"T &
nzz—oo_n nzz_oo V n-re.
Az 1. 1épésben Fourier-soraikkal irtuk fel f*-ot és f-et, a 2. 1épésben a konjugalast (ami folytonos!)
bevittiik a végtelen 0sszegbe, a 3. 1épésben pedig atjeloltiik a bal oldali n 0sszegzdindexet —n-re,
végiil a 4. 1épésben lesztirtiik, hogy mivel itt két Fourier-sorral elGallitott fliggvény egyenls, ez csak
ugy lehet, hogy az egyiitthatok egyenként ugyanazok. Még egyszer: jol jegyezziik meg, hogy

f majdnem mindeniitt valés értéki & ¢, = ¢, minden neZ-re. (2.20)

Ez jo 6nellendrzési lehetdség, ha valos f(t) fliggvény Fourier-soraval foglalkozunk.

o Osszegyiijtiink néhany gyakrabban el6keriils primitiv fliggvényt. Itt a0; a the -5 vissza-
vezethetd a t*~le~%'_sre parcidlis integralassal (az e~®'-t derivaltnak tekintve és a derivalast a t*-ra
atharitva annak fokszama eggyel csokken); persze j6 mindent kozvetleniil ellendrizni is itt.

Ha a#0: Ha =0, és keN7, akkor
1 1
dt e_at = ——e_at’ /dt tk tk+1
o e
dtte™ = — a‘i‘?} e, Arra is emlékezziink, hogy
o —i 2.21

sm(ﬁt) ( iBt_ _Zﬁt),
o2 B ezek is segltenek né-
..stb., latszik a szisztéma. mely integralasoknal.

3 3t2 6t
dtt?’e“t:—[ M 6}6%

Tartsuk észben azt is, hogy egész n€Z esetén e"?™ = 1 ill. ™ = (—1)". Ez sokszor jol jon.

X ok ok

e Egyszeri példakat néziink Fourier-sorokra; természetesen vezessiink le mindent magunk!

T
fo, ha O<t<§,

Az els6:  f(t) = {
0, ha £<¢<T,

mas t-kre pedig: T szerint periodikus. (2.22)

Ez tehat egy adott fj értéktdl O-ra félaton levaltod 1épess. Hatarozzuk meg a Fourier-egytitthatokat!
1 t . f T/t? _in2z,. beirtuk, hogy f félig
" konstans, félig nulla.

ElGszor ,,0sztonosen” minden n-re egyszerre pr()bélkozunk, de észre kell venni a kivételes esetet:

.21 _T
foe Tt =3 ifo , _ 1fo 0, ha n paros
H 0: ¢, == =——(e""—-1)=—((-1)"-1) = ’ ’
anz ¢ T —z'n%” o 2mn (6 ) 2mn <( ) ) —%, ha paratlan.
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n=~0-ra viszont mas a primitiv fliggvény (azaz: ilyenkor emin it éppen konstans 1), ugyhogy

T/2
f/dtl_

Osszeszedve még egyszer ill. a (2.15) megfeleltetés alapjan ay, b,-eket kikeverve n>0-ra:

%, ha n=0, n=0-ra csak ag van: ag=/fo,
Cn = 0,‘ ha n#0 paros, & Ha n>0, és n péaros: a,=0, b,=0,
—%, ha n paratlan Ha n>0 paratlan: a,=0, bn:%.

Tényleg minden ne€Z-re ¢, = c*,,, és ennek megfelelGen a,, b, tényleg valésak. Az is megnyugtato,
hogy az egyiitthatok ,fizikai dimenzidja” (mértékegysége) tényleg az, ami fy-é: ez tényleg az f(t)
fliggvény altal leirt mennyiség mértékegysége is. A kapott ,komplex” ill. ,val6s” Fourier-sor tehéat

f(t) :——zfz & f(t):§+2—f0- Z%sin(n%“t).

™
nez paratlan n=1,ptlan

Az alabbi abran a (valos) Fourier-sor egyre tobbedik részletosszegeit lathatjuk: egyre jobban meg-
kozelitik a kiindulasi f(t) figgvényt. Kivétel: az ugraspontokban. Itt az dsszes sin-fliiggvény nulla,
a konstans tagbol pedig latszik, hogy a visszakapott érték tényleg az ugrés ,kozépértéke”.

f(t)

n=0
n=1 n=>5
n=3 . —
n=>5 :
n=9
n=9 .
n=21
n =21 (\M\M W\/
n.:oc °

o
[ ]
O

5. abra. A vizsgalt lépcsd-fiiggvény Fourier-sora. Bal oldal: a fliggvény ill. a (valos) Fourier-sor
néhany tagja. Jobb oldal: részletosszegek és hatarértékiik (=a fiiggvény, az ugrasponokat kivéve).

o Kovetkezd példa legyen egy ,ftirészfog-jel” f, amplitidoval: linearisan novekszik t=0-t6l
T/2-ig 0-r6l fo-ra, majd ugyanigy visszacsokken O-ra, mire ¢ T-be ér. Nem elhanyagolhato rutin-
feladvany az is, hogy ez alapjén szépen képlettel felirjuk a kivant fiiggvényt:

2t T
£t) = { fo, ha 0<t<Z,

mas t-kre: T szerint periodikus. 2.23
fo(2=%), ha §<t<T, g 229

A Fourier-egyiitthatokat megadé integralokat nyilvan két szakaszra bontva érdemes kezelni.
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Rogton latszik az is (1d. a fentebbi (2.21) emlékeztetSket is), hogy az n=0 eset ,kiilonleges™

1 T 2w 2f0 T/2 2m 2f0 t 2w
= — [dt f(t)e Tt = dtte ™7t 4 dt(1—= |e T, 2.24
o = [ fOe =2 T/m : (2.24)
2fo (112 2f, ( t) 2fo "% 2y ( t2>T £
Ha n=0: ¢y = dtt + — [dt(1— +—(t—— ==—. (2.25)
T2 T Jr) T T2 2 T 2T ) |, /o 2
2 1 L7722 T t 1 o |”
Ha n#0: ¢, = f;( 7 T 2 2)6_’"2 o+ fzo { — pP o }e_’"QTt =
-1 1
= fo {%_n%ﬂ} = {0, ha n péaros, és —n22’;‘:2, ha n péaratlan. (2.26)
Behelyettesitgettiink, egyszerisitgettiink.!® Osszeszedve és a ,yalos” sor egyiitthatoit kikeverve
=1L, ao = fo, ) )
és az Osszes
Cn0 paros — 07 ~ An#£0 paros — 07 b —
__2f _ _4f n = 0.
Cn péaratlan = — ;2,2 Qp paratlan = — ;3.2

Megnyugodhatunk: a,-ek, b,-ek tényleg valosak, ,mértékegységiik” fo. A Fourier-sorok tehét:
2f0 ,Ln277 4f0 T
f(t):%_ Z n27T26 T < f(t>:f_20_ Z n2ﬂ_2 COS( : t)‘

n ptlan n>0,ptlan

Itt gyorsabban (~-5 mo6don) csokkenek az egyiitthatok, mint a lépesds példaban (ott ~L volt);
weyorsabb” a konvergencia is. Tovabbé nincs ugras: a konvergencia tényleg mindenhol ,hibatlan”.

6. abra. A firészfog-fiiggvény Fourier-soranak tagjai.

e Szamoljuk végig (s6t esetleg vizualizaljuk részletosszegenként) az alabbi gyakorléopéldakat is!
1. Vegyiink egy fo amplitudoja fél szinuszt, T szerint periodikusan ismételgetve (abrét 1d. alabb):!

F(t) == fosin(Zt), ha t€0,T].
A c¢,-eket a Sin(%t) = 27(6 %t—e’i%t) atirassal szamithatjuk ki; az (egyszertsitett) eredmény:

2f0/7T 4f() 1
= n= T,
1—4n? m 1—4n?

végre egyszer nem nulla minden masodik. Itt nem kellett semmilyen n-re , kiilon odafigyelni”;

b,,=0;

minden n€Z-re ¢, =

az n=0 egylitthato azzal tinik ki esetleg, hogy méas az elGjele, mint a tobbinek.

2. Vegylink egy t=0-ban ill. t=T-ben a vizszintes tengelyt metsz8, kozépen fy-ig kiemelked§ lefelé
nyitott paraboladarabot (7" szerinti periédussal ismételgetve; abra alabb). Irjuk fel képlettel is:

G(t) := fo-44(1-%), hatel0,T].

10 Megjegyzés: masképp is szamolhatunk. Abbol Stletelve, hogy a fiirészfog szép szimmetrikus, érdemes lehet
a (2.24) feliras masodik tagjaban ¢ — T—t modon helyettesiteni, igy az is 0-tél T/2-ig vett integral lesz. Igy
Osszevonva a két tagot trigonometrikus fiiggvények integraljait kell kiszamolni; ugyanarra az eredményre jutunk.

1 Ha igy képlettel felirjak, el ne tévessziik: a t-beli alapperiodus itt 27" lenne, de félbevagtuk. Az egész periédust
szinuszhullam (valos) Fourier-sora pontosan egyetlen szinuszos tagboél allna; a mostani példafiiggvényé nem ilyen.
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Ez a G(t) és az el6z6 F(t) ,hasonlitanak”; a Fourier-egytitthatoik mar csak kérdésesen. Itt (is)
a korabbi (2.21) képletek kellenek; az n=0 esetre kiilon oda kell figyelni. Az eredmény:

_ 2 _ 2fo _ 4 _ 4fo _
co = 3 Jo, Cn#0 = ~ 2.2 g ao = 3 fo, (n#0 = —;3.2> b, =0.

3. Jojjon egy ,fél-flirészfog” —%-tc’ﬂ f—2°—ig linearisan novekszik [0, T'[-n (és T' szerint periodikus):

H(t) = fo(4—1), hatel0, 1]

= Az eredmény: co=0, cpzo = fo =14 ap,=0, bp=2%.

2inm

= A sort is felirjuk:  H(t) = Z Jo Tl = Z Jo sin(n25t). (2.27)
nm

Ez a H(t) az el6z6 G(t)-nek a derivaltjanak —Z-szorosa. Ha ezt eljatsszuk tagonként a G(t)
Fourier-soraval, belathatjuk, hogy a H (t) egyutthatm ennek megfelelGen adodnak a G(t)-iéibsl.

Io s111 AV\/\/\ 4}‘{,: V\/\/\fo f—f Ai
v 3T ¢!
[ ) v

7 0 T 2T

7. abra. Az iménti példa-fiiggvények (és hattérben az alabbi utolso).

4. Vegyiik az el6z6 fél-firészfog H(t)-t kétszeres frekvenciaval és eltolva; 1d. a 7. abra jobb oldalan

hattérben. Egyszertibb [0, T] helyett a [—%, %[ intervallumon el&irni a fiiggvényt; mivel T’
szerint periodikus, igy is jo. S6t a c,-ek kifejezéseiben is 0-t6l T-ig vett helyett ——-tol ——1g

vett integralt irhatunk; mivel az dsszes e T is T szerint periodikus, gy 1s jo. Teha,t.

J(t) = fo#, ha —L <t<I mas t-kre régziti, hogy T szerint periodikus.
B(E-1), e <rsit,

/3T£f —in% 0, ha n=0, vagy ha n péaratlan,
= = =...= =
T/4 (-1)z4 Zfo , ha n#£0 paros

= a, =0, b,=0, ha n>0 paratlan, és b,=(—1 )nH%, ha n>0 paros.

Az n/2 ne zavarjon a kitevében: a szerepls n-ek parosak. Felirjuk a komplex ill. a valos sort is,
a péaros n-eket n=2m-ként irva, és minden meZ\{0}-ra ill. minden meNT-ra sszegezve:

J(t) = ;ﬁ Z (—1)’”62"”2” %Z (_1)msm(2m2”t) (2.28)

™ m
meZ, m#0 m=1

Ahogy bevezettiik, az alapjan kigondolhatjuk, hogy ez a J(t) kifejezhets az el6z6 példabelivel:
J(t) = H(2(t+1)). Irjunk be H(t) fenti (2.27) sordba t — 2t+Z-t; lassuk be, hogy igy is J(t)
most kapott (2.28) sorat kapjuk! Tanulsdg: a Fourier-egyiitthatok integrélkifejezései ,Osszeille-
nek” a trigonometrikus/exponencialis ,bazisfiiggvényeink” egyszert ismert tulajdonségaival.

e A példaink (amelyekben direkt ,szép” integralok voltak) talan kozelhoztak a Fourier-sorokat.
JAtgondolnivalokat” is elévettiink; tovabbi kiegészitések vannak az A.1. fiiggelékben. Kiemel-
juk még egyszer, hogy f(t) integraljaval a ¢y (ill. az ag) kapcsolatos: adott f(t)-hez konstanst
adva csakis ez(ek) az egyiitthato(k) tolodnak el. Egyre nagyobb indextd tagok az egyre nagyobb
frekvenciaju részleteket ,tarjak fel”; pl. a toréspontok ,hibatlan” lekovetéséhez végtelen sok tag kell.



2.3. A T—oo hatdratmenet: Fourier-transzformaéacio 21

2.3. A T—oo hatardtmenet: Fourier-transzforméacio

......

A ,frekvenciaeloszlas” kérdése felmeriilhet nem periodikus fliggvényekre is: pl. az alabbi 8. dbra
fliggvényeiben a szemmel lathato frekvencidk bizonyéara nyomatékosan szerepelnének. Az eddigi
modszer (a Fourier-sor) azonban tehetetlen veliik: nem periodikusak. A Fourier-transzformacio
innen kozelitve lényegében ,a Fourier-sor altalanositasa nem periodikus fliggvényekre”.

8. abra. J6 lenne valamit mondani nem periodikus fiiggvények frekvenciaeloszlasarol is.

e Vegylink tehat egy (nem periodikus) f : R — C fliggvényt! Jeloljink ki mégiscsak egy 7>0

értéket, és tekintsiik f-et a [—%, %] intervallumon, ezen kiviil pedig ,egészitsiik ki periodikussa”

az ezen intervallumbeli menetet masolgatval (Abra aldbb.) Az igy kapott periodikus fiiggvényt
Fourier-sorba fejthetjiik. Persze ez még nem a kiindulési f(¢), de esetleg valahogyan a T—o0 ha-
taratmenettel az eredeti f(t) egyre nagyobb darabjat (hatéresetben: az egészet) le tudjuk kezelni.

(Azért is [—%, %]—b(’)’l indulunk [0, 7] helyett, hogy R*-t és R™-t is lefedjiik T—o0 soran.) Kérdés:

lehet-e itt értelmes T—oo0 hataratmenet. A | komplex” Fourier-sorral lesz érdemes dolgozni.

Adott T esetén az f(t) [—%, %}—beli menetét elkodolja” az ebbdl az intervallumbol kiindulva

kapott Fourier-sorbeli ¢, egyiitthatok Osszessége. Az ein Tt ,bazisfliggvények” a 2% frekvenciat és
(pozitiv, nulla, negativ) egész szamu tobbszoroseit tartalmazzak; ideiglenes 1j jeloléssel:
wy, = N3, Aw= 2. A bazisfiiggvények: T = gint, (2.29)
_rr
2072
venciaeloszlast megado ,fiiggvény”: értelmezési tartoméanya az w,-ek halmaza, értékei maguk az

A véges T-jd [ ] intervallum esetén kapott ¢, egyiitthatok osszessége tulajdonképpen a frek-
egyiitthatok. T'—oo hataresetben azt gondolhatjuk, hogy ezen ,fliggvény” fiiggetlenvaltozo-értékei
az egész folytonos weR halmazt betoltik, azaz a frekvenciaeloszlas egy ,yalodi” R — C fliggvénnyé
valik (a diszkrét w,-eken ,értelmezett” egyttthatok helyett), mivel a szomszédos w, frekvencidk
Aw = 2% tavolsagra vannak, igy T— o0 sordn ,bestirtisddnek” (dbra aldbb).

E fonalon szeretnénk a Fourier-sort gy ,tovabbfejleszteni”, hogy T— o0 esetén is értelmezhetd
képleteket kapjunk. Eddig azt tudjuk, hogy ha f(t) a [ z Z} intervallumon értelmezett, akkor

T 202
> , 1 (72 ,
f(t) = Zc(wn)e“""t & c(wp) = T/T(}zsz(t)e_w"t; ugye w, =n2 = nAw. (2.30)

A c,-eket most ¢(wy, )-ként irtuk: 6k a frekvenciaeloszlasnak az w, frekvencidhoz tartozo értékei.

o A felirt integral minden bizonnyal az egész R-re vett integralla valik, ha T-vel végtelenhez tartunk,
az elGtte 1&vo % ill. az f(t)-t el6allito Gsszegzés sorsa viszont kérdéses. A nyerd otlet: ,renormaljuk”
a c(w,)-eket a bevezetett Aw-val, azaz térjiink at az alabbi f(w,)-ekre:

Fam =) o =S Fae aw, Flen) = [ at fe e, (231)
T Aw = " 7 Y TAw ~T/2 ‘ '
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Két légy titddik egy csapasra. Egyrészt T Aw=27 jol meghatarozott érték, nincs gond vele T—o00
esetén. Masrészt T—o00 sorén az f (wp) értékek egyre tobb w-nal valnak érdekessé, és a felirt Osszeg
pont az, aminek Aw—0 finomitasaval az ott szerepld folytonos valtozoju w-fliggvény integrdljdt
definialnank (kiértékelgetés, Aw-val szorzas, Osszeadas, majd Aw—0.) Gondolatmenetiink azt
sugallja tehat, hogy a nem periodikus f(t) fiiggvény ,frekvenciaeloszlasa” egy f(w) fiiggvény, amire

oo ) 5 1 00 '
f(t) :/dw fw)e™ & flw) = Z—/dtf(t)e_m. (2.32)
—0 TJ -
Ez mar lényegében az, amit kerestiink: az f(w) fiiggvény az f(t)-nek a Fourier-transzformaltja.
L ~
Tt T T TN T T LT . L4
0 S -
t

f(t) w

t

9. dbra. Véges T periodustu Fourier-sor diszkrét frekvenciaértékeket hasznal, melyek T-t novelve
egyre striibben helyezkednek el. Ez alapjan hataresetben a frekvencia folytonos valtozova valik.

o {-vel jeldltiik a yvizsgalt f fiiggvény” valtozojat és w-val az f(w) Fourier-transzforméltét (mert-
hogy pl. idsfiiggvényrdl ill. frekvenciaeloszlasrol lenne sz6). A Fourier-transzformaltat megado ill.
az abbol az f(t)-t Gjra Osszerakod (2.32) integralok azonban (noha az iménti gondolatmenetben
masképp ,sziilettek”) nagyon hasonlitanak egymasra. Tetézve: lehetett volna pl. tgy is csinélni,
hogy amikor a ¢(w,)-ekrsl f (wp)-ekre attériink a (2.31) egyenlet szerint, Aw mellett még egy kons-
tans szorzot is beledefinidlunk f (wn)-be. Kellemes lehetdség pl. ha még \/Lz?—t is befrunk, azaz amit

eddig f-nek hivtunk, azt \/LQ? f—nek hivjuk. Ekkor képleteink szép ,szimmetrikusak” lennének:

f) = o= [dwfe o fw) == [asme 23

S6t: igazibol az is csak megéllapodés kérdése volt, hogy hol szerepel e™?, és hol e=**. Definialhat-
tuk volna akar a komplex Fourier-sort is ,forditva™ gy, hogy a ,bézisfiiggvények” az e*nt-k helyett
e~nt_k legyenek (és igy az deriilt volna ki, hogy az egyiitthatokat megado integralokba e™nf-k ke-
riiltek volna e~“n’-k helyett). Ezt is ,benyelve” mar tényleg az a helyzet, hogy csak viszonylagosan
mondhatjuk, hogy f és f koziil melyik az ,eredeti” fiiggvény és melyik ,a Fourier-transzformalt”.

e A mondottak miatt (is) az irodalomban nem egységes a definicid, a sz6hasznalat. A lényeg:
,oda— ill. vissza”-Fourier-transzformalésrol kell beszélni; valtozatos lehet, hogy ki-ki melyik integ-

ralba ir e™!-t ill. e7™'-t, és hogy melyik integrél elé¢ milyen szorzét ir. (A fentebbi gondolatmenet
1
21

szabadon ,szétoszthatjuk™ keriilhet ide 1, oda %, vagy forditva, vagy ide is, oda is \/L??, stb).

alapjan biztosnak tiinik, hogy a két szorzo szorzata de mint az el6z6 pontban mondtuk, ezt
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e Mi a kovetkezSkben gy fogalmazunk, hogy az eddigiek nyoman bevezetjiik mindkétféle
Fourier-transzformélast mint fiiggvényhez figguényt rendeld, F, ill. F_ jeld miiveleteket:

az F, mivelet az f : R — C fiiggvényhez egy szintén R — C fiiggvényt rendel, igy:

(Fef)(y -\/—/dxf ), (2.34)

A =+ index tehat az exponenciélis kitevGjének elGjelére utal. Az ,oda-vissza szimmetria” hangsu-
lyozésa kedvéért itt ¢t és w helyett a ,jellegtelen” x-szel és y-nal jeloltiik a véaltozokat; tovabba az

,,\/% \/L valasztas mellett tessziik le a voksot. Baratkozzunk meg a zarojelezéssel az (]—"jE f )( )

jelolésben: az F. az f-bol az Fi f figgvényt ,csinalja”, és ennek y-ban felvett értékérsl van szo.

e Noha a ,/7—o0” gondolatmenet igen pongyola volt, a Fourier-transzformaciok ez alapjan
bevezetett (2.34) definicioit mar ,yvegyiik komolyan”! Integrdlokkal dolgozunk: egyrészt figyelni kell
az integralok létezésére, masrészt megnyugato, hogy ,kitaposott” matematikai terepen mozgunk.

A (2.34) definiciok paraméteres integralok: az eredményfiiggvény y helyen felvett értéke
egy x-re vett integrél eredménye, ahol az integrandus y-tol is fligg. Az integréalas linedris: f
helyébe linearkombinéciot, pl. af; + [ fo-t irva a felirt paraméteres integrél eredménye is ilyen
linearkombinacioval adodik az fi-re és fo-re kapottakbol. Az F. Fourier-transzformalésokra tehat
azt mondanank, hogy ¢k az R — C ,fliggvények vektorterén” hato linearis operatorok.

e Fontos megjegyzések:

1. Az e tényezs miatt (is) vilagos, hogy komplex értékid, R — C fiiggvények kozott mozgunk
(még ha az dbrakon egyszertibb is valos értékiieket rajzolni); valos értékd f-re is Fy f altalaban
komplex értékd fiiggvény. Ha utébbira mint az f fiiggvény frekvenciaeloszlasara gondolnénk,
akkor tovabbi megfontolasok kellenek (egy eloszldstol elvarjuk, hogy valos értéki legyen).

2. A, T—o0” gondolatmenet ,,joslata”’, hogy az .7:"+ é6s F_ transzforméciok egymas inverzei (1d.
a (2.33) egyenletet: az egyik integral megadja f(t)-t f(w)-bol, a méasik vissza). ,Operéatorosan”

FoF_ =], F_F. Z ], osszefoglaloan:  FoFs Z ] (2.35)

Nagyon fontos, hogy a ,/T—00” gondolatmenetiink nem rendes bizonyitas: jogos is kissé
kételkedni most. Meglatjuk majd, hogy ez a (2.35) tényleg igaz, de ,koriil kell asni”. Ugyanis
nem minden fliggvényre értelmes a (2.34) integral; s6t még az is el6fordulhat, hogy egy f
fiiggvényre értelmes, azonban az Fu f fiiggvényre nem: ilyenkor ,oda” tudnank transzformélni,
de ,,Vlssza nem. Az ]:i]::F 2 képlettel tehat értelmezési tartomany szempontjabol is lehet
baj: az I egységoperatorra azt mondanank, hogy 6 minden fliggvényre értelmes (és I f=1.

3. Nem azért tettem idézGjelbe, hogy Fia Sfliggvények vektorterén” hat, mintha ez utébbi valami
misztikum lenne (tudjuk ugye, hogy az R — C fliggvények a pontonkénti osszeadéssal és szam-
malszorzassal ellatva vektorteret alkotnak), hanem mert tisztazni kell, hogy pontosan milyen
fiiggvények vektortere jon szoba. Azonban nem csak az lesz, hogy koriilhataroljuk, hogy mikor
létezik (ill. ilyen-olyan jo tulajdonsagn) az F. f-et megado integral: jot tesz a matematikai (pla-
ne a fizikusi) gondolkodasban, ha nemcsak kidobunk mindent, ami a bebetonozott fogalmakon
kiviil van, hanem tagitjuk a kereteket. Meglatjuk majd, hogy milyen ,objektumok” halmaza a
Fourier-transzformaciok ,természetes kozege”: az un. temperdlt disztribticiék halma-
za. Fzek a fizikdban igen fontosak, és (ma méar) matematikailag is ,rendben vannak”.
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2.4. Fourier-transzformaci6: alaptulajdonsagok

e Van tehat egy .7:“+ és egy F_ miveletiink, amelyek igy rendelnek hozza fiiggvényhez fiiggvényt:

(F 5 .\/_/dxf v (Fof)y .\/_/dxf (2.36)

Mivel yeR-re |f(x)er¥*| = |f(z)|, és egy fiiggvény pontosan akkor integralhato, ha az abszoltit-
értéke is az, a felirt integralok pontosan akkor léteznek minden y€R-re, ha f integralhato6: a
Fourier-transzformécio egyelére integralhato fiiggvényekre értelmes. Az alabbiakban elGvett tulaj-
donsagok ,rimelnek” arra, hogy F_ és .7:—+ egymés inverzei, de ezt egyel6re nem hasznaljuk ki.

A valtozokat hol igy (x-szel és y-nal), hol masképp (pl. az ,eredeti” t—w moddon) jeldljik.

+iwt

e Egy egyszeri de fontos megallapitas: w=0-ban e éppen 1, ezért egy Fourier-transzformalt

w=0-ban felvett értéke az eredeti fiiggvény (egész R-re vett) integraljaval kapcsolatos:

Ha g(w) = (Faf)(w), akkor  g(0 dt f(t)

=5

e Mikor valos értékii egy Fourier-transzformalt; azaz ha f = F, f, akkor milyen legyen f, hogy
f(t)=f*(t) legyen? Az Fif-et definidlo integral konjugaltjat alakitjuk: 1. bevissziik a konjugé-
last, 2. az exponencidlist konjugaljuk, 3. w — —w valtozohelyettesitést végziink, mely a hatérok
cseréjével és a derivaltbol jové —1 szorzoval pont az eredeti fajta alakra vezet.

{/Sow f(w)eﬂ“t} L /fiow Fw)[er™]" % /Sow Frw)etit & /Sow fr(—w)et,

Visszarakva az \/%7 szorzoOt arra jutottunk tehat, hogy

f(t):\/% /_ dw fw)et™ = f*(t):\/% /_ d F*(—w)etiot, (2.37)

Ebbdl lesziirhetiink egy feltételt arra, hogy f(t)=f*(t) legyen minden t-re:

ha f=F.f, és majdnem akkor f(t) valos ér-
. rr F ; e (2.38)
mindeniitt f(w)=f*(—w) tékd minden t-re.
o Visszafelé: egy valos értéki fliggvény Fourier-transzformaltjara is hasonlé megallapitast tehetiink.
ha f = .’ﬁ#f, és f(t) valos akkor minden w-ra
PO : . = = (2.39)
értékd majdnem mindentitt fw)=Ff*(—w).

Ez az el6z6h6z igen hasonlo atalakitason mulik; f*(—w)-bol indulunk és f(w)-ba érkeziink:

VI[P f) ()] = [/_dtf( Jerit } = [t e = fan e = VaRE ).

o _
Figyelem: nem haszndltuk ki a latott két tulajdonsag levezetéséhez, hogy Fp az ]—A}F inverze lenne,

azonban a (2.38) és (2.39) eredmények viszonya nagyon is konzisztensek ezzel. Es mellesleg arra is
hasonlitanak, hogy valds értékd fliggvény Fourier-soranak egyiitthatoéira c,=c*, teljesiil.

e Parossagrol-paratlansagrol megallapithatjuk a kovetkezoket. Ellenérizziik az f = (]:"i f )( )-t
definialo (¢ valtozoval irt) integralban a t — —t valtozohelyettesitéssel, hogy ha minden t¢-re teljestil,

hogy f(t)=f(—t), akkor f(w)=f(—w), illetve ha minden t-re f(t)=—f(—t), akkor f(w)=—f(—w).
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Ez kiilon-kiilon F,-ra és F_-ra is igaz. Arra jutottunk tehéat ebbdl, hogy
ha f pdros (ill. pdratlan), akkor Fof is pdros (ill. pdratlan) figgvény.

Ezt kombinéalhatjuk is a valossagi feltétellel, (2.38)-cal és (2.39)-cel. Lassuk be igy a kovetkezdket:
1.) valos értékd paros fliggvény Fourier-transzformaéltja is valos értékid paros fiiggvény,
2.) valos értéki paratlan fliggvény Fourier-transzformaltja képzetes értéki paratlan fiiggvény.

e Nagyon fontosak lesznek a Fourier-transzforméciok ,,miiveleti tulajdonsagai”. Alapozasként
bevezetjiik az alabbi, R — C fliggvényekhez R — C fliggvényeket rendeld linearis operatorokat:

i { egy adottA g fiiggvénnyel val6d szorzas: minden f fiiggvényre é?celmes, ¢és az f-hez
97 | rendelt M, f fiiggvény hozzérendelési utasitasa értelemszerden (M, f)(z) := g(z)f(x).
- adott a€R-rel val6 jobbra tolas: minden fliiggvényre értelmes; adott f-re
{ az L, f fiiggvényt az (Lof)(x) := f(x—a) hozzéarendelési utasitas értelmezi.
D { a differencialas: diﬂerenci@lhaté fiiggvényekre értelmes; az f-hez rendelt Df
- U fiiggvényt kézenfekvGen a (D f)(x) := f'(x) hozzarendelési utasitas értelmezi.

Ezek tényleg linearisak: fliggvények linearkombinécidjanak eltoltja, fliggvényszerese, derivaltja az
eltoltak, fiiggvényszeresek, derivaltak linearkombinéacidja. Egymas utén is hattathatjuk (kompo-
nalhatjuk) Sket; néha kumuk a o Jelet néha nem (operatoroknal a kompozicié neve ugye ,szorzas”).
Nyilvanval6 pl. hogy M o M Mg1 g2
figyeljiink a sorrendre: AB A o B-ben ugye elészér B hat, aztan A.

Az aldbbiakban az , f(r)=2" identitas-fliggvényt id-del jel6ljiik: ez olyasmi egy darab

és az is, hogy aM M4, ahol o konstans szam. Amugy

szimbo6lum, mint a sin, a cos; jol jon majd.?
e A bevezetett operatorok és a Fourier-transzformacié viszonya egyszeri atalakitasokon mulik.

1.) Tekintsiik az © — z+a valtozohelyettesitést (eltoldst) az Fi-t definidlo (z-re vett) integralban:

/dx eV f(r—a) :/dx eFWEta) (1) = eﬂ“y/dx eV f (1),

— 00 — 00 — 00

Kibontva ill. becsomagolva azaz felismerve, hogy milyen operdtorok hatnak, arra jutunk, hogy

dxeﬂyx(L ) = — [dze™™" f(z—a),

(FeLof)(y) =

masrészt

amibdl leszitirhetjiik (operatoros jeloléssel), hogy az L, eltolas és az Fy transzformacio kapcsolata
ﬁi % ZA—Ja = Mexp(:l:ia-id) © ﬁia (24())

az értelmezési tartomdny pedig ugye: mindkét oldal hatasa pontosan az integralhato fiiggvényekre
értelmes (hiszen tényleg pontosan ilyenek jottek szoba az ide vezets ekvivalens atalakitasokban).

2.) Tegyiik fel, hogy f folytonosan differencialhato, és probaljuk meg a derivaltjat, f'(x)-et Fourier-
transzformalni! Osztonosen parcialis integralassal probalkozhatunk. Az f’-beli derivalast a masik

12 Jelglésgyakorlasként gondoljuk ki, hogy az L,DMiqsin fiiggvény masképp irva az f () = (z—a)cos(z—a) +
sin(x—a) figgvény: az f(x)=sinz fiiggvényre hatott az identitassal szorzas; kapjuk f(x)=zsin z-et, derivalva az
f(x)=x cos z+ sin z-et, végiil ezt eltoljuk a-val. Mésik emésztenivald: ha f(y) = y2, akkor e¥y? = (Mexp(id)f) (y).
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e tényezdre haritjuk, mivel az ott egyszertien hat: %eﬂyx = Fiye™™*. Az x szerinti integralbol

pedig kiemelhetjiik +iy-t. Egyel6re véges intervallumra integralva:

/{;im et (1) = [eiiymf(:c)} ¥ zy/agx et f (1),

Ha f’ integralhato (R-re), akkor a bal oldalnak létezik a,b—=+oo hatarértéke (az f’ Fourier-
transzforméaltjanak értéke y-ban), igy a jobb oldalnak is. Tovabba ha f’ integralhato, akkor véges
a, b esetén is létezik fab da f'(z) = f(b)—f(a), és léteznek a lim, oo [ dt f'(t) = limy 100 f(2) —
f(a) hatarértékek fix a-nal. Vagyis: léteznek a lim, 1, f(x) hatarértékek. Tegyiik fel még, hogy f
is integralhato (R-re)! Ekkor a (mar lattuk, hogy 1étez6) lim, 4, f(z) hatarértékek csakis nullak

r=b

r=a

lehetnek.'® Ilyenkor tehat a jobb oldalon a, b—400-t véve a kiintegralt rész nulla lesz, igy tehat
a mondott fajta f-ekre /da: etV (1) = :Fz'y/dx eV f (1),
amit (,kibontva” ill. ,becsomagolva”) az alabbi operétoros jeloléssel is felirhatunk:

1
\/_

masrészt Fiy (T; eV (1) = :Fiy(ﬁif) (y) = (MﬂFi-idﬁif)(y)'

(FeDf)(y) = dxei’”(Df)( ) = \/— de“ e f(z),

Még egyszer: akkor igaz ez, ha f integralhato, folytonosan differencialhaté és f” integralhaté (mint
lattuk, utobbi egyenértéki a lim, 1., f =0 kovetelménnyel). Ilyen fiiggvényekre hatva tehat

FroD = NMesiqo Fu. (2.41)
3.) Jojjenek az el6zGek ,forditottjai”. Mi lesz, ha Fourier-transzformaltat eltolunk? Allitas:
f/a o ﬁ:ﬁ: - ﬁ:l: o Mexp(qiiwid)a (242)

az integralhato f fiiggvényeken mint értelmezési tartomanyon: a bal oldal pont ilyenekre értelmes,
és a jobb oldal is, mert eTiidf pont akkor integralhato (igy F. hathat rd), ha f is az (hiszen
leTieid|=1). Az allitasunk indoklasa igen egyszerti; lényeg, hogy a kimelelt 1. lépésben szétirjuk az
exponencialis szorzot két darabba:

(L) )= (ﬂf)(y ) = = [dr e ) & [t ) -

dZL‘ eﬂ:zya: (Mexp($ia-id)f) ( ) (.F:t exp(Fia- 1d)f) (y)

\/_

4.) Végil derivaljunk egy Fourier-transzforméaltat! Ehhez paraméteres integralba kell , bederivalni”:

—/dxf )e= e —/dx f(z )aezw /?ioa: f(z) - Five=w" :/(01033 [+iz f(z)] e

— 00 —00

ebbdl az adodik (most méar az olvaséra bizva, hogy felismerje az elSkeriilt operatorokat), hogy

D o ﬁi = ﬁi o M:I:i-id' (243)

13 Csak amiatt, mert f integralhaté —oo-t6l oo-ig, még nem feltétleniil léteznek a lim, 1. f(z) hatarértékek;
ha tudjuk, hogy igen, akkor tényleg csak nullak lehetnek. Viszont vazoljuk fel pl. az f(z)= -, Xfn,n+1/n2)(T)
fiiggvényt (ugye xg(z)=1, ha x€H, és xg(x)=0, ha x¢H): ez az f integralhaté RT-ra, de nem létezik lim, .o f.
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Nyilvan olyan f fiiggvényekre értelmes ez, amelyek integralhatok, és o f(z) is integralhat6.! Ilye-
nekre viszont belathat6 hogy ,legalis 1épés” volt bedifferencidlni a paraméteres integralba.!®

X ok ok

e A kapott azonossigok alkalmazhatosaga tigy valhat rutinna, ha nemcsak versikeszertien, hanem a
latott indoklésokkal egyiitt jegyezziik meg 6ket. Azt is meglatjuk majd, hogy szinte azt mondhat-
juk, hogy ezek és a késébb latott hasonl6 tulajdonsagok a Fourier-transzformécié igazi hasznositasi
lehet&ségei, nem is a ,frekvenciaeloszlas” gondolata (noha az volt a motivacio). Osszefoglalva:

1) Ha az f fiiggvények, amikre

hatunk, integralhatok, akkor Fiola = Mexp(tiaia) © I, (2.44)

Ha az f fiiggvények, amelyekre hatunk, integrélha- . A . .
2.)  tok, folytonosan differencialhatok, és lim, 4o f =0, FroD = Myq0Fy, (2.45)
(ezekbdl kovetkezik, hogy f’ is integralhato), akkor

Ha az f fliggvények, amikre > ~ 7 ’ .
3.) hatunk, integralhatok, akkor LaoFs = T 0 Mewriaia) (248)
1) Ha az f fiiggvények, amikre hatunk, integral- DoF. = FuoMuu. (2.47)

hatok, és id - f is integralhato fliggvény, akkor

e Ide is szépen illeszkedik az, hogy a kétféle Fourier-transzforméacié egymas inverze lesz: fentebb
kiilon mindegyik latott azonossagot megindokoltuk, de ha elhissziik, hogy f"i]:} =1 (és most ideig-
lenesen gy vessziik, hogy minden operator mindenhol, azaz minden fiiggvényre hatva értelmezett;
temperdlt disztribucick halmazara kiterjesztve majd igy is lesz), akkor elég a latott azonossagok
Sfelét”, pl. az 1. és a 2. szamat megjegyezni, a 3. és a 4. mar rekonstrualhato ezekbdl.

A 3. tulajdonsagot igy kaphatjuk meg az 1.-bdl (izlésesen (=, eleve tudva”, hogy hogy lesz jo az
el6jelkiosztas) beirva, hogy I=FyF-, illetve a jeldlt lépésben az 1. tulajdonsagot hasznélva):

LoFy = ILoFy = (FuFs >L Fo=Fe(Frlo)Fe = ﬂ( exp(Fiaid) T >ﬁi =
= ]::i: exp(Fia-id) (JT-':F'F:I:> Jr:l: exp(Fia-id) [ Jr:l: exp(Fia-id)» (248)

a 4. tulajdonsagot pedig a 2.-bdl (a kijelolt 1épésben kihasznalva az utobbit):
Dﬁi = fﬁﬁi - (ﬁi.ﬁ#)ﬁﬁi - ﬁi(.ﬁ#b)ﬁi 2: ﬁi<Mii-idﬁ¥)ﬁi -
- ﬁiMii~id(ﬁ¢ﬁi) - ﬁ:I:M:I:iddf - ﬁiMiiAid. (249)

2.5. Fourier-transzformaci6: példak

Onmaguk jogén is érdekes (és a latott tulajdonsagokat illusztralé) példak kovetkeznek; késsbb is
hivatkozunk majd némelyikiikre, és mindenféle egyéb koriilményre is felhivjuk a figyelmet.

14Talaljunk példakat arra, hogy ezek fiiggetlen feltételek, azaz teljesiilhet egyik tigy, hogy a masik nem!

15A Komplex fiiggvénytan” jegyzet C.4. fiiggelékében elévett, az ilyen paraméteres integralok differencidlhato-
sagarol szold tétel kell: a mostani esetre alkalmazva ha az z-fligg6 integrandus integréalhaté minden y-nal xz-ben
(ezt most feltettiik), differencialhaté y szerint minden z-re (ez most igaz), és a derivalt abszolutértéke minden y
esetén egyszerre egy integralhato fiiggvénnyel majoralhaté (ez is igaz most, mert a derivalt abszolutértéke most pont
|z f(x)|, amirdl feltettiik, hogy integralhato), akkor a paraméteres integral eredménye differenciadlhato y szerint, és
bedifferencidlhatunk az integralba.
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e Kezdjiik a talan legfontosabb példaval: legyen f adott o>0 szélességli Gauss-gorbe. Allitas:
az 6 Fourier-transzformaltja is Gauss-fiiggvény, % (azaz az eredetinek reciproka) szélességgel.

f(z) = Aexp(——aj2) Allitds: (ﬁif) (y) = Aoexp(—%aQyz). (2.50)

Ez kijon tudva, hogy a Gauss-integralos képlet komplexben is érvényes (1d. pl. a ,Komplex fligg-
vénytan (bevezetés)” jegyzet 5.1. szakaszat); s6t rogton egyszerre lekezelhetjitk Fy-t és F_-t is.

0 2
Emlék: / dx e 67 — \/Ee‘L hacsak R(a)>0. Ebbdl:

. > A [ w2, AV7T20? :
(Fof)0) = = [ e — 2 [dn s~ SVET o (G

\/_ V- V2r 2

e Valos értéki paros fuggvény Fourler—transzforméltja is tényleg valos értéki paros fiiggvény lett.

o2 2
) Ace 2 Y.

A kapott eredmény masik tanulsaga: szélesebb gorbe Fourier-transzformaltja keskenyebb és
viszont. Ez fontos beidegz&dés lesz, nemcsak Gauss-gorbékre.

Masrészt (mivel Fourier-transzformalassal is Gauss-gorbét kaptunk) a kapott képletet annak
Fourier-transzforméltjara is alkalmazhatjuk: olyan jel6léssel, hogy latszodjon, hogy ,visszafelé”
transzformalunk (pl. megfelelsen jelolve a valtozokat, az Fy-beli elGjeleket pedig forditva):

ha f(z)= Aexp( o 2£L‘2) = g9(y) == (ﬁif)( ):Aaexp( 1 2y2)
ha viszont g(y) = Aoexp(—i0%y?) = (]:}g)( ) = Aexp(—5527).

A masodik is a (2.50) kovetkezménye, o helyett %—t beirva; 1/% = ¢ miatt visszajon a o szélesség, és
a% = 1 miatt visszajon A is. Masodik tanulsag tehat: a konkrét integrélokat kiszamolva (nem
hivatkozva arra a ,sejtésre”, hogy a kétféle transzforméacio egymas inverze) talaltunk egy fiiggvényt

(a Gauss-t), amire hattatva ]:"+—t majd az eredményre F_-t visszakapjuk az eredeti fiiggvényt.!®

f(@) (ES) W)

o 1/o Y

10. abra. Szimmetrikus Gauss-gorbe Fourier-transzformaltja is ugyanilyen; szélesebbé keskenyebb.

e Altalanositsunk eltolt és még egy ,képzetes hullimmal” (e***-szel) szorzott Gauss-gorbékre!

Legyen f(z) = Aexp( (;E xo) +ik'$); Fof =2 (2.51)

Itt k egy adott érték, o a szélesség (mint fent), xy a gorbe ,kézéppontja”. Két apro ,nehezités” van
itt az el6z6 példdhoz kepest az .Fi f fiiggvény valoban C-be képezd (komplex értéki) fiiggvény lesz,
illetve kiilonboz6 lesz az F, és F_ transzformaciok eredménye. Itt is a (komplex) Gauss-integralt
kell hasznalni; kicsit kibontjuk a lépéseket, de azért szdmoljuk végig magunk is:

1 o ,
(/) () \/—/dx e f _271'/ du V% Ae~ 307 (@—w0) +ike _

6Mi az \/127—8 el6irast hasznaljuk Fi-ban. Ha pl. az .7:'+—ba l-et és az F_-ba %—t irtunk volna, akkor néhany

v/ 2w faktor még megjelenne, de az egyik majd a masik Fourier-transzformalas tgy is az eredeti Gauss-t adna vissza.




2.5. Fourier-transzformécio: példak 29

o2
dxe 7 sz +(zk+zy+ Dz 6_20%3% _ ie_ﬁz% L67(Zk+1y+a%)2 _
\/ \ 2 1/20’2
2 2
_ Aae-ék202—1y2a2+ heoyibrotisor et _ g e T 0D o) (2.52)

Ugyanigy szdmolva (csak kicsit méasképp csoportositva) megkapjuk F_ eredményét is:

(ﬁ_f) (y) = Age™ 7 W=k —izo(y=k) Egybe: (ﬁif)(y) = Age™ 7 W) gFizolyth) (2.53)

A(z y-fiiggs) Fourier-transzformalt is eltolt és képzetes hullammal szorzott Gauss-gorbe: szélessége
djfent %, eltolasat az eredeti szorzohullam k paramétere, a transzformaltat szorzo képzetes hullam
yhullamszama” pedig az eredeti xg eltolas (és az elGjelek itt-ott fliggenek az Fi-beliektsl). Ez

ik _g76] SZOTOZVa, azaz az

az f kiadodik az el6z6 pontbeli Gauss-gorbébdl: xg-lal eltolva, aztdn e
Mexp(zk id) Lm0 operator hatasaval. Miikodnek az el6z6 szakaszbeli (2. 47) tulajdonsagok: a mostani f
Fourier- transzformaltja tenyleg kladodlk a Gauss- gorbeebol az LijMeXp(mo iq) operatort hattatva.
Valoban, Fy M, expl(ik- 1d)on = L:kai w0 = L:Fk,MeXp Lizg- 1d)~F:i: Silabizaljuk végig (el6jelestiil)!

Jo edzés, ha mindent megfelelGen atjelolgetve kiszamitjuk ugyancsak a (2.52) képlettel az abban
kapott eredményfiiggvény Fourier-transzformaltjait is. Az elGjelekre itt is figyelve az eredmény

(melybdl latszik, hogy a mostani (2.51) példafiiggvényre is teljesiil, hogy FyFrf = f):
g(y) = Aoe™ % R EizoluR) = (]:}Fg) (z) = Aexp(—55 (z—x0)*+ikz).
o Kovetkezs példa: valos (gaussi) hullamcsomag. Legyen >0 egy adott ,vivéfrekvencia”, és
f(t) = ACOS(Qt)e_za%tQ. (2.54)

Tudva, hogy cos(£2t) %(emt—i—e_mt), két tagga bontva a fliggvénytlinket rogton megkapjuk az
a

eredményt az el6z6 (2.52) alapjan (de szamoljuk is Gjra végig az itteni méasfajta jeloléssel):
(ﬁif)(w) = %1406_%”2(“_9)2 + %Aae_%"Z(w*Q)Q. (2.55)

Tanulségos itt Fi f-re tényleg frekvenciaeloszlasként gondolni (a jelolést is igy vélasztottuk). Az
eredmény (2>>0 esetén igazan érdekes. Ekkor f(t) lényegében egy €2 frekvenciaju rezgés, de nem
,az 1d6 kezdetétdl a végéig valtozatlanul”: a gaussi exp(—#ﬁ) szorzé (amely kicsivé valik, ha |¢|
méar nem kicsi o-hoz képest) ,becsomagolja” burkolégérbeként; 1d. az alabbi 11. dbrat. A (2.55)
frekvenciaeloszlas pedig az Q (és —2) kornyékére korlatozodik: minél nagyobb o az Q-hoz képest,
annal inkadbb csak ezek kornyéke jut szerephez (az Fi f-beli % szélességli Gauss-gorbék miatt).
,Pontosan egy frekvencia” csakis c— 00 esetén lehetne (visszatériink ide, amint bevezetjiik a Dirac-
deltdt); véges o esetén (-t0l eltérs frekvencidkat is kapunk a frekvenciaeloszlasban, ami tehat
relative annal jobban ,szétkenddik”, minél rovidebb ideji véges ,csomag” az f(t) altal leirt rezgés.

Az, hogy  mellett —Q is elgkeriil a (2.55) masik tagjaban, ne zavarjon: eredendéen komplex

wt

exponencialisokkal dolgozunk sin, cos helyett; utobbiakba az ™! szempontjabol negativ w-k is

bekeriilnek. Méasrészt ha pl. cos helyett sin-t irunk, akkor ugyantugy szamolva, mint az elébb:
f(t) = Asin(Qt)e*ﬁt2 = (]:"if)(w) = %Aoe’%"z(“*m2 — %Aae’%"z(w’mz;

ami nem valos (plane nem pozitiv) értékd fliggvény. (Mellesleg teljesiil, amit az el6z6 szakaszban
lattunk: valos értékd paratlan fiiggvény Fourier-transzformaltja tiszta képzetes értékd paratlan
fiiggvény lett). Ami a frekvenciaeloszlaskét” valo értelmezést illeti, mar most megjegyezziik, hogy
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sok fizikai esetben igazibol az |(]:'i f) (W)|* abszolitérték-négyzet jelenti a frekvenciaeloszlast. Ez
pozitiv valos, és a ,szétkentségre” vonatkozo iménti megéllapitdsaink ugyantgy érvényesek ra.

M(\,' (Fef)(w)
Li i G

Nt
||
\ HH‘ |
o
‘\\ I
mH\H |
umum

(Fef)(w)

_b O w

11. abra. A (2.54) hullamcsomag(ok) Fourier-transzformaltja(i, torzitott fiiggéleges léptékkel):
szélesebb hullamcsomag esetén hatéarozottabban csak az Q) vivéfrekvencia (ill. —) szerepel a frek-
venciaeloszlasban. Forditva is: minél rovidebb a csomag, annél szétkentebb a frekvenciaeloszlas.

,Gauss-jellegi fiiggvények” Fourier-transzformaltjait tehat Gauss-integrélokkal szamolhattuk ki. A
kovetkezd példakban kiterjedten hasznalunk mas integralasi modszereket is.

e A reziduumtételes integralszamolasok egyik fennforgésa éppen az, hogy néhany erre latott
példat (1d. a ,Komplex fiiggvénytan” jegyzet 5.2. szakaszat) most Fourier-transzformaltakként be-
azonosithassunk. Legyenek P(t) és Q(t) olyan polinomok, hogy deg@ > degP + 2 teljestiljon a
fokszamaikra, és ()-nak ne legyen valos zérushelye: ekkor a PO racionalis tortfiiggvény integralhato

Q(t)
t-ben az egész R-re; értelmes kérdés az 6 Fourier-transzformaltja. Vegyiik mondjuk .7-"+—
P(t) . I A ()
flt) = —=, Fif)(w) =7, azaz —/dtem— =? 2.56
D=qw W Var )L ) 220

Figyelem: az weR valos mennyiség az eredményfiiggvény vdltozdja. A Fourier-transzformélt mint
fliggvény weR-en, pozitiv és negativ w-kra egyarant értelmezett: mindkét esettel foglalkozni
kell; ha netan megszoktuk, hogy pl. csak w>0-t vizsgaljuk, akkor ezt a konnyitést felejtsiik el.
Felfrissitjiik a (2.56) integral kiszamitasi modszerét A ¢-t komplex valtozonak, az integralt a teC
sikon a valos tengelyen futé vonalintegralnak tekintjiik. Az e! QE ; integrandus meromorf fiiggvény,
polusai vannak a Q(t) nevezs zérushelyeiben (véges sok, egyikiik sem valos). A keresett f _, integral

a P-re és ()-ra mondott feltételek miatt létezik és egyenls az ffR integral limpg_,., hatarértékével. A
beidegzddott otlet: az [— R, R] szakaszt ,lefelé” vagy felfele”) J(t)<0 vagy J(t)>0 iranyba bezarjuk
egy félkorrel (olyan nagy R-et véve, hogy a kapott zart « félkérgérbe mar megkeriilje a hasznalt
félsikon 1évs polusokat). A zart y-ra vett integralt megkapjuk reziduumtétellel:

foo s ool 5

ti €lnty Q(t)

+: ha ~ felfelé (O modon iranyitva) za-
rodik, —: ha lefelé (O modon iranyitva).

)
ty
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[tt ¢~k a polusok, Inty a v belseje. A zart y-ra vett integral a [— R, R]-re és az ivre vett darabokbol
all; ha R—oo-re az {v jaruléka nullahoz tart, akkor a reziduumtétellel kapott eredmény a keresett
valos ffooo integrallal egyenls. Mivel degQ > degP + 2, van olyan fix K >0 konstans, hogy elég
nagy R esetén ha |[t|=R (azaz az iven) { 5 ‘ < £ Mésrészt (mivel w valos) ha t valos, akkor

—wb

le®t| = 1, ha viszont nem az, t = a-+ib, akkor let] = |eiwae=wP| = e7«b vagyis a valos t tengelytdl
egyik iranyban tavolodva exponencialisan ng, ami feliilirja a |%‘ csOkkenését, a mésik irdnyban
viszont |e™!|<1. Konkrétan ha w>0, akkor |e™!| a fels6 t-félstkon marad korlatos, ha pedig w<0,
akkor az alson. Ezek miatt az e™f-vel irt integralunkban w>0-ra a fels§, w<O-ra az als6 félsikon
kell zérni: a ,szokdsos integrélbecslés” alapjén (miszerint | [, f(z)dz| < ¢(C) - max.cc | f(2)], ahol
¢(C) a C gorbedarab hossza) kideriil, hogy ilyenkor tényleg nulldhoz tart az ivre vett jarulék. Az
igy kivalasztott félsikon 16v6 polusok reziduumaibol pedig megkapjuk a keresett eredményt (a ~y
iranyitasara is figyelve). A végs§ eredményt sok esetben w>0-ra és w<0-ra is Gsszefoglalhatjuk
az |w| abszolutértéket hasznélva. Figyelem! Ha e helyett e~™-vel (azaz F, helyett F_-szal)
dolgozunk, akkor gondoljuk djra végig: éppen forditva, w>0-ra kell lefelé zarni, w<O-ra felfelé.

A A

et >0 et w<0
Efiwt, w<0 —zwt
[ J
[ ]

12. abra. Racionélis tortfiiggvények Fourier-transzformaéltjait az it megfelel§ iranyba valoé bezara-
saval (az igy kivalasztodo félsikon 1évs polusok reziduumaiboél) szamolhatjuk ki.

\

e Az alabbi példédk mint integralok részben elGkeriiltek a , Komplex fiiggvénytan” jegyzetben.
1

(]:"if) (w) = Ee_a"“". (2.57)

Toméren kiszamoljuk ezt most is. Irjuk fel az ]:"+—os integralt, és kezeljiik is le a felidézett recepttel:

Példa: legyen f (1) = 1 a

T t2+4a?

Lorentz-gorbe:

00 iwt zwt . |
a/m e Az integrandus: h=—5. ti=ia; Resh|,

V21 ) oo t2+a?”  Két elsérendi polusa van: to=—1a; Res h‘t

2za ?

(ﬁ+f)(w) =

2za

(A reziduumok kiszamolasat felfrissithetjiik pl. a . Komplex fliggvénytan” jegyzet (4.29) egyenleté-
bl és kornyekébol.) A fent mondottak szerint most w>0 esetén felfelé, w<0 esetén lefelé zarodo R
sugar félkorivet kell venni, igy w>0 esetén a keresett integralunk eredménye a ¢;-beli reziduumbal,
w<0 esetén a to-belibdl adodik, utobbi esetben —1-gyel még szorozva a negativ irdnyitas miatt.

1 ) o omi e s

(]:“ f)(w) _ { %\/77 . 27T2Resh‘t1 = %\/%e%a _ eﬁ’ ha w30,
+ - a 1 .  a9mi e gwe

T\2n —2m ReSh|t2 = T Vor —2ia — \on ha w<0.

Ujra ellenérizziik, hogy a fentebbi (2.57) alak tényleg helyes erre: w>0-ra |w|=w, de w<0-ra

|w|=—w. Ezutan szamoljuk végig .7:"+ helyett F_ hatésat is: ugyanez az w-fliggvény az eredmény.
A kapott eredményfiiggvény integralhaté w szerint R-re (mindkét iranyban exponencialisan

csokken); vissza-Fourier-transzformalhatjuk 6t. Nyilvan Rt-ra és R™-ra kiilon irjuk az integralt:
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efalw‘

oo . 0
g(w) = \/ﬂ = 1 (ﬁ_g) (t) :/dw e—the—tI|w| :/Odw e iwt—aw —l—/dcu €_Wt+aw,

— 00 — 00

hiszen |w| mést jelent itt és ott. Az R™-ra vett integralban w — —w modon kell helyettesiteni:!”

. 1 [ ) 1 [ , 1 1 1 1 a
b 1) = — [dwe vt 4 = [ e wtivt — — . 2.58
(F-9)() 27 J, we * 27r/0 we 27 [a+it i a—it T a?+t? (2:58)

Szamoljuk végig itt is F_ helyett ]:"+—szal is; ugyanez a fiiggvényalak adodik. Kijott tehéat, hogy

1 a 1
t p—— pu—
/) 7 a2+t2’

el Fif=g,  Frg=1. (2.59)

Az f(t)-t pont olyannak frtuk (ellendrizziik!), hogy [°_f(t)dt=1 legyen; a g(w=0) tényleg ennck
az 1-nek \/LZ?—Szerese. Az a érték az f Lorentz-gorbe szélességének tekinthets: x=0-beli értékéhez
képest x==a-ban csokken felére. A g(w) karakterisztikus szélessége 1/a: ennyivel odébb csokken
e-edére. Az eredeti fiiggvény és a Fourier-transzformalt ,szélességei” tehét forditottan aranyosak.

g(w) = el

13. abra. Lorentz-gérbe Fourier-transzformaltja kétirdnyt exponencialis; keskenyebbé szélesebb.

e Szamoljuk végig gyakorlasképpen (a reziduumtételes modszerrel) az alabbi példéakat is:

)= = gl<w>z(ﬁif1)(w>:\/§1(e—a'“'—%e—ﬁ“'w'), (2.60)

T 130224248 a3
_ t — (T T Sgn(w) —alw| _ _—v/2a|w]
fo(t) = P =  @plw) = (fifg)(td) = :I:z\/g = (e e ), (2.61)
t? N w1
__ = _ _ T el /5 vEal
50 = g g3(w) = (Fefs) () oo <e V2e ) (2.62)

itt sgn a szignumfiiggvény.'® Ellenérizhetjiik itt is, hogy g1, g2, g3 ,vissza'-transzforméltjai tényleg
f1, fa, f3; exponencialisokat kell integralni (mint egy ponttal feljebb) weR™-re és weRT-re kiilon.
Erdekesség itt, hogy fo az f1-b6lill. fs az fo-bdl t-vel szorozva, azaz az identitassal valo szorzés
M,q operatorat hattatva adodik. Lattuk a korabbi (2.47) egyenletekben, hogy ilyenkor a Fourier-
transzforméalt derivalodik (i vagy —i szorzokat még kiosztva). Ellendrizziik most, hogy a kapott
g2 a g1-bol ill. g3 a go-b6l tényleg a FiD operatorral adodik: g2 (w)=Fig)(w), g3(w)=Figh(w).
Kozben kideriil, hogy ¢ (és g2 is) differencidlhatok, w=0-ban is (utobbit pl. az ekoriili sorfejtés
mutatja), még ugy is, hogy amugy az |w| ,tiiskés” itt. Tovabb viszont egyelére nem léphetiink: g3
nem differencialhaté w=0-ban, ezzel parhuzamosan f;3(¢)-nek a t-szerese mar nem integrdalhats (a
nevezé csak eggyel lenne magasabb fok, mint a szamlalo): ra egyelére nem hattathatnank Fy-t.

1"Az x——x valtozohelyettesitésnél esetleg eltéveszthetjiik az elGjelet: LOOO f@)dz = [° f(—z)dz. Kdzben a
hatarok fi)oo—bél ffo lettek, majd a helyettesités derivaltjabol jové —1-et megette az, hogy visszacseréltiink fom—re.

BUgye sgn az ,eldjelfiiggvény”, sgn(z)=1, ha >0, és sgn(r)=—1, ha x<0. Van, aki az x=0-beli értéket 0-nak
definialja; ez most nem fajna nekiink, mert go-ben w=0-ban e~*«! — e~ V2alwl igy is, ugy is 0-t vesz fel.
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e J5jjon még néhany tanulsagos példa. Az alabbi els6t kiszamoltuk két ponttal feljebb; most
olyan jeloléssel és szorzokkal irjuk fel, hogy rimeljen az alatta 1évére. Legyen A>0; ekkor

f@) =W e () = 2 (2.63)

T Y2 4+\2
- , e ~ ]2
Ujdonsag:  f(x) = sgn(z)e Ml = (Fef)(y) = j:Z\/;#. (2.64)

Az utébbinak megfelels integralt egy (a sgn miatti) elGjelcsere erejéig ugyantugy szamithatjuk ki,
mint az elsének megfelels, ott ,yvisszatranszformalas™nak gondolt (2.58)-at. Ugyeljiink az elGjelekre!

f(x) = sgn(x)e ! = (]i"if)( ) = dx eFiy=Ar _ da eTimvtie —

) LA L

1 , 1 1 1 2y
dx A pp— (VR [ — — : } = j:i\/i .
\/ Vor Jo Vor | AFiy Aty T Y2+ A2
o A felidézett (2.63)—ban tényleg mindkét iranyt belattuk, de a most kiszamolt (2.64)-ban csak a
= irdnyt irtuk egyelére. Az eredményfiiggvénnyel visszafelé ugyanis gondjaink lennének: rendes
értelemben nem integralhato; Ni szerint csokken. Létezik viszont az aldbbi improprius integral:

y ' R R eFiwy
o) = =2 i [duge = Jim [dy Y = () =2

R—o0 _R

Ezt részben megcsinaltuk (pont ezért...) a ,Komplex fiiggvénytan” jegyzet 5.2. szakaszaban rezi-
duumtétellel (1d. az ottani (5.19) egyenletet és (5.21) eredményt) kicsit mas jeloléssel. Kis fenn-
akadast okozott az integrandus nem elég gyors csokkenése, tovabba ott az e™Y esetét w>0-ra
szamoltuk ki csak; most a mésik elGjel ill. w<0 is kell. Vagy tjra végigszamolunk mindent (az utat
mindig a megfelel§ iranyban zarva), vagy észrevessziik, hogy (a felirt valos integralban y — —y
helyettesitéssel lathatoan) az eredmény w-nak paratlan fiiggvénye kell, hogy legyen.

Az eredmény az lesz, hogy ha w+#0, akkor (%) = Fimsgn(w)e Ml

Betéve v/2m-ket, i-ket és w helyett z-et lathatd ebbdl, hogy a kiszamolt improprius integralunk,
ami ,majdnem” az .7-“; visszatranszformalast jelentené, kiadta a (2 64) beli indul¢ fliggvényt az ot-
tani eredménybdl. Ez nem véletlen; kideriil majd, hogy itt is az Fi}} =] ,miikodik” a hattérben.

fla) = e

P _ 7 s

T y2 +)\2

14. &bra. sgn-vel szorzott exponencialis(ok) és az ,,i—hoz kozelits” tortfiggvény(ek) .
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e Nézzitk még meg egy véges méretii szimmetrikus) ,,dobogd” Fourier-transzformaltjat! Legyen
a szélesség 2a, a magassag pedig i: igy a teriilet 1, akdrmennyi is az a. A fliggvényiink tehét

ha —a<z<a, 0
1 247
T) = 5=Xl—aaq (), azaz T) = = dx f(z) =
F&) = FX1-0a @ @) { o Jdes@
A Fourier-transzformaciohoz most véges szakaszra kell integralni. Kideriil, hogy az y=0 érték
Jelig kiilonleges™ ra nem vonatkozik az y#0-ra talalhato (rogton felirt) primitiv fiiggvény, azonban
az y#0-ra kapott eredmény y=0-beli hatarértéke pont annyi, mint az oda kiszamolt érték:

1 _elvr |z=a _ sin(ay)
(-F:I:f / aa] zym _ / 2a iy 2n le=—a~ 2mway’ ha y7é()’
o \/% JZ.d \157 ha y=0.

- 1 sin(ay) .
= F. = — =0-b hatarérték, ——= értelemben. 2.65
( if)(!/) Jor ay Y an a hatarerték, —2— ertelemben ( )

o Visszatranszformalni” itt is Csak improprius integrallal lehet. Ahhoz hasonléan kell szamolni,

ahogyan az improprius fo dx integrallal a . Komplex fiiggvénytan” jegyzet 3.6. szakaszaban.

A 27r—1ieii Ejsszer)nva és 2a—va/u1 ‘Hli’n(%két lim dy riye SiR(ay) ) (2.66)
oldalt bévitve az ide vonatkozo allitas: R—oo | _p Y ’

annyi pontositassal, hogy pont +a-ban (a hatarokon) 0 ill. 1 helyett %—et ad az improprius integral.
(Ez a két pont amugy nulla mértékid halmaz; szinte sosem érdekes ez a kortilményeskedés.)
Levezetjik az imént idézett eredményt. Az integrandusban y — —y helyettesitést végezve
latszik, hogy a + kétféle elGjellel ugyanarra az eredményre jutunk; vegyiik mondjuk a +-t:
sin(ay) ro sin(ay) R (eiletay 1) — (eilz=a)y 1)

R
lim [ dyeT¥® = lim [ dye™” = lim [d =
R—o0 _Ry Y R—00 _Ry Y R—o0 _Ry 2y

R itz
= X(z+a)—X(z—a),  ahol tehat X(¢):= lim /dz 1
R—oo|_p  2miz
Az X () tehat a kérdés. (A —1-eket azért tettiik be, hogy kiilonvehessiik a két X-et: igy lett az &
integrandusédban megsziintethets a szingularitds z=0-ban; nyilvan tgy értendd, hogy meg is sziin-
tetjiik.) Nyilvanvalo, hogy X (0)=0. Mas £-kre az X-et ugy szamolhatjuk ki, hogy a komplex sikon
félkorrel zarjuk az utat; mar ,erre késziilve” jeloltiik z-vel X-ben az integrandust. Ha £>0, akkor
a z-sikon felfelé érdemes zarni (mert z = a+ib, b>0-t beirva ekkor lesz |¢?| = |e®%e 0 =70 <1
az exponencidlis novekedés helyett), ha pedig £<0, akkor lefelé, mert erre lesz |e?*|<1.

15. dbra. A most targyalt X (£) integral levezetéséhez ttzaras és ivparaméterezés kell.

A kérivet z(¢p)=Re" modon paraméterezziik: ¢ felfelé zardskor a [0, 7], lefelé zéraskor a [0, —7]

tartomanyon fut. A bekerils g—;:iRew derivalt pont kiejti az integrandusban i—t; ezt rogton
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beirjuk. A zéart gorbére vett integral nulla, igy a szakaszra vett integral az ivre vettnek —1-szerese:

=1 [T [ iReeie felfelé zar-
' ‘ ' —Id iRe -1
ei6% 1 R igr_q i€z _1 27 J, Y [e ] va (§>0),
j{dz — =0 = X(f):/dx . :—/dz — = B
v 2miz ~rR 2mix Kirty 202 -1 dw [eiRgei‘f’_l} lefelé zér-
o1 Jo ¥ va (£<0).

Az R—oo hataratmenet kell. A —1 a szamlaloban (7-vel egyszertisitve és az integralasi hatarokra
figyelve) s-et ill. —3-et ad. Az ¢Bee'? jaruléka pedig mindkét esetben nullahoz tart, mert jo
irdnyban zdrtunk. Ugyebér || = e~ REsine. oy egyrésat a @-szakasz belsejében midkét esetben
pontonként nulldhoz tart R—oo-nél, mert a kitevében R-et pozitiv szam szorozza (akkor is, amikor
£>0 és p€ |0, 7| miatt sing > 0, és akkor is, ha {<0 de p€ |—m, 0] miatt sing < 0). Mindkét esetben
az integrandus minden R>0-ra a (véges ¢-szakaszra integralhato) konstans 1-gyel feliilbecsiilhetd:

igy (a Lebesgue-tétel miatt) biztos, hogy ezek az integrdlok is nulldhoz tartanak R— oo-nél.

) —1h 0
Osszetéve ezeket X(0) = 02’haa£€—<0 ’ ebbdl pedig visszafejtve tényleg ki-
arra jutunk, hogy ) o adodik, amit (2.66)-ban allitottunk.
2 ha §>0,
* ok *

e Sejtjiik méar régota, hogy igaz lesz, hogy ]—A"i]:"qE = |. E szakaszban lattuk is ezt kiilonféle példa-
kon; még az iménti két esetben is ilyesmit lattunk, amikor a visszatranszformalést csak improprius
integral modjara csinalhattuk. Persze esetleg zavar6 kérdés maradhatott pl. éppen ez, hogy im-
proprius integralokat vajon jogos-e bevenni a jatékba (és ha igen, miért, milyeneket).

A kovetkez6 fejezetben — sok minden egyéb mellett — altalanositjuk a Fourier-transzformaciot
is; ehhez be kell vezetni a disztribiciokat. Ez varatlanul hasznos matematikai fogalom lesz; nemcsak
Fourier-transzforméciok szempontjabol, hamem mindenféle mas mitivelet értelmezési tartoméanya-
nak ,természetes” kibGvitése szempontjabol is. Ezzel megalapozodik majd az, hogy sok, a fizikaban
megszokott, de pongyolan kezelt képlet tényleg altalanosan érvényes lesz disztribiciok korében.
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3. Disztribtciok

3.1. Motivacid, alapvetd definicidk

A disztribuciok ,altalanositott fliggvények”. Megprobalunk tallépni az itt néha kiérezhetd
,tessék megijedni, nem visszakérdezni” titokzatossdgon; el6szor R értelmezési tartomanyt esetben.

E fejezet els6 két szakasza ,alapozas”; talan til alapos is, de ne veszitsiik kedviinket: a késéb-
biekben b&ven fogunk latni a bevezetett fogalmakra és modszerekre példakat.

e Kétféle ,lizemmodban” szoktunk fiiggvénygrafikont rajzolgatni. Az egyik az, amikor ténylegesen
shozzarendelési utasitast” gondolunk mogé: pl. egy golyo kitérését (x) abrazolva az id6 (t) fliggve-
nyében arra gondolunk, hogy a t—z koordinatasikon a grafikon egy (¢, z) pontja egy ¢ id6 és a neki
megfelels (=hozzarendelt) kitérésérték parosat jelenti. Az alabbi 16.a. abra ilyet szemléltet.

A masik ,grafikonszemlélet” az, amikor eloszlast dbrazolnank, mint az alabbi 16.b. dbra pél-
dajan.'? Itt nem arrél van szo6, hogy a grafikon pontjai dsszetartozo értékpéarokat jelentenek. Egy
valamilyen ,egyedeket” jellemzs, valos szamokkal reprezentalt mennyiség ,eloszléasa” fogalmilag a
mennyiség értelmezési tartomanyanak részhalmazaihoz rendel szamokat (mint az adott részhal-
mazba es6 mennyiség-értékii egyedek” szamat), tehat egy p : P(R) — R leképezés lenne. (P(R)
az R hatvdnyhalmaza; az a halmaz, aminek elemei az R részhalmazai.) Az ilyen p értelmezett kell,
hogy legyen ha nem is minden részhalmazra (a — jel ezt is jelenti), de legalabbis az ,értelmes” faj-
ta részhalmazokra igen: példaul és elsdsorban az intervallumokra. (Es additiv kell, hogy legyen:
részhalmazok (akar megszamlalhat6) unidjahoz rendelt érték az egyes értékek sszege kell, hogy
legyen. Az ilyen p: P(R) — C leképezések ,,mérték” névre hallgatnak.) Marmost

ha p bizonyos ,,j6” tulajdonsagokkal bir, akkor van olyan f : R »— C fliggvény,

hogy legalabbis az intervallumok- B b (T (3.1)
hoz rendelt szamérték igy adodik: ,u([a, bD —/adacf(x) N _(iff(x)x[“’b] (z).

Ezen f neve ekkor a u stirtiségfiiggvénye; ezt abrazoljuk: egy R-részhalmaz ,folotti” terilet mu-
tatja a hozza rendelt szamértéket (példankban: az adott tartoményba es6 1Q-ji emberek szamét).

a) ﬂ\
———/./§§ = [—
| t

16. abra. Fiiggvénygrafikon mint hozzarendelési utasitas ill. mint eloszlas siirtiségfiiggvénye.

hilyék atlagosak okosak 1Q

e Visszafelé: legyen az f : R — R vagy akar R — C fiiggvény lokalisan integralhaté (R alap-
halmaz esetén ez azt jelenti, hogy minden korlatos intervallumra integralhato). Az f fliggvénnyel
definidlhatunk egy u : P(R) — C ,eloszlast” az eléz6 (3.1) képlet modjara: minden [a, b] inter-
vallumra legyen yu([a,b]):= [~ dz f(z) X[y (x). Az R — C lokélisan integralhato fiiggvényeket
tehat tulajdonképpen tekinthetjiik mértékeknek, azaz megfelels P(R) — C leképezéseknek is.

Tetézziik: rajohetiink, hogy a ,fliggvény™nek gondolt fizikai mennyiségek is, pl. T'(x) hémér-
sékletmezs, x(t) idsfiiggd kitérés, stb. inkdbb mérték-ként ,sziiletnek”. (Hogyan mérnénk meg pl.

19F¢lreértés ne essék: az IQ egyrészt teljesen blsd dolog; szabad (kételezd) belekdtni abba, hogy ,egzaktul mérhetds
mennyiség” lenne, masrészt egész szam értékekkel definialt, nem valosakkal. Ezek a példa kedvéért ne zavarjanak!
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a T hémérsékletet egy pontban? Inkabb ,0Osszesitett” mérést tudhatunk végezni az értelmezési tar-
tomany részhalmazain, pl. intervallumokon.) , Fizikailag” is jo gondolat tehat (R-rel reprezentalt
valtozoja, R vagy C ,értéki”) mennyiségeket ,fiiggvény” helyett elGszor mértéknek tekinteni.

e Azonban tovabb is kell lépniink. A | mérték’fogalom (egyeldre) alkalmatlan pl. arra, hogy differen-
cialdst értelmezziink rajta, ami pedig a fizikdban sok torvény megfogalmazésahoz alapvets eszkoz.
A disztribuiciok olyan objektumok lesznek, amelyek a (lokélisan integralhato) fiiggvényeknél, s6t
még a (bizonyos értelemben ,yvéges”) mértékeknél is altalanosabbak, és értelmes rajuk sok, flige-
vényekre ismert mivelet: Osszeadas/szammalszorzas, differencidlas, Fourier-transzformdcio, stb.
Ezeknél disztribiciok korében alig kell majd aggdédni az értelmezést tartomdnyon. Ezért
sok differencidlegyenlet, szamitési modszer, stb. a disztribuciok kozott ,érzi jol magat”, noha eset-
leg pl. amikor a fizikdban felirtuk a differencialegyenletet, fiigguények kérében gondolkodtunk.?

e Utolso ,fizikailag motivald” 1épés: gondoljunk el pl. egy mitszert, ami a h&mérséklet-eloszlas
T(x) ,striségfiiggvényét” hivatott vizsgalni, és kiterjedt halmazon ,gyjt” informaciot, akar hely-
6] helyre valtozo érzékenységgel. A miiszeriink (érzékenysége) egy ¢(z) fiiggvénnyel modellezhetd,
amivel a mtszer altal ,0sszesitett” mérési eredmény ffooodx T (z)¢p(x)-szel egyenls: ahol ¢ nagyobb,
ott érzékenyebb a miiszer (az ottani 7'(z)-menetet nagyobb sullyal veszi figyelembe).

Ez a ¢ — ffoood:c T(x)¢(x) hozzarendelés tehat a ¢ ,tesztfiiggvényhez” szamot rendels
linearis leképezés (merthogy egy api+pF¢s linedrkombinaciohoz igy rendelt szdm nyilvan az
eredeti eredmények linedrkombinacidja). Ezt a leképezést a T'(x) fiiggvény meghatarozza; talan
visszafelé is: eme leképezés (azaz az ilyen miiszerekkel végezhets Osszes lehetséges mérés) ismerete
hdtha régziti a T'(x) fiigguényt. Ez a kulcs a fiiggvényfogalom kivant altalanositasédhoz.

X ok ok

o Készen allunk, hogy bevezessiik a disztribtciokat. Elgszor definidljuk a D(R)-rel és S(R)-rel
jelolt alabbi fiiggvényhalmazokat.?! A ,sima” jelentése itt: végtelenszer differencidlhaté. No akkor:

D(R):={¢: R — C | ¢ sima és kompakt tartoju”}. (3.2)

Ennek elemeit (,D(R)-beli”) alapfiiggvényeknek vagy tesztfiiggvényeknek hivjuk. Folytonos f

fiiggvény tartoja, jelben Suppf az a legsziikebb zart halmaz, amin kiviil f=0. Az R un. kompakt

részhalmazai éppen a korlatos zart halmazok. Ilyenek biztos részei egy korlatos intervallumnak:

¢ : R — C akkor kompakt tartoju tehat, ha van olyan [a, b] véges intervallum, amin kiviil ¢(z)=0.
A masik vizsgaland6 halmaz (melynek elemeit Schwartz-fiiggvényeknek hivjuk??):

SR):={y:R—=C ‘ Y sima és gyorsan cskkend'}. (3.3)
-t gyorsan csékkendnek mondjuk itt, ha lim, ,4. [p(x)%ff)}zo minden n€NJ és minden p po-

linom esetén; szavakban: & és derivaltjai is minden polinomnal gyorsabban elttinnek 4oo-ben.

20 Analog emlék: amikor még csak az NS‘ természetes szamokat ismertiik, de mar bevezettiik a kivonds miiveletét.
Igy vigyazni kellett, nehogy ,értelmetlen dolgot” (=késébbi tudassal: negativ szamot) talaljunk kihozni pl. egy
szamitas kozbenso lépésében. Bevezetve viszont az altalanosabb, negativ szamokat is tartalmazé szamfogalmat (ez
elsdre legalabb olyan ,elvont” 1épés, mint a disztribuciok bevezetése mindjart!) mondhatjuk, hogy a kivonas ezen
sobjektumok” kézott (azaz a Z szdmhalmazon) mar ,,jol érzi magat”: nem kell aggodni az értelmezési tartomanyéval.

2'Emlékezziink itt (is) a halmazelméleti {xEH ,»x-re vonatkozo mondat”} jelolésre: ez az a halmaz, ami a méar
létez6 H halmaz azon x elemeit tartalmazza, amelyekre a mondat igaz. Most az, hogy kiirjuk, hogy R — C
fliggvényeket vizsgalunk, ugyanaz, mint hogy ilyenek halmazabol valogatunk.

22 Laurent Schwartz-r6l elnevezve, aki megalapozta a disztribtcioelméletet (az 1940-es években).
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Tehat pl. f (x):ﬁ ,»jO gyorsan” csokken, de nem S(R) eleme: tizedfoka polinommal szorozva
mar nem tart nullahoz. Az e~ fiiggvény sem S(R) eleme: noha (az exponencialis miatt) barmi-
lyen polinommal szorozva is nulldhoz tart +oo-ben, nem sima: r=0-ban nem differencialhatoé.
Fontos példa Schwartz-fiiggvényre viszont a Gauss-gorbe: ¢ (z) = e‘o‘”"Q, ahol a>0. Alta-
lanosabb példa: ¥(z) = e~ *0"+2%)” ahol , B,y € RT. Ezck a fiiggvények tényleg S(R) elemei.??

e D(R) és S(R) vektorterek, a linearkombinalas nem vezet ki belsliik.?* Tovdbba ha egy sima
fliggvény kompakt tartdji, akkor gyorsan csokkend is, hiszen ha eltinik egy korlatos szakaszon
kiviil, akkor & is és derivaltjai is O-hoz is tartanak £oo-ben, polinommal szorozva is. Tehat D(R)
linearis altér S(R)-ben: részhalmaz, és a linearkombinalas nem vezet ki beldle.

Vajon nem voltunk-e tul szigortak; vannak-e egyaltalan D(R)-beli fiiggvények (a kons-
tans ¢=0-n kiviil, ami trividlisan eleme D(R)-nek, és persze S(R)-nek is)? Megnyugtato igen a
valasz: D(R) is és S(R) is végtelen dimenzidsak. Amint sziikséges lesz (illetve az A.2. fiiggelékben)
mutatunk konkrét D(R)-beli fiiggvényeket; nagyon sokat. Fontosak lesznek az alabbi 17. dbrén is
vazolt fajtak (kék és zold), melyek egy intervallumon konstansok, és ,siman” levaltanak 0-ra.

Lattuk, hogy D(R) C S(R); az el6z6 pont végi példék pedig olyan S(R)-beli fiiggvények (méris
nagyon sok), amelyek D(R)-nek nem elemei. Tehat D(R) valddi lineéris altér S(R)-ben.

IREVA

v VARV

17. abra. ,Szabadkézi” rajzok D(R)-beli (kompakt tartoji, sima) fiiggvényekrdl ill. nem D(R)-beli,
de sima, gyorsan csokkend (azaz S(R)-beli) fiiggvényekrol. Ilyenek tényleg léteznek.

D(R) S(R)

e D(R) és S(R) is vektorterek, és a C szamhalmaz is az; értelmesek tehat a kovetkezd definiciok.

1.) Az olyan D(R) — C linearis leképezéseket, amelyek un. ,, D-értelem-

3.4
ben folytonosak”, disztribtacidéknak hivjuk. Ezek halmazanak jele: D(R)*. (34)

2.) Azon S(R) — C linearis leképezéseket, amelyek un. ,S-értelemben foly-

3.9
tonosak”, temperdlt disztribiicioknak hivjuk. A halmazuk jelolése: S(R)*. (35)

Az ilyen T linearis leképezések tehat (megfelels) ¢ fiigguényekhez rendelnek szdmot. A T disztri-
buci6 altal a ¢-hez hozzarendelt szamot igy jeloljiik: (T|¢).

Végtelen dimenzios esetben foglalkozni kell linearis leképezések folytonossagéaval (ami véges di-
menziéban mintha fel se meriilne). Az ,an. D-értelembeli (roviden: D-)folytonossag” illetve az
Lan. S-értelembeli (réviden: S—)folytonossag” a D(R) ill. az S(R) halmazok szerkezetéhez ,jillesz-
keds” folytonossagfogalom. Azonban hal’ Istennek ezen alig mulik valami egyelére: alabb néha

23 Az els6 néhany derivaltjukat ,elnagyolva” kiszamolva is lathaté, hogy tényleg minden x€R-re végtelenszer diffe-
rencialhatok, és minden derivaltjuk olyan, hogy a szerepls exponenciélis tényez6t egy legfeljebb hatvanyfiggvényként
névekvd tényezd szorozza. FEzen az se ront, ha még tovabbi polinommal szorzunk. Mindenhol az exponencialis cs6k-
kenés ,,gy6z”: tényleg mindegyik v és derivaltjaik is még polinomokkal szorozva is nulldhoz tartanak x— 4oo-ben.

24 Bizonyitas: sima fiiggvények linedrkombinécioja nyilvan sima. Tovabba: egyrészt kompakt tartoju fiiggvények
linearkombinécioja kompakt tartoja: ha ¢q(z)=0, ha z¢[a1,b1] és ¢2(z)=0, ha z¢[az, bs], akkor van olyan I kor-
latos intervallum, amire [ag, b1]U[az, b2] C I, és nyilvan a¢q(z)+B¢2(x)=0, ha x¢I. Masrészt gyorsan csdkkend
fiiggvények linearkombinacioja gyorsan csokkend: ha limg 1.0 [p(x) dng}fx)]:O és limx_&oo[p(x)w]:o, akkor

dx™
nyilvan lim, 4 [p(x)%(awl (2)+B2 (a:))] =0 is igaz. Készen vagyunk.
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elmondjuk, hogy minden ,rendben van” ezzel; b&vebb kifejtés talalhato az A.4. fiiggelékben.

e Ugye D(R) C S(R) linedris altér. Igy egy S(R) — C linearis leképezés D(R) — C linedris leképe-
zésnek is tekinthetd, ha lesztkitjik, azaz ugy tekintjiik, hogy csak D(RR)-beli elemekre hat. Ebben
az értelemben tehat azt mondhatjuk, hogy S(R)* C D(R)*.?> S6t valodi részhalmaz: forditva nem
miikodik a dolog; latni fogunk olyan D(R) — C linearis leképezéseket, amelyek nem terjeszthetk
ki ,értelmesen” (=folytonosan) a b&vebb S(R)-re mint értelmezési tartomanyra.

Az elnevezés is illeszkedik ezekhez: a temperdlt disztribuciok tényleg egyuttal disztribiuciok is.

e Fgy fiiggvényt lokalisan integralhatonak hivtunk, ha integralhaté minden korlétos intervallumra.
[lyenek az integralhato fiiggvények, emellett pl. a polinomok, e*, s6t minden folytonos fiiggvény,
stb. is. (Azonban pl. az % nem: semmilyen az x=0-t tartalmazo intervallumra nem integralhato.)
A korabbi motivaci6 alapjan lokalisan integralhato fiiggvényekhez egy ,természetes” diszt-
ribticiot (D(R)*-beli elemet) tarsitunk.?® O leképezés lesz; meg kell mondani, hogy mit csindl.

Ha f lokalisan integralhato, akkor legyen
R; a megfelel6 un. regularis disztribucio:

(By]0) = [des@pota).  0)

lokdlisan integral- tesztfliggvény

haté fliggvény ¢ [dofl@)o(@) | YO
= (Ryl#) A
M
x / \ T

18. abra. Lokalisan integralhato f fliggvény mint regularis disztribicié hatasa a ¢ tesztfiiggvényen.

Barmilyen lokélisan integralhato f esetén tényleg minden ¢ € D(R) alapfiiggvényt véve létezik a
felirt integral.?” Emiatt R; iménti definicioja értelmes. Es tényleg linedris leképezést ad meg:
/dx f(x) [agbl(:v)—l—ﬁqbg(mﬂ = Oz/dx f(@)p1(x) + B[ dx f(z)pa(z),
emiatt valoban: (Rf | oqul—l-ﬁqﬁg) =a- (Rf|¢1) + - (Rf|gz§2). (3.7)

e Azt csak mondjuk, hogy Ry D-folytonos, ahogy kell. Igy a lokélisan integralhato fiiggvényeket az
f — Ry hozzéarendeléssel lényegében bedgyaztuk a disztribiciok kozé. Ez a bedgyazas linearis:

Rafigy = aRy + BRy, azaz minden ¢€D(R)-re  (Rasisy|d) = a(Ry|0)+B(Ry|¢).  (3.8)

Az els6 jobb oldal disztribuciok mint linedris leképezések linedrkombindcidja: az elsG egyenlGség
definicio szerint azt jelenti tehat, amit a mésodik allitas mond. Utobbi azzal egyenértéki, hogy

—00 —

Jao ot (a)+89())6(0) = [ ds f(@)ole) + 6 [dgl)ola),  ex pedig igas

Persze alapkellék (volt), hogy lokalisan integralhato fiiggvények linearkombinacidja is az. Figyelem:
ne keverjiik ezt a (3.8) allitast az el6z6 (3.7)-tel, miszerint maga Ry egy linaris leképezés!

25Kideriil az is itt, hogy az eredeti S-folytonossdg implikélja a lesztikités D-folytonossdgdt; ezzel sincs gond.

26N disztribicid sz6 ,eloszlas™t jelent, mutatva, hogy a fogalom tényleg a lokélisan integralhaté fiiggvények
eloszlasként valo értelmezése nyoman sziiletett. (Magyarul legalabb van két kiilon sz disztribicidra és eloszldsra.)

2TMinden ¢ € D(R) alapfiiggvény nulla valamilyen korlatos zéart I intervallumon kiviil, az I-n pedig folytonos: ezek
miatt van véges K korlat, amivel |¢(x)| < Kx;(z). Emiatt |f(z)p(x)| < K|f(z)|x1(z). Az f lokalis integralhatosaga
azt mondja, hogy a K|f(z)|xs(x) fliggvény integralhato: emiatt az altala majoralt f(z)¢(x) is az; kész.
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e Az f — Rj beagyazas ,lényegében kolcsondsen egyértelmi” is:

R; =Ry, (azaz 6k mint disztribuciok, akkor és csak akkor, ha (3.9)
mint D(R) — C leképezések egyenlsk) fi=f2 majdnem mindeniitt. '

Ez nem nyilvanvalé. Pl ha f=0, akkor nyilvan R;=0 mint leképezés (minden ¢ alapfiiggvény-
hez nullat rendel a fenti integrallal), de az alapfiiggvények elég ,specidlisak™ akar létezhetne is
olyan nem majdnem mindeniitt nulla f, amivel mégis minden D(R)-beli ¢-re az (Rf‘qﬁ) -t megadd
integral nulla. Kideriil azonban, hogy az alapfiiggvények mégiscsak ,elég sokan” vannak: ha min-
den (Rf‘gﬁ) alakt integral nulla veliik, akkor f=0 majdnem mindeniitt. (Ezt kicsit koriiljarjuk
az A.2. figgelékben, az ottani (A.6) allitas kornyékén.) Ebbdl pedig a beagyazas linearissaga mi-
att, f = fi— fo-t gondolva kovetkezik az allitdsunk, mert egyrészt fi=fs egyenértékd azzal, hogy
fi—f2 =0, masrészt Ry =Ry, egyenértékd azzal, hogy R; — Ry, = 0, vagyis Ry, _s, = 0.

Megjegyzés: a latott (és ezutani) elvart ,kellemes” alaperedményeket azért lehet(ett) bizonyi-
tani, mert jo keretet adott (=,sikeres volt”) a matematikai fogalomalkotés. Pl. ha alapfiiggvények-
nek valami sziikebb halmazt valasztottunk volna, esetleg nem lenne biztos az f — R; bedgyazés
egyértelmisége, bévebb alapfiiggvényosztaly esetén pedig esetleg csak sokkal specialisabb f fligg-
vények esetén tudnank Ry-et a latott integrallal értelmesen definialni.

e Rogton tovabbfiizziik az iménti megjegyzés utolsé gondolatat; elgkertilt ugyanis D(R)-nél bévebb
figgvényhalmaz. f lokalis integralhatosaga elég ahhoz, hogy az (Ry|$)-t megad6 integral minden
¢ € D(R) esetén létezzen, igy Ry-et mint disztribtciot definidljuk, de sztkithetjiik a kort:

Ha f olyan, hogy minden
PYeS(R)-et véve is létezik

akkor R; € S(R)*: 6

3.10
temperalt disztribucio. ( )

(Bif0)= [do fia)ota).
Ez a feltétel tehat azt biztositja, hogy egyaltalan értelmes legyen ez a definici6 ne csak D(R) — C,
hanem S(R) — C linearis leképezésként is. Ahogy igértiik, azt csak kimondjuk, hogy az ilyen Ry
S-folytonos is: nincs gond; ha a (3.10)-beli feltétel teljesiil, akkor Ry tényleg S(R)* eleme.?®

e Mivel S(R) bovebb, mint D(R), a feltételink bizonyara tényleg plusz feltétel f-re. Nehéz-
kes ezt konkrétan az f tulajdonsigaira vonatkozoan altaldnosan megadni: olyasmi, hogy ,nem
novekedhet valamilyen értelemben tul gyorsan”. (Innen jon a név: temperdlt=kb. ,mérsékelt”.)

Példaul ha f polinom, akkor R, temperalt. Ugyanis minden Y€S(R) Schwartz-fiiggvény
még barmilyen P polinommal szorozva is integrdlhato (R-re), hiszen mivel egy polinom (1+x2)-tel
szorozva djra csak polinom, az (1+z?)P(x)y(x) is nulldhoz kell tartson +oo-ben, igy legalabbis
korlatos: van olyan K, amivel |P(:c)¢(:1:)|§1+%, utobbi integralhato, igy P(z)y(x) is az. Ez (P-t
f-fé atjelolve) rogton adja, hogy ha f polinom, akkor minden ¢€S(R) esetén létezik [, fib.

Azonban nem fér bele pl. f(z)=e* vagy f(z)=e*" (a>0-val): 6k is lokalisan integralhatok,
fgy léteznek a nekik megfelels Ry reguléris disztribuciok, de ezek nem temperaltak.?

28 Azért milnak dolgok a folytonossiagon. Az S(R) wvektortérnek D(R) altere: mondhatnank pl. hogy minden
D(R) — C linearis leképezést trivialisan kiterjeszthetiink S(R)-re ugy, hogy D(R)-nek valamilyen S(R)-beli kiegészits
alterén nullat vegyen fel. Ezt igy az S-folytonossdg kovetelménye tiltja meg; ill. ez teszi egyértelmivé a D(R)-rol
S(R)-re valo kiterjesztést (1d. az A.4. fiiggeléket is), ha van ilyen kiterjesztés. Ez nagyon jo: enélkiil pl. nem lenne
egyértelmt, hogy egy regularis disztribucio esetén az S(R)-beli fiiggvényeken valo hatast is a ,természetesnek” ting
(3.10) integrallal kell definialni; persze csak ha ez utobbi létezik.

2L attunk az S(R) halmaz (3.3) definiciéja utan példat Schwartz-fiiggvényre: (z)=e-*("+2*” Ha f(z)=e®
vagy f (:ﬂ):eaxg, akkor megfelelGen kicsi «, [-t véve olyan -t kapunk, amelyek ilyen f-fel szorozva még mindig
exponencialisan névekvé fiiggvényt adnak, igy tehat nem létezhet az (Ry|1)-t megado integral minden €S (R)-vel.

Q)ﬁ
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3.2. Disztribaci6é-miiveletek

Még legyiink kicsit tiirelemmel; a kovetkezs szakaszban mar konkrét példékat is latunk.

e Lokalisan integralhato f fiiggvényekhez tartozik tehat requldris disztribucid, Ry € D(R)*, ennek
hatésa értelmes a ¢ € D(R) alapfiiggvényeken. Ha f  legfeljebb mérsékelten ng”, akkor R, hatasa
a ¢ € S(R) Schwartz-fiiggvényeken is értelmes, és Ry temperalt disztribtcio, S(R)* eleme is.

Ry hatésa:  (Ry|¢) = /53: f(z)p(z), ill. ha létezik:  (Ry|y) = /g;; f(z)w(x).

A lokalisan integralhaté fiiggvények ilyen f — R; bedgyazasa a disztribticiok kozé linearis és
(lényegében) kolesonosen egyértelmi: ezek nyugtatnak meg, hogy az ilyen fliggvények egyenér-
tékiileg (regularis) disztribucionak is tekinthetdk. Sokszor el is hagyjuk az R jelet:

(Rf‘gb) helyett idénként igy jeloliink: ( f ‘gb), ugyanazzal a jelentéssel. (3.11)

e Vannak nem regularis disztribiiciok is: 6k ,jigazi” D(R) — C leképezések, és els§ korben nem
felelnek meg fiiggvénynek, de latjuk majd, hogy sokszor "fliggvény+kiegészit§ utasitas” modjara
képzelhetjiik 6ket. EléSlegezziik meg, hogy 6k is fontosak, és veliik is olyan  hasznos dolgokat”
csinalnank, mint fiiggvényekkel. Az aldbbiakban ezért kiterjesztiink disztribiciokra miivelete-
ket; ez természetesnek fog hatni mindenféle disztribiciokat kozelebbrdl ismerve. Vezérfonal a
permanencia-elv”: szeretnénk visszakapni a ,rendes” fiiggvényekre ismert dolgokat, ha ,yvisszaret-
teniink” kozéjik. Egyeldre itt is lecsaljuk a D— ill. S-folytonossdg vizsgalatéit; 1d. késbb.

X ok ok

e A disztribuiciok linearis leképezések, ezek modjara lehet Gket 6sszeadni és szammal szorozni:

Ha Ty, T, € D(R)*, N aT1+PT, € D(R)* minden «, f€C-vel; hatésa az

3.12
akkor nyilvanvaléan alapfiiggvényekre: (aT 145815 ‘ (b) =« (T1 |¢) +0 (T2 ‘ ¢) . (312)

Nem reguléris disztribuciokat is nyugodtan linedrkombinalhatunk, de ez visszaadja persze loké-
lisan integralhat6 fliggvények linearkombinalasat (ezt a koriilményt hivtuk az f— R, bedgyazas
linearitasanak): ha éppen Ty=Ry, és Tho=Ry,, akkor lattuk, hogy (régton az 4j (3.11) jelléssel)

minden ¢-re (ozfl—l—ﬁfg‘(b):oz(fl‘d))—i-ﬁ(fg‘(b) = tényleg: aRp+BRs, = Rafi+p/,-

e Emlékeztets: az a-val jobbra tolas L, operatora (Lof)(x) = f(z—a) modon rendeli az f fiigg-
vényhez az L, f figgvényt. Minden 7' disztribtcid L,T-vel jelolendd eltoltjat is értelmezziik
most. Azt szeretnénk ugye, hogy L,T értelmezése konzisztens legyen fiiggguények eltolasaval. Ez
gy értendd, hogy (mivel Ry azonosithato f-vel, R; 7 bedig az eltolt Lof fiiggvénnyel) reguléris
disztribuciokra I:Rf:Ria s legyen. Vizsgaljuk meg ezt alaptiiggvényekre val6 hatas szempontjabol
(mert hogy altalanos T' disztribuiciokra csakis ez a kérdés): szeretnénk, hogy minden ¢ € D(R)-re

4z (Lo f)(x)blz) =

—0o0

¢)

,,,,,, ide ,jilleszked6” © — x+a helyettesitéssel:

— [ds fa-a)ota) & [do f)oaa) = [de f@)(Losé)o) = (Ry|Los) legyen

- J-  J- o=

legyen; tovabbalakitva (az 1. lépésben egy /

Nem csinaltunk disznosagot: ha ¢ € D(R), akkor eltoltja is ugyanolyan jo tulajdonsdgokkal bir,
tehat L_,¢ is €D(R): értelmes volt, hogy R erre valo hatasat ismertiik fel a végén. Az elejébdl-
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végébdl kapott (f/R f|(b) = (Rf‘f/_a(ﬁ) egyenlGség ekvivalens a kiindulé kovetelménytinkkel, viszont
ebben Ry helyett barmilyen 7" disztribuci6 is ,elfér”: ezért a kovetkezd ,természetes” meghatarozast
fogadjuk el, ami tehat reguléris disztribicidkra visszaadja a megfelels fiiggvények eltoldsdt:

barmilyen T'€ D(R)* esetén L,T legyen az a - -
L, T\¢) = (T|L_u0). 3.13
disztribuci6, ami igy hat minden ¢ € D(R)-re: (LaT]0) = (T]L-09) (313)

A tovabbi miivelet-altalanositasokban is hasonl6an fogunk haladni: tgy alakitjuk a reguléris diszt-
ribuciokra megfogalmazott kovetelményt, hogy az alapfiiggvényre ,héritsuk a tennivalot”.

e Minden T disztribuiciénak van (=értelmezhets a) derivaltja, jelben: T”, ami szintén disztri-
bicié. Megint csak azt szeretnénk, hogy ez visszaadja fiiggvények derivalasat; pontosan koriilirva

szeretnénk, hogy ha f lokélisan integralhato, dif- (R = Ry legyen
ferencialhato, és f’ is lokalisan integralhato, akkor fr= syen.

Mint fentebb, tgy kapunk ebbdl a kdvetelménybdl irdnymutatast, ha felirjuk alapfiiggvényekre valo
hatasként, majd ,0sztonosen” alakitjuk; a lényeg egy parcialis integralas lesz (a jelolt 1. 1épésben).

ha f a mondott fajta, akkor azt szeret-

! = /
nénk, hogy minden ¢ € D(R)-re legyen (,(,}?f,),lfb ,) N (Rf

L [f@ol))| -~ [des@tn) = - [ds f@)oe) = (s]6).

6) = /5; F(@)d(a) &

Tobb ,aprd részlet” fontos itt. Tényleg kihasznéaltuk az f-re vonatkozo Osszes feltételt, és az
alapfiiggvények jo tulajdonsagai is kellettek: 6k végtelenszer differencialhatok, kompakt tartojuak
(utobbi miatt nulla a kiintegralt rész), és ezek miatt a derivdltjuk is ilyen, azaz ¢' is alapfiggvény:
vonatkoztathatjuk ra R; hatasat. A kapott ((Rf)"gb) =— (Rf|gb’) egyenlGségbdl érezhetd, hogy mi
az altalanos definicié (ami tehét a latott ,,jo” f fliggvényekre mint disztribuciokra ,,jol miikodik”):

Barmely T'€ D(R)* disztribuciora legyen (T']¢) = —(T]¢)

3.14
T"€ D(R)* az a disztribucio, ami igy hat: (3.14)

Disztribuci6é derivéltja tehat ugy hat egy alapfiiggvényen, mint a disztribicié az alapfiiggvény
derivaltjan —1-gyel szorozva (ez az elGjel lényegében a parciélis integralas ,miatt” kertilt be).

e Tovabblépve: a T" is disztribucio, drd is miikodik ugyanez. Minden disztribucié akarhanyadik
derivaltja értelmes tehat. (Itt aratodik le”, hogy az alapfiggvények simék.) Konkrétan:
(T"|¢) = =(T"1¢') = (T'|¢"), (T"]¢) = =(T"|¢") = (T"|¢") = =(T1¢"),

osszefoglalva: egy T disztribucio n-edik derivaltja, T, az, ami igy hat az alapfiiggvényeken:

(7] ¢) = (=1)"- (T |&™).

e Erdekes az is, hogy minden Ry regularis disztribucionak is létezik derivaltja, akkor is, ha f nem
differencialhat6, vagy ha az is, f’ nem lokalisan integralhat6. Lesznek fontos ilyen példéak: ilyenkor
(R;)" bizonyéra igazi” (nem regularis) disztribicio lesz. (Es nem Rj/, ami ekkor nem is létezik).

e Ismert dolog fiiggvények kompozicidja: (fog)(z) = f(g(x)). Ertelmezhetjiik disztribuciok
mindenféle g fliggvényekkel valé kompozicigjat is, ami szintén disztribucio lesz. (Figyelem: ez
nem az, hogy disztribuciot hattatunk alapfiiggvényre!) Most végigvezetjiik ezt, de a gyakorlatban



3.2. Disztribiici6-miiveletek 43

egyszertibb lesz ez majd, mint amennyire esetleg az alabbi levezetés bonyolultnak tiinik.
Kelleni fog egy ésszert korlatozas g-re; mindenesetre a vezérfondl: regularis disztribiciokra
legyen (Rf) o g= Ryo,. Ezt alakitjuk, egyelére megelSlegezve a g-re kell§ feltételek teljesiilését:

legyen minden ¢ ( (

0)= | { (0 9)(@)ola) = [dr f(g(a))ola) =

—00

alapfiiggvényre Y _ 77 7!/

= (g 0) = [ 0ol )60 = [0 S < () e

oo - g(g7t) Tl
Az atalakitas lelke a jelolt z=g~1(t), azaz g(x)=t integralasi valtozohelyettesités: ez akkor miikodik
biztosan igy, ha g : R — R végtelenszer differencialhaté bijekcid, melyre ¢’ sehol sem nulla: ekkor

g~ ! is végtelenszer differencidlhat6, ¢’ sem nulla sehol, a hatérok tényleg t-ben is £oo lesznek,

tovabba a kikapott g,iogfl r is tényleg kompakt tartoju (azaz t-ben nézve is egy korlatos zart inter-

pog™!
_ g'og™!
is alapfiiggvény tehat, azaz értelmes volt R; hatasat erre vonatkozolag felirni. Az R;-ekre kapott

c s

vallumon kiviil nulla), tovabba sima is (mivel sima fiiggvények szorzata és kompozicidja):

Legyen T'€ D(R)*, és g : R — R mondott fajta
fiiggvény; ekkor (T'og) € D(R)* az, ami igy hat:

900 ). (3.15)

g/ Og—l

(Toglo) = (T

Mint mondtuk, a gyakorlatban egyszertibb ez, nem kell ilyen ,full horror” médjara megjegyezni.
A g(z) lehet pl. az+0b linearis fliggvény (a##0-val). Az eltolas ennek speciélis esete: L.f éppen

fog, ha g(z) = v—a. Erdekes a ,tiikrozés”, g(x)=—=x, azaz g=—id is: ahogy fiiggvényeket, diszt-

ribuicidkat is hivhatunk parosnak/paratlannak, ha 7o (—id) =T, illetve ha T'o (—id) = —T.

e Disztribuciokat szorozhatunk ,,megfeleld” fiiggvényekkel. M, jelolte a (barmilyen) h fiigg-
vénnyel szorzas operatorat: barmilyen f fiiggvényre M, f=hf. Szeretnénk akarmilyen T disztri-
buciora is a M, T disztribuciot értelmezni gy, hogy regularis (—fiiggvényekkel azonositott) diszt-
ribucidkra a ,rendes” fiiggvénnyelszorzéast kapjuk vissza; koriilirva: ha f lokalisan integralhato, és
h olyan, hogy hf is lokalisan integralhato, akkor MhRf:Rh 7 legyen.®® Megint frjuk ezt fel alap-
fliggvényekre vald hatasként, majd alakitsuk; itt annyi lesz a ,triikk”, hogy a szorzatokat méasképp
csoportositjuk. Szeretnénk tehat, hogy (a mondott fajta h-val és f-fel) minden ¢ € D(R)-re legyen

(NIuRy|6) = (Bus|o) = /ff h(z) f(2)d(x) = /50 F@)h(2)é(z) 2 (Ry|ho). (3.16)

ahol az utolso (kiemelt) lépéshez az kellett, hogy h¢ is alapfiiggvénynek legyen tekinthetd, azaz
R, ra hatasat értelmezhessiik. Az elejébdl-végébdl igy kapott (MhRf|¢) = (Rys|h¢) egyenlGség
viszont ekvivalens az MhRf = Ry kovetelménnyel, és el6bbibe R helyett barmilyen 7" disztribticio
is ,elfér”. Ezért a kovetkezd definiciot fogadjuk el (ami tehéat visszaadja az Ry-re latottakat):

ha T € D(R)* és h: R — C megfelels fiiggvény, akkor

M,T e D(R)* az, ami igy hat az alapfliggvényeken: (MhT‘(b) - (T‘h¢)' (3.17)

Akkor értelmes ez, ha a T disztribicié hatasa értelmezhets ho-n. (Lesznek olyan fontos specidlis
disztribiciok, amelyek hatéasa értelmezhets az alapfiiggvényeken tul masfajta fiiggvényekre is.3!)

30 A kévetelmény ,nem iires™ pl. f(x)=1//z integralhato minden szakaszra, de ha h(z) is 1/4/z, akkor nem loka-
lisan integralhato fiiggvényt kapunk: az 1/x nem integralhat6 az x=0-t tartalmazo6 (vagy 0 végponti) szakaszokra.
31Tulajdonképpen mar a temperalt disztribiciok is ilyenek: az 6 hatasuk Schwartz-fiiggvényekre is értelmes.
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Egy altalanos megallapitas: ha h sima fiiggvény, akkor minden ¢ € D(R) esetén garantéltan
h¢ € D(R), hiszen a h-val szorzds nem rontja el sem a simasagot, sem a kompakt tartot (ha ¢
nulla egy korlatos intervallumon kiviil, akkor h¢ is). A definicionk alapjan tehat végtelenszer
differencidlhato figgvénnyel bdrmilyen T disztribiciot megszorozhatunk. Sejthets esetleg, hogy
specialis(abb) fajta T' disztribuciokhoz esetleg ennél altalanosabb h-kat is megengedhetiink (és
kell is majd megengedjiink); az ,at vége” az, ha odaig visszamegyiink, hogy igazi fiiggvényeket
béarmilyen fiiggvénnyel szorozhatunk pontonként, ,disztribiiciozas” nélkiil is.

e Disztribticiokat egymassal szorozni viszont altalAnosan nem lehet, pedig a fizikaban is
néha megkisért ez a gondolat. Nincs mindig disztribticiobodl a kolbész, abbol meg a kerités. . .

X ok ok

Kiterjeszthetjiik viszont az F. Fourier-transzformaciot minden temperdlt disztribuciora;
a szakasz maradéka errgl szol. F. eddig integralhato fiiggvényekre miikodott; 6k (mint regularis

disztribticiok) tényleg temperalt disztribuciok, igy valoban kiterjesztésrél van sz6.

e ElGszor is megallapitjuk a kovetkezd, még méshol is elSkeriils fontos allitast:

ha f és g akarmilyen integral-
hato R — C fiiggvények, akkor

Jae (@) gla) = [do @) (Fag) ), (319

gy értve, hogy mindkét integral 1étezik, és egyenlék. A lényeg az, hogy pl. a jobb oldalba beirjuk
F1g definiciojat (masképp, y-nal jelolve az 0j integralasi valtozot), igy kettds integralra jutva:

[ sta)- (Faa)(o) = [do )<= [duergt) = = [dady fla)e=gto) =
_ / dyglo): J% / dr e f(a) = / Ay ) (F2f) ) = / da (Ff) (@) gla);

a valtozojelolést visszacserélve (y—x). A kiemelt 1. 1épés kornyékén a Fubini-tétel kellett: eszerint
ha a kettds integrandus (most f(x)g(y)e*™¥) abszolitértéke, most |f(x)|-|g(y)|, integralhato va-
lamelyik sorrendben (most biztosan, mert f(z) és g(y) is integralhatok), akkor létezik az eredeti
kettGs integral is, mindkét sorrendi integral is (ezt is tudni akartuk), és ezek egyenl6k egymassal.

e A (3.18) képletbeli integralok olyan alaktak, mint ha Fof ill. f mint regularis disztribtciok
hatnanak g-n ill. Fg-n. Utobbiak persze nem eleve alapfiiggvények; Schwartz-fiiggvények kozott
azonban tisztul a helyzet. Allitas (a bizonyitast az A.3. fiiggelékre hagyva):

Ha 1) € S(R) =  FubeSR), (3.19)

azaz Schwartz-fiiggvény Fourier-transzformdltja is Schwartz-fiiggvény.?® (Persze tudva tudjuk itt,
hogy minden 1 Schwartz-fiiggvénynek létezik a Fourier-transzformaltja, hiszen integralhato.3?)
Ezt tudva viszont ha az el6z6 (3.18) megallapitasban g helyébe egy ¢ Schwartz-fiiggvényt tesziink,

$2Integralhato f-re minden ) Schwartz-fiiggvény esetén is létezik az (Ry|t))-t értelmezd ffooo dz f(z)y(x) integral,
mivel ¢ biztosan korlatos, [¢(z)| < K, azaz | f(z)¢(z)| < K|f(x)], igy ha ez utébbi integralhato, mint feltettiik, akkor
az itteni el6bbi is. Létezik tehat (Ry|¢): Ry temperalt disztribtci6. (Az S-folytonossdggal eddig sem foglalkoztunk:.)

33 Az, hogy Gauss-gorbe Fourier-transzformaltja is Gauss-gérbe, ennek egy nagyon speciélis esete.

34Ugyanis ,béven elég gyorsan” csokken; de ide annyi is elég, hogy [t/| pl. (1+22)-tel szorozva is nullahoz tart
+o0o-ben, és folytonos: igy (1+22)[1| korlatos; \1/}|§1+% valamilyen K-val. Igy mivel TKﬁ integralhato, 1 is az.
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akkor az tényleg regularis (temperalt) disztribuciok Schwartz-fiiggvényeken (1-n ill. Fytp-n) valo
hatasara vonatkozo allitasként olvashato: ha f:R — C integralhato, és ¢ € S(R), akkor

(Rpps|0) = (By | Fv). (3.20)

e Ebben a képletben viszont Ry helyett barmilyen temperdlt disztribucio ,elfér”. Ertelmes tehat a
barmilyen T temperalt disztribicié Fourier-transzformaltjat értelmezd kovetkezd definicio:

ha T € S(R)*, akkor F.T az a temperalt disztribi-

ci6, ami igy hat a ¢ € S(R) Schwartz-fliggvényeken: (72T ‘ ) =(T | Fiv). (321)

Minden temperalt disztribticionak van tehat Fourier-transzformaéltja, és az is temperalt disztri-
bucio. Az el6z6 (3.20) képlet megnyugtat, hogy integralhato f fiiggvények(hez tartozo reguléris
disztribuciok) Fourier-transzformaltja tovabbra is az, ami eddig: ilyenkor Fo f rendes fiiggvény (hez
tartozo regularis disztribicio), és kiszamithatjuk az (Fu f)(z) = \/LQ? [ dy e f(y) keplettel.
Viszont pl. lattuk, hogy ha f polinom, akkor Ry temperalt disztribucio. Ilyennek is van Fourier-
transzformaltja: ezt nem lehet a felirt integrallal kiszdmolni (pl. ha f(z)=z?, akkor nem létezik az
72 dy e®*vy? integral), mégis meg fogjuk tudni konkrétan adni Fif-et (1d. a kovetkezs szakaszt).

e Még mas miatt is ,szerencsés hizas” kiterjeszteni a Fourier-transzformaciot S(R)*-ra. Elskertiltek
korabban a kovetkezs miiveleti tulajdonsagok (1d. a 2.4. szakaszban a (2.47) egyenletet):

P A ~oag o A S NS A 4o o
«FiLa:MeXp(:I:ia-id)Fiv FiD:Mq:i-idFiv LaFi:FiMexp(¥ia-id)7 DFi:FiMii-id> (322)

Ezeket olyan fliggvényekre hatva engedélyeztiik, amelyek (amellett, hogy integralhatok, tehat ko-
rabbi tudasunkkal is értelmes a Fourier-transzformaltjuk) még tovabbi feltételeknek tesznek eleget.
Kideriil, hogy ezen azonossigok ,természetes kozege” is a temperalt disztribtcidok. Ezt a
kovetkezs 1épések vilagitjak meg (a bizonyitédsokat részben itt is az A.3. fiiggelékre hagyva):

— Megint lesztikitéssel inditva: az itteni operatorok (a D derivalés, az L, eltolas, és az eldkeriilt
fliggvénnyelszorzasok, Mexp(im.id) és Mii.id) a Schwartz-fliggvények koziil nem vezetnek ki.

— Azok a tulajdonsagok, amelyeket azon fiiggvényekre, amelyekre hatni akarunk, ki kell(ett) kot-
ni, hogy az azonossagaink igazak legyenek, Schwartz-fliggvényekre automatikusan teljesiilnek.

— Ertelmeztiik az elkeriilt operatorok hatésat disztribuciokra, és kideriil, hogy nem vezetnek ki
a temperdlt disztribuciok koziil. Az alabbi (barmilyen ¢ Schwartz-fiiggvényre valo hatast feliro)
atalakitasok alapjan igy az azonossagaink minden 7' € S(R)* esetén igaznak bizonyulnak:

1) ('?:J:;EELT | ¢) - (zaT | ‘/—:-:I:qvb) = (T | f/—aﬁﬂ:w) = (T | -ﬁ':tMexp(:l:iwid)qu)) -
- (FiT | Mexp(:l:z'a-id)w) = (Mexp(:tia-id)fi T ‘ ¢)>

2) (FDT|6) = (DT | Fag) = (7| DFw) & —(T| Fublysiat) =
= —(FieT | Mijiqh) = —(MiiqaFeT |0) = ( MgisaFe T 0),

3) (LaFaT|§) = (FoT | Loatp) = (T | Felot)) = (T | Mesp(giaia Futh) =
= (Mexp(:Fia-id)T | JT::I:¢) = (f:tMexp(:Fiwid) T | ¢)7

4) (DFiT|¢) = —(FuT | D) = —(T | FeDy)) £ —(T | MysiaFith) =
= _(Mq:i~idT \ ﬁﬂb) = _(ﬁiM:FiddT \ ¢) = (ﬁiMizﬂidT | ¢)-
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A korabban latott operator-definiciokat hasznaltuk oda-vissza (az el6zbek alapjan tudva, hogy
Jegalisan”, mert tényleg Schwartz-fiiggvényekre valé hatasok keriiltek els), a szamozott egyenls-
ségekben pedig a(z eddig csak a feltételeket teljesits fliggvényekre érvényes) kells, az el6z6 (3.22)
felidézésben beszamozott tulajdonsagokat hasznaltuk (jogosan); igen-igen figyelve az elGjelekre.
Lesztrtiik tehat, hogy a targyalt, most még egyszer felirt tulajdonsagok temperélt disztribuciok
kozott valodi egyenldségek, minden T € S(R)*-ra egységesen értelmes és igaz atalakitas-lehet&ségek:

]-') ﬁ:ﬁ: o f/a - Aexp(:l:ia-id) Oﬁ:l:a 3. ) L O-/‘—::I: — ‘F:i: o Mexp (Fia-id)» (3 23)
2.) FioD = Myyq0 Fy, 4) DoFi = FioMyuq. '

e Most, hogy F. hatasa minden T €S (R)* temperalt disztribuciora értelmes, és F.T is tempe-
ralt disztribucio, latjuk, hogy utébbira is értelmes ]-}F hatésa, azaz az .7-}.7—":F operacié minden
T € S(R)*-re értelmes és ujra S(R)*-ba képez. Az éllitas pedig az (amit mar sokszor igértiink, de
még mindig csak a kovetkezd szakaszban bizonyitjuk be teljesen, mert ott lesz kézenfekvd), hogy
a Fourier-transzforméaciok ,inverzségi” tulajdonsaga S(R)*-on tényleg rendes egyenldségként igaz:

]:_i]:} =1 ,  minden temperalt disztribaciora értelmezetten. (3.24)

e Az eddigiek alapjan mondjuk, hogy a Fourier-transzformécio ,természetes kozege” a temperalt
disztribuciok S(R)* halmaza. Utols6é megjegyzés: az, hogy éppen a temperdlt disztribuciokra si-
keriilt kiterjeszteni a Fourier-transzformaciot a (3.21) ,attevss” képlettel, a (3.19) tulajdonsédgon
milott, miszerint ha ¢ € S(R), akkor Fi1» € S(R). Ha igaz lenne ilyen a D(R)-beli alapfiiggveé-
nyekre is, akkor minden disztribuciora is miikodhetne a kiterjesztés. Sajnos azonban ha ¢ € D(R),
akkor F¢ tovdbbra is S (R) eleme (merthogy ugye D(R) C S(R), azaz ¢ € S(R) is igaz), de kidertil
(1d. az A.3. fiiggeléket), hogy garantaltan Fi¢ ¢ D(R). A latott médon tehat nem tudjuk Fy-t
minden disztribuciora kiterjeszteni: pl. a nem temperalt disztribiciot meghatarozo e* fiiggvénynek
nincs értelmes Fourier-transzformaéaltja nemhogy fiiggvények, de disztribiciok kozott sem.

X ok ok

e Az alapgondolat mindegyik e szakaszban latott (disztribuciokra valo) miivelet-kiterjesztésnél
ugyanaz volt:  transzponalt’ként, az alapfiiggvényre ,atharitva” kellett kezelni az operatorok ha-
tasait. At is fogalmazhatjuk ennek megfelelsen a latottakat: ha T'€ D(R)*, akkor

e g (LT |¢) = (T | L-a9) LT =ToL .,
Lomeen ¢ (LT 6) = (T | M) A MyT =T oMy,
fliggvényt véve : ) . .

(T"[¢) = (T'|=¢) DT =To(=D),

illetve T'€ S(R)* esetén, azaz temperalt disztribuciokra a Fourier-transzforméciot is igy irhatjuk:
minden ) € S(R)-re (FLT |1) = (T | Fypt)) = FiT =ToFy.

o A D-folytonossdg ill. S-folytonossdg vizsgalata abban allna, hogy mivel disztribuciokra ill. a tem-
peralt disztribuciokra kovetelmények ezek, be kell most latni, hogy ha 7" mint D(R) — C leképezés
D-folytonos, akkor T o L_,is, To,M,isésTo (—ﬁ) is az, illetve ha T" S-folytonos, akkor ToF,
is az: ezek jogositanak fel visszamendleg, hogy disztribicioként értelmeztiik disztribtcio eltoltjat,
derivaltjat, fliggvényszeresét, Fourier-transzformaltjat. Ezen a folytonossig-kérdésen, mint mond-
tuk, alig mulik valami egyel6re; az A.4. fliggelékben megvizsgéaljuk a megpenditett kérdéseket.

e Addig is a kovetkezd szakaszban megismerkediink ,jigazi” disztribicickkal. . .
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3.3. Dirac-delta

e Sok més matematikai fogalomhoz hasonléan a Dirac-delta is a fizikaban bukkant fel,>> és lénye-
gében az .6 kedvéért” épitették ki (kicsit késébb) a disztribucidelméletet.>® Most (nem kovetve a
torténelmet) nyakon ontjiik magunkat a Dirac-deltaval mint disztribucioval; felbukkannak majd
azok a tulajdonsagok, amelyek nyoman annak idején bevezették. Legyen a€R egy adott ,pont”.

Definici6é: az a-ra koncentralt Dirac-delta, jele: 6,, az ( W) — $(a) (3.25)
a disztribticio, ami igy hat a ¢ € D(R) alapfiiggvényeken: “ N ' '
Az a=0-ra koncentralt Dirac-delta jele most 0: (4 | ¢) = ¢(0). (3.26)

e A §, Dirac-delta mint leképezés tehat kiértékel; nyilvanvalo, hogy ez linaris leképezés, D(R)*
eleme.3” Tovabba §, temperalt disztribicio, azaz S(R)* eleme is: minden ¢ € S(R) Schwartz-
fiiggvényt is ki lehet értékelni, nemcsak D(R)-beli (kompakt tart6ju) alapfiiggvényeket.3®

Megjegyzés: mondhatnank, hogy bdarmilyen fligguényre értelmes 0, hatésa, hiszen ki lehet ér-
tékelni. Ha csak ennyit varnank el, igazunk lehetne, de ne siessiik el: sok alédbbi, Dirac-deltaval
kapcsolatos képlet els§ korben alapfiiggvényekre vagy Schwartz-fiiggvényekre valo hatast szem elGtt
tartva miikodik csak; ami mégis igaz altalanosabban is, azt majd pontosan koriilirjuk.

e Egyszerd de fontos, hogy Dirac-delta eltoltja az eltolt pontra koncentralt Dirac-delta:
Lo6y = Oaths speciélisan: L6 =6, (3.27)
hiszen §, iménti (3.25) ill. a disztribuciok eltolasanak el6z6 szakaszbeli (3.13) definicioja alapjan:

minden ¢ € D(R)-re (I:zg@; | ¢) = (5b | llaﬁﬁ) = (ﬁ,a@(b) = ¢(a+b) = ((iajrj’ | ¢)'

e Ha ¢, regularis disztribticié lenne, akkor létezne a lokalisan integralhato d(x—a) fiiggvény, az an.
»Dirac-téle deltafiliggvény” (ami az el6z6 pont alapjan a nullara koncentralt d-hoz tartozo §(z)
fiiggvény a-val eltoltja lenne; rogton igy irtuk itt). Mivel definicionk szerint (d,]|¢) = ¢(a), ezért

erre a 0(x—a)-ra igaz lenne, /°°
- = . 2
hogy minden ¢€D(R) esetén dz é(z—a)¢(z) = ¢(a) (3.28)

Ha I zart, I’ pedig 6t tartalmazo nyilt intervallum, akkor van olyan ¢; € D(R), ami ['-n kiviil
nulla, I-n pedig 1 (Id. az A.2. fiiggelékszakaszban is). Ha I olyan, hogy a¢I, akkor vehetiink
olyan I'-t, amire I C I, de a még I'-nek sem eleme. Igy é; 1(a)=0, vagyis az iménti (3.28)-ban irt
integral is nulla lenne, abban a hataresetben is, amikor az I’-t rahtizzuk [-re. Ha viszont I olyan,
hogy a€l, akkor ¢; ;/(a)=1, igy az I'-t I-re rahtizva kapott hataresetben is 1 lenne az integral.

L, . . . _ b2
Tehat barmilyen by, by interval /dx §(z—a) = { 0, ha a ¢ [by, by], (3.29)

lumhatéarokra igaz lenne, hogy by 1, ha a € [by, by).

A 0(z—a) tehat az a-ban 16v6 egységnyi pontszeri eloszlas (pl. ponttoltés) ,stirtségfiiggvénye”
lenne: ha I tartalmazza a-t, akkor I-hez 1-et rendel, ha nem, akkor 0-t.

351930 koriil; a névado Paul A. M. Dirac 20. szazadi fizikus volt, a kvantummechanika egyik ,alapito atyja”.

36Visszatekintés: a (mai precizséghez képest mondva) "kézzel-labbal” derivélas-integralas Newton /Leibniz idejébél
(17. szazad) szarmazik, de a matematikai fogalmak csak a 19. szazad végére/20. szazad elejére iilepedtek le.

3TFiiggvények linearkombinaciojanak kiértékeltje tényleg az értékek linedrkombinacioja; ez mar-mar korkoros.

38 Azt most is csak mondjuk, hogy 6, mint D(R) — C linearis leképezés tényleg D-folytonos (és ebbdl kovetkezden
6 mint S(R) — C linearis leképezés S-folytonos is); errdl szokas szerint az A.4. fiiggelékszakaszban lesz szo.
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Ilyen fiiggvény viszont nincsen: minden olyan intervallumra nulla lenne az integralja, ami a-t
nem tartalmazza, és ez csak ugy lehetne, ha majdnem mindeniitt nulla lenne a R\ {a} halmazon, de
akkor a (nulla mértékt) {a} halmazt hozzavéve az lenne az egész R-en is. Igy & csakis a 0 € D(R)*
nulla-disztribuciot hatarozhatna meg, nem rendelhetne ¢(a)-t olyan ¢-hez, amire ¢(a)70.

Osszefoglalva: a §(z—a) fiiggvény nem létezik; §, nem regularis disztribicio.

Ertel te- d értel- o
hit az hagy (Gald)=0(a). e / dr §(r—a)p(z) = o(a).  (3.30)

A fizikusi irodalomban sokszor mégis ez utdédbbi alakot hasznaljak, mintha létezne a latott
megfeleld tulajdonsagu Dirac-féle deltafliggvény, d(z), és olyanokat mondanak, hogy 6 ,kézonséges
értelemben nem filiggvény”, ,altalanositott fiiggvény”, ,csak az integraljel alatt van értelme”. Fzek
mind ugyanazt takarjak: a d, mint D(R) — C leképezés (disztribucio) értelmes, (0,|¢) = ¢(a); a
felirt (3.30)-beli §(z) fliggvény pedig értelmetlen, de tigy tekinthetjiik, hogy a (3.30)-beli integral-

P

e A Dirac-deltat egyfajta hatarértékként is tekinthetjiik. Vegyilink egy integralhato f(x) fiigg-
vényt, amire ffooo dz f(x) =1, és egy A>0 paraméterrel készitsiik el az f) fiiggvényt a koriil A-szoros
Osszesziikitéssel ill. %—szoros fiiggsleges nyujtassal. Ez a kovetkezé modon felirt fiiggvényt jelenti:

@) = 5 - flat+252).

Nyilvanvalo, és a valtozot ,yisszacsindld” x = a+A(t—a) helyettesitéssel is lathato, hogy

minden A-ra is az o . [ mert =)\ kiejti i-t, és a
d = [dtf(t) =1 dt PN
fy integralja is 1: /Oox ) / /) " hatéarok t-ben is oo lettek.

A A—0 eset lesz érdekes: ekkor f\ az a koriil ,yvégteleniil keskeny, végteleniil csiicsos” filigg-
vénnyé valna. Ha f olyan, hogy léteznek a lim, ,., xf(z) hatarértékek, akkor f integralhatosaga
miatt ezek csakis nullak lehetnek, és ekkor lim, .., f(x) =0 is igaz: ilyenkor fix x-et véve
ha oo, aldbor  limg file) = Jim {(4) fla+}-@-a)} =0,

x=a-ban pedig ha f(a)=0, akkor fy(a)=0, ha viszont f(a)#£0, akkor lim, .o |fx(a)|=00. Minden-
esetre ekkor az f) fiiggvénysorozat pontonkénti (fliggvény)hatarértéke majdnem mindeniitt nulla.
Ha pedig nem létezik lim, 4. zf(z) vagy lim, 1o f(2), (ettdl még f lehet integralhato, 1d. a
korabbi 13. labjegyzetet is), akkor nincsen pontonkénti limy o f) fiiggvényhatarérték.

Erdekes viszont az fy-k ,disztribtcié-értelemben vett hatarértéke”, vagyis hogy mihez
tartanak az Ry, regularis disztribiciok, azaz ¢ € D(R) alapfiiggvényekre az (Ry, |¢)-k. Allitds:

ha f:R — C integralhato fiiggvény, és h R a1
J75 da f(z) =1, akkor az el6z6 fr-kkal %;7 _

vagyis konkrétan: minden

¢ € D(R) alapfiiggvényre /1\12(1) (R, |¢) B ,l\li%/_if I@)o(z) = o(a). (3.32)

e Ez utobbi alak a kvintesszencialis példa arra, amikor a hatarértéket nmem cserélhetjiik fel az
integralassal: lattuk az imént, hogy a limy_,o f\(z) pontonkénti fiiggvényhatarérték vagy nem
létezik, vagy majdnem mindeniitt nulla, most viszont ¢(a) az eredmény (és nem nulla).

Az f\(z)-ben elvégzett, a nyujtasokat visszacsinalo (az alabbi 1. 1épésbeli) valtozohelyettesités,
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r=a+A(t—a) segitségével lathatjuk be a (3.32) allitast. S6t rogton kicsit altalanosabban is: ha a
¢ :R— C fiiggvény korlatos (van olyan K, hogy |{(z)|<K minden z-re), és a-ban folytonos, akkor
lim/dm H(x)E(x) = lim/da: 1 f(a+552)€(a) = lin1/dtf(t)§(a+>\(t—a)) z

o) A=0/_ —00

A—0

2 [d g0 tim €(ae)t-a)) 2 [ar f)€(0) = o) [d1(0) = €la).

A 2. lépésben kihasznéltuk, hogy a Lebesgue-tétel alapjan ebben az alakban mdr megcserélhetyiik
az integralast a hatarértékképzéssel: a & K korlatjaval a K|f(t)| jo A-tol fuggetlen integralhatod
majoransnak. A 3. 1épésben £ a-beli folytonossagat hasznéaltuk: limy 0 &(a+A(t—a)) = &(a). A ¢
alapfiiggvényeink teljesitik a £-re megkovetelteket: ennyi elég is roluk; belattuk a (3.32) allitast.

£(a)= /51 5(a—a)(x)

)
— | 0(x—a)
g

19. dbra. A(z a-ra koncentralt) Dirac-delta megkozelitése egyre csuicsosabb fliggvényekkel.

e [z alapjan (is) ugy képzelhetjiik a 0, Dirac-deltat, hogy a d(x—a) egy olyan ,fiiggvény”, amire

ha x+#a, akkor §(x—a) =0, ¢s 0(0) ,annyira vég- /oo
dzdé(z—a) =1. 3.33
r=a-ban §(a—a)=6(0)=o0, telen”, hogy raadasul —of (z=a) (3.33)

Ezek egyenértékiek a korabbi (3.29) megfogalmazéassal: egy I intervallumra [, 0(z—a)dz =1, ha
acl, és [,0(x—a)dz =0, ha a¢I; tovabbra sincs ilyen fiiggvény, de mégis gondolhatjuk ugy, hogy
6 az Osszehuzott-nyujtott fiiggvények (latott modon disztribucio-értelmi) hatéaresete. Erre (is)
gondolhatunk, amikor §, hatasat ilyen 6(x—a) ,fliggvénnyel” fejezziik ki. Még egyszer:

azt szoktak fr- /(T:E 6(z—a)l(z) = £(a),

— o0

ni tehat, hogy
ezt is gondolhatjuk ugy, hogy a végteleniil cstucsos egységnyi teriiletd 6(z—a) fliggvény” a &(a)
értéket szemeli ki”, amivel szorzodik az & integralja (ami 1 lenne £(a) nélkiil).
e Néhany példa a Dirac-delta ilyen megkdzelitésére (mindegyik f-re tényleg [°° dx f(z) = 1):
1 1 1 1
L/ N9 = N T 9 1 R = 5@7
ESERp—E ho) =X ey 0
: _ 1 1 _ 1 1 ~ _
Gauss:  f(x) = Eexp(—ﬁ(x—ay), fo(z) = Wexp(—ﬁ(x—a)Q), lim Ry, = da,

Lorentz: f(x) =

Dobogo:  f(x) = %X[—l,l} (x—a), fo(x) = %X[_bﬁ] (x—a), lim Ry, = d,.

b—0
ahol o-val ill. b-vel is jeloltiik a nulldhoz tartandé ,szélességet”. Megjegyzés: a 19. abran is és a
példainkban is az dsszehuzando6 /nyajtando kiindulasi f fiiggvénynek eleve a-ban van a ,kozepe”,
de ez nem kotelezd: ahhoz, hogy limy_,g Ry, = d, legyen, elég, ha f integralhato, és integralja 1.
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e A latott fajta értelmezéshez a Dirac-delta t6bbi miiveleti lehetésége is szépen illeszkedik.?
Allitas: M0, = g(a) - 6,

azaz a g fliggvénnyel valo szorzastol csak a g(a) értékkel mint szammal szorzodik a Dirac-delta.
Tényleg ezt adja az, ahogyan disztribuiciok fiiggvénnyel szorzottjat értelmeztiik az el6z6 szakaszban:

(M,6,| 8) = (8] 81,0) = (W,0)(a) = g(a)é(a) = g(a) - (3.]9) = (9(a)d. | 0).
ha pedig a delta-fiiggvényes jelolést hasznaljuk, akkor igy irhatjuk ugyanezt:

/ d g(2)5(z—a)p(z) = / 4 8(z—a)g(x)b(z) = gla)d(a) = g(a) / 4 §(z—a)i(x).

Végtelenszer differencialhato g(x) fliggvénnyel ugye barmilyen disztribiciot szorozhatunk; ezen
iménti képletet érvényesnek vehetjiik akkor is, ha g-re csak annyi teljesiil, hogy folytonos a-ban.
Speciélisabban: ha &(x) olyan, mint fentebb: korlatos és a-ban folytonos, és g olyan, hogy ¢¢ is
ilyen, akkor a hatarértékes valtozat is miikodik: az f) ,,0sszehiizott” fiiggvényekkel

Ry =d =l [deg@A@EE) = gl

Ha éppenséggel g(a)=0, (és a g fiiggvény a latott modon ,elég jo”, azaz pl. sima), akkor a g-vel
valo szorzés d,-t a 0-ba, azaz a (minden alapfiiggvényhez nullat rendeld) nulla-disztribtcioba viszi:

Ha g(a)=0, akkor M,0, =0, szimbolikusan: g(z)d(z—a) = 0.

e Erdekes lesz ,visszafelé” is ez. Legyen a ¢:R — C fiiggvény egyeldre végtelenszer differencialhato,
és olyan, hogy pontosan egy adott a helyen nulla, g(a)=0, viszont ¢’'(a)#0. Ha az a kérdés, hogy
milyen f:R — C fiiggvény lehet az, amit ezzel a g-vel szorozva azonosan nullat kapunk, Mg f=0,
akkor a vélasz: az f(a) érték barmi lehet, mashol viszont f=0 konstans nulla kell, hogy legyen.
Ha viszont barmilyen (nem feltétleniil regularis) 7'€ D(R)* disztribiciot megengedve keresiink
olyan T-t, amire MgT =0, akkor éppen a fentebb latott lehet&ség, az a-ra koncentralt Dirac-delta
szamszorosa (a-szorosa) a valasz (aminek persze a nulla-disztribtcié (ami egytuttal a majdnem
mindeniitt nulla fiiggvényhez tartozo reguléris disztribucio) tényleg specialis esete, a=0-t véve):

TeDR), M,T=0 =  T=a-d, aholacC. (3.34)

A fentebbiek szerint T' = -9, tényleg ilyen; az allitasunk az, hogy csakis ez ilyen. A bizonyitéshoz
egyszer Otlet kellett. Barmilyen ¢ € D(R) alapfiiggvénnyel elkészithetjiik a kovetkezd ¢, fliggvényt:

legyen ¢4 (m):%, ha z#a, és %1(61):‘5:53- Ugye g(a)=0 (és csakis a-ban nulla); a ¢4 a-beli
értékét az x—a hatardtmenet ,sugallja”’ (ha ¢y (x) = ¢(:2:;¢>(a) * 5ot Alakba frjuk). Ez a ¢g

fiiggvény végtelenszer differencialhato: z=a az egyetlen kérdéses pont, de itt is az.% Vegyiink
ezutan egy olyan (nagy) [ intervallumot, amiben ¢ tartéja ,béségesen” benne van. Van ugye olyan

39Mar az eltolas is illeszkedik, hiszen §(z—a) modon irtuk/irjuk a 6(z) ,fiiggvény” eltoltjat, célozva az x — z+a
valtozohelyettesités lehetGségére, amivel lényegében disztribuciok eltoltjat (alapfiiggvényre hatasként) értelmeztiik.
4OHa f :R — C n-szer differencidlhato a egy kornyezetében, akkor f, () := %ﬁ(a) fiiggvénynek (melynek a-beli

p
értékét értelemszertien f’(a)-ként definialjuk) n—1-szer differencialhatd a-ban, és Fi0) (a) = %Hf(k"‘l)(a). (Ezt a
I’Hospital-szabaly sorozatos alkalmazasaval lathatjuk be; ha mtkddne a Taylor-sorfejtés a koriil, akkor egyszertibben
is menne, de most nem tettiink fel analitikussagot.) Mindenesetre ebbdl kévetkezik, hogy a £ =0(a) g5 5 9(@)=9(a)
fiiggvények is végtelenszer differencialhatok a-ban, igy a hanyadosuk, ¢41 is az. (A nevezd ¢’'(a) ugye nem nulla.)
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kompakt tartoju sima ¢; ;- alapfiiggvény, ami I-n konstans 1: egyrészt emiatt ¢-¢; p = ¢, mésrészt
a ¢g1 - @5 v figgvény kompakt tartéji sima: ¢ is alapfiiggvény. Tovabba ahogy legyartottuk ¢, -et,
abbdl nyilvanvald, hogy ¢ ¢g1 - ¢rp =¢-drr — Pla)- ¢ = ¢ — P(a) - ¢; . (Mindjart latjuk, hogy
ezért vezettiik be ¢gi-et igy.) A keresett T-re vonatkozo feltétel (minden eredeti ¢ esetén is) erre
a ¢g1 - ¢, alapfiiggvényre valé hatasként is igaz; 1" linearitasat is kihasznalva
(MgT ‘ ¢gl¢1,1/) =0 = (T | 9¢91¢1,1/) =0 =
= (T|¢—9o(a)-¢rr) =0 = (T]¢)=d¢(a) (T|érr).

Az a=(T| ¢; ) definicioval tényleg azt kaptuk, hogy valéban minden ¢-re (a kiindulési ¢ akér-
milyen alapfiiggvény lehetett!) igaz, hogy (T'|¢) = ad(a), azaz T = « - §, tényleg. !

3.4. Altalanositas tébbdimenzios értelmezési tartomanyra

3.5. Néhany tovabbi példa-szamolas

410lyan, mintha az « fiigghetne attol, hogy milyen nagy I-t és megfelels ¢; ;-t vesziink. Nem fiigghet ettdl
(hacsak Supp ¢ C I mér teljesiil): méaskiilonben nem is lenne ilyen T', de a T=ad,-r6l mar tudjuk, hogy ilyen.
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A. fuggelék: Kiegészitések

A.1. Fourier-sorok néhany konvergenciatulajdonsaga

e Vizsgaljuk meg elszor azt a fliggvényt, ami a [0, 7] szakaszon egy darab lépcsS. Az a:%
speciélis eset volt a 2.2. szakasz els6 példaja. A mostani altalanosabb eset:

1, ha 0<t<a, ahol a egy adott 0 <a <T érték; itt ,yalt”.
0, haa<t<T, (Més t-kre pedig: periodikus 7" szerint.)

) = xoa(t) = {
Az egyiitthatok kifejezése itt (ami a:%—re tényleg visszaadja a 2.2. szakaszbeli specilis esetet):
1 2 %, han=0, és

T a
. T 1 . 2T
n = -_— dt t - t = -_— dt —wn t = ... = . a
c T : f( )6 T T/O [ T { 1 (1_6—2mn7)’ ha n;é(].

2min

e Allitas: az ezen egyiitthatokkal irt Fourier-sor f(t)-hez konvergal minden ¢-ben (feltételesen,

% esetre latszott a 2.2. szakaszbeli 5.

abran; most megnézziik ,képlettel” is. Az alabbi moédon irt sordsszegrél beszéliink:

1d. alabb), kivéve az ugraspontokban, ahol %—et ad. Bz az a=

- k2Tt : - k2Tt : - —ik2xt : - k2Tt
k;mcke T"=co+X, X :TLILIEO;%@ T +7}L\1£lo;c_ke 7' =2Re {r}ingogcke T ],
ahol kiilonvettiik a nulladik tagot és a pozitiv ill. a negativ indext tagokat, utébbiakban rogton at-
jeloltiink £ — —k modon, és kihasznaltuk, hogy esetiinben c_j, = ¢}, igy mivel (eik%ﬂt)*:e‘ik%ﬂt, egy
negativ indext részletosszeg a tiikrozott pozitiv részletosszeg konjugaltja: valds részre jutottunk.

Beirjuk a cx-kat, rendezziik az exponencialisokat, és kihasznaljuk, hogy Re z = Tm(iz):

B ' n (ez‘%”t)k_(ei%"(t—a))k 1 . n 25 Zf 2 = ei%(t—a)’
X = 2Renh_r>rolog Sik = ;Imnh_}r{)lo; al ahol - (A.1)
Az el6keriilt sor >/, % = —Ln(1—2), ami a konvergenciakor hataran, |z|=1 esetén is miikodik,

hacsak z#1 (Id. pl. a ,Komplex fiiggvénytan” jegyzet C.5. fiiggelékében). Most éppen |z1|=|z3|=1,
és zo=1 ill. z;=1 éppen akkor, ha t=nT ill. t=a+nT'; ezek az ugréopontok. Zarjuk ki Gket most:

h t T 1 ]- - 27 .2
ésat:?j;n X = ; Im [Ln(l—zl)—Ln(l—ZQ)} — ; [arg(l_elT(tfa))_arg(l_elﬁt)] ) <A2>

Kossiik ki, hogy t € [0, T] lehet (de t£0, t#£a, t#T). Egyszertsitve, figyelve az értékkészletre!?

_ T = myx
(t—a)—Z, haa<t<T, 0<t<T: arg(l—e'7") = -7,

-zl(t_a)) _ { F(t—a)+5, ha0<t<a, és hacsak
T 27
1

t_a 1 _(t_ 1\ _1_2 ha0<t 1, ha0<t
N X:{? :g—l—% (f %)_ i al0<t<a, co—i—X:{ ,hal0<t<a,
tga 1 (L-1)=-% haa<t<T. 0,haa<t<T.

Utoljara még a ¢y = 7 egylitthatot is visszatéve megkaptuk az eredeti keresett sorosszeget. 3
A t=0 ugraspontban z,=1, a t=a-ban pedig z,=1; vegyiik a t=0-t, ekkor zo=1. Visszatériink

42Rajzzal, korrel /haromszdgekkel kénnyt belatni, hogy arg(1—e®) = £—7, hacsak 0<p<2m. Ha ¢ nem ide esik,

akkor a megfelel§ szamu 27-vel eltolt (a jelolt tartomanyba ess) érteket kell beirni helyette; ez kell az els6 taghoz.

43 Megjegyzés: az ,argumentum-odafigyelés” pont behozta a kivant ugrast. Az ey % sorosszegére — Lin(1—2z)
helyett mas(hol vagott) valtozatot is hasznalhatnank, de csak olyat, ami analitikus a |z|<1 korén: mivel biztosan a
z=1 az elagazasi pont, a fazisugréas tényleg pont ilyen médon jelenik meg mindenképpen.
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az (A.1) képlethez: Im folytonos fiiggvény, bevihetjiik a hatarértékbe, igy a csupa valos tagok
eltiinnek. A maradékban pedig megint — Ln(1—z) hatvanysora jon be, ami z;-ben is miikodik:

—2m )k 1 .
o _+ _ = 27r7, i 2w —
X(t=0) = Im nh_g)loz Im nh_)rroloz - ImLn (1—e2™T)
1 o 1 a m 1 a
_ — 1 —2mi _ — —T — —_ = - — — X t: = —,
7Targ( T) 7r< 7rT+2) 5T = co+X (t=0) 5

Mint az el6bb, kibontottuk az argumentumot, és még a co==-t is visszaadtuk. Kijott tehat, hogy
a megcélzott Fourier-sor a t=0 ugraspontban tényleg a kétoldali 0 és 1 szamtani kozepét, %—et ad;
lassuk be lényegében pont ugyanigy, hogy ugyanez jon ki a t=a ugraspontban is!

e Eredendden az el6zGekkel nem egyenértéki, de nagyon fontos allitas, és most részletesen belatjuk,
hogy a vizsgalt Fourier-sordsszeg a kiindulasi lépcssfiiggvényhez tart az L?([0, T]) Hilbert-térbeli
értelemben is . S6t ez a konvergencia feltétlen: Z-vel jelolve a Z indexhalmaz véges részhalma-
zat akdrmilyen 7 — Z hataratmenetet tekinthetiink, azaz akarmilyen sorrendben egyre tobb tagot
bevehetiink az Gsszegbe (hacsak végiil az 6sszes bekeriil). Ezt igy jeléljiik alabb: limz_,z Y, ;.

T 2
lim [ dt a(t) — e Tt L0 A3
konvergencia jelentését a kérdés: I-2), ‘X[O’ )(#) kEZI F ’ (A-3)

vagy kiirva az abszolutértéket, elvégezve a szorzasokat, és tudva x4 (t) jelentését (és hogy valos):

T T
; x —ik2T ik’ 2z .
%1_{% dt [X[o,a] (t)— Z ce T t} [X[o,a] (t)— Z cpe” T t} = %1_{% {/th[O,a] (t)—

kel kel
- ch/th[O al(t Z Ck//dtx[o q(t ok T _|_Z Z Cka//dt L

} Zg
kel o kel kel k'eT v
7Tck _TC —T(;kkl

Ismerve az ilyen Hilbert-térbeli

Kozben éppen megjelentek a x[o,4)(t), azaz a vizsgalt fiiggvényiink Fourier-egyiitthatéit megadé in-
tegralok, illetve az utols6 tagban pedig a komplex Fourier-sort megideologizal6 integral. Elvégezve
az Osszegzéseket és egyszerisitve az allitasunk a kovetkezs (beirva végiil ¢; konkrét kifejezését is):

%Lr%{a—TZchk —Tch/cz/ —i—TZZékk/CZCk/} = a—T%i_{%Z‘ck‘? 20

keT = kel kel keZ
k%0 o a2 k40
1 eal? = y 20 |1 —e 2k a? y s 1—cos(k%2) ; q
azaz:  lim E Ll = —= + im — | = — 4+ lim — L 7=
157 2mik T2 1572 222 T
kel kel

A k=0-s tagot (co—t) kiillonvettiik a maradék OsszegtSl. A kapott Osszeg tényleg abszolut (=fel-
tétlen) konvergens. A kérdés tehat (felismerve, hogy attérhetiink képzetes exponencialisra, mert
annak képzetes része a k <+ —k szimmetria miatt kiesik, és az o = % jelolést hasznalva):

kz#ol—cos(k%%) , ar?®  a?r? kiol_e%im 2, (1—a)
= — azaz:. —_— = [0} —Q).
22 T 12 2 m
keZ kEZ

Ilyen Gsszeget komplex integrallal lehet kiszamolni; az 6tletek tobb hasonlét ismerve jonnek (és a

méasodik atiras is ehhez igazodott). Tomoren irom le, rajzoljunk, ellendrizziink magunknak!
1—e*™= Qg

e2miz__] 2’2—}-52 !

Tekintsiik a kovetkezd fiiggvényt,

f(z) =

ahol egyelére 5 € RT paraméter:
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Ennek elsérendd polusai vannak +if-ban ill. a z=0-n kiviili (ami megsziintethetd szingularitas)
1— 2miak
er_A'_BQ b
feliil a fiiggvény a valds tengelytdl eltavolodva mindkét irdnyban korlatos marad (ez az exponen-

2=k€Z egész szamokban; a reziduum utobbiakban majdnem az Osszeadandoéink. Ezen
cidlisok szempontjabol azon is mulik, hogy hatarozottan 0 < a < 1), sét, az ﬁ miatt még N#
modon csokken is: mindkét félsikon egy végtelenbe fujt félkorivre vett integréalja nulla.

Azt jatszhatjuk el tehat, amit a ,Komplex fliggvénytan” jegyzet 5.2. szakaszanak utols6 példa-
jaban: a sordsszeget felirjuk, mint a nulladik tagot plusz a k€Z, k#0 polusokat pozitiv iranyban
megkeriil§ kis korintegralok Osszegét, majd ezeket Osszefiizve és két végtelen nagy félkorivvel be-
zarva az utat két darabban atdobjuk a csak if-t és —if-t negativ irdnyban megkeriils utakka:

k0

1— 27rzka k#0 k70 (k+) ]_ (#5-)
Z k2+ 32 ZResf =k QWZZ%de de +_ de -
k€EZ keZ
1 l1—e2maB  2maB_q
= — Res f(2) T Res f(2) s = = 5 [ l—e—278  o2nb_] }

Méar csak venni kell ennek S—0 hataresetét; ellenérizziik, hogy valoban 272a(l—a) adodik.*
Végiilis belattuk az (A.3) allitast: a lépesd Fourier-sora Hilbert-térbeli értelemben is visszaadja 6t.

X ok ok

o A 2.2. szakasz elején egy specidlis, de széles korben érvényes allitast tettiink fiiggvények Fourier-
soranak konvergenciajarol (mely az imént vizsgalt 1épess esetétdl diszjunkt eset). T szerint perio-
dikus fiiggvényeket vizsgalunk. Legyen f legalabb kétszer differencidlhaté az egész R-en (a
kijelolt szakaszhatérokon, pl. 0-ban és T-ben is), és legyen f” is integralhaté [0,7)-re.*> Két
—in%t

parcialis integralassal (mindkétszer az e -t tekintve a derivéaltnak) azt kapjuk, hogy n#0-ra

17T o, [f) e =T 1 T esnFt 1 (7 o
w=— [dt f(t)e Tl = | 2 — — [dt f'(¢ = /dt’t_mTt:
e =7 | 4t/ (e [T—m%’f - T/O f()—z'n%” omin S (e

_ZnQW t= . . —in2m
f/( ) ¢ _ 1 /gt f”(t)e Tt — T /dtf//( ) —zn%’t
2min —in3 ||,_, 2min J —in%” 4mr2n? ’

Az alahuzott kiintegralt részek nullak voltak a periodikussag miatt. Tudva, hogy ha f”, akkor | f”|
is integralhato [0, T-re, a szokasos abszolutértékes integralbecsléssel innen arra jutunk, hogy

’ " —in2%t T ! " —in2T¢ T ! "
L[ e < e Oolt\f (e T = 15 0oht\f (1)),

vagyis azt kaptuk, hogy a ¢, egyiitthatok abszolutértékben kellemesen elég gyorsan csokkennek:

ol = 4Am2n?2

a feltételeink teljesiilése esetén (figyelem: K T

T
< — hol K = — "(t)].
tényleg mindegyik kellett!) ha n#0, akkor en] < n2 2O 472 dt ‘f (t)l

4 A sordsszeg f—0 hatarértéke tényleg egyenld a tagonkénti S—0 hatarértékek (az k%—es eredeti Gsszeadandok)
sorOsszegével. Itt is a Lebesgue-tételre hivatkozunk tugy, hogy a végtelen Gsszegzést integralnak fogjuk fel, ahol az
integrandus az egyes tagok altal kijelolt ,magassagi”, k-t6l k+1-ig terjeds egység szélességl 1épcsSkbdl osszerakott
fliggvény, melynek integralja éppen a k-ra vett sorOsszeg. A [(-tol fliggetlen integralhaté majorans szerepére ekkor
olyan sorosszeg kell, ami létezik, és tagonként abszolutértékben nagyobb, mint akarmilyen S-ra a vizsgalt sorosszeg
megfelel§ tagja. Esetiinkben gondoljuk ki, hogy jo lesz erre pl. ZZ?; 1722‘ Tényleg kicserélhetjiik tehat a S—0
hatarértéket a sorsszegzéssel, azaz vehetiink tagonként 5—0-t.

15Ha f" létezik az egész R-en, akkor f’ folytonos R-en, specidlisan a zdrt [0,T] szakaszon is. Emiatt f’ korlatos
is [0,T)-n, azaz f’ biztosan integralhato is [0, T]-re. Ezt tehat nem kell kiilon feltenniink most.
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Emiatt a |c,|-ek OsszegezhetSk n€Z-re. Az an. Weierstrass-kritérium alapjan (1d. a ,Komplex
fiiggvénytan” jegyzet B.3. fiiggelékében) ebbdl kovetkezik, hogy esetiinkben maga a Fourier-
sor pontonként abszolit és egyenletesen konvergens mindenhol (mivel most a |c,|-ek itt a
fliggvénysor, azaz a Fourier-sor tagjainak a szuprémumai is, hiszen ‘cnei%ﬂt‘ = |en)).

e A vizsgalt esetben a Fourier-sor sorsszege tényleg a kiindulasi f(t). Ez nem kévetkezik az
el6z6 pont eredményeibdl; tudni kell még, hogy a Fourier-bazisfiiggvények (az dsszes em%ﬂt, nez)
halmaza teljes rendszer az L*([0,T]) Hilbert-térben (,elég sokan” vannak). Ez azt jelenti, hogy

f(t) o Z Ckeikz%t

kel

2

ha f € L?([0,T]), akkor az 6 Fourier-sora =0. (A.4)

T
li dt
Hilbert-térbeli értelemben is f-et adja ki: ZIL%/O

A mostani feltételeinknek megfelels f-ek négyzetesen integralhatok [0, T]-re, azaz L*([0, T]) elemei,
és lattuk, hogy a Fourier-soruk [0,7]-n egyenletesen konvergens. Emiatt (a Lebesgue-tétel egy
kovetkezményeként) az iménti (A.4)-ben a hatarértéket bevihetjiik az integralba:

2

T . . z 27
. i) 2m mivel az integrandus nemnegativ, &
dt | f(t) — lim cre™ T =0 = '
/0 f(#) -z F majdnem mindentitt nulla kell legyen.

Vagyis f(t) majdnem mindeniitt egyenld a sordsszeggel, de mivel f is és (az egyenletes konvergencia
miatt) a sorosszeg is folytonos, igazibol mindeniitt egyenlsség kell, hogy legyen. Kész.

A.2. D(R)-beli alapfiiggvények néhany tulajdonsaga

e A 3.1. szakaszban bevezettiik a kompakt tartojo végtelenszer differencidlhaté (sima) R —C
fiiggvények D(R) halmazat. Kérdés lehet, hogy a trivialis konstans nullan kiviil van-e egydltaldn
ilyen fliggvény. Az aldbbiakhoz esetleg idézziik fel a ,Komplex fiiggvénytan” jegyzet 4.1. szakaszat.
Azért mertilhet fel a kérdés, mert sok ,kellemes” sima fliggvény analitikus is (=mindenhol
hatvanysorba fejthetd), és ha egy analitikus fiiggvény kiterjedt halmazon (mint most: a megkdvetelt
kompakt tarton kiviil) nulla, akkor mindenhol az. Azonban ami egyszer plusz fejfajas volt, az
most szerencse: igenis vannak sima de nem analitikus R — C fiiggvények; most ezekbdl kiindulva
Jfelépitiink” D(R)-beli (més szempontbol is jo tulajdonsagn) fiiggvényeket, rogton igen sokat is.

1. Azt talaltuk, hogy a kovetkezd fliggvény mindenhol sima (az egyetlen kérdéses =0 pontban is):

onlo) = {

0, ha <0, Id. a ,,Komplex fiiggvény- (A5)
e /% ha x>0;  tan” jegyzet 4.1. szakaszat. '
Megvizsgélva az x=0-beli bal oldali derivaltakat (trivialisan mind 0-k) és a jobb oldali derival-
takat (amelyek x—0+ esetén mind 0-hoz tartanak) kideriilt, hogy ez a ¢y sima x=0-ban is (és

minden derivaltja 0 itt), azonban itt nem analitikus (hatvanysora azonosan nullat allitana els).

2. Kovetkez6 lépésként az el6z6 fliggvény RY-beli menetét az o = IL—t helyettesitéssel a t valtozo
szempontjabol t€ |0, 1[-beli menetbe ,zsifoljuk bele™

0, ha t<0, belathatjuk az el6z6 mintara, hogy
¢ (t) == { e 7, ha O<t<1, ez a ¢; minden t€R-re sima (de
1, ha t>1. t=0-ban és t=1-ben nem analitikus).

3. Legyenek most a<b akarmilyen valos szamok: az el6z6 fiiggvényt eltolhatjuk/nytjthatjuk viz-
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szintesen, hogy t=0 és t=1 helyett a t=a és t=>b értékeknél valtson at 0-bol 1-be:

Mindenhol si —abar ¢ =0, ha t<a,

indenhol sima, t=a-ban és

wb(t) == fa) ’ wb(t) = ,1), h )

Das(t) ¢2(b_“) t=0-ben nem analitikus, és Gap(t) € [0,1], ha a<t<b
=1, ha t>b.

4. Vegiil legyenek a'<a<b<b' akarmilyen valos szamok (hatarozottan nem egyenlsk): ekkor a zart
I = [a,b] intervallum része az I' =]d’, b'[ nyilt intervallumnak. Legyen az el6z6 fiiggvénnyel

Or.1(x) = Pur () — o (). Ez is sima, I'-n kiviil nulla, és I-n beliil 1.

o110 (x)

20. abra. Az imént megkonstrualt D(R)-beli fiiggvényekhez vezets gondolatmenet.
o Vegyiik szemiigyre az alabbi mas alaku fiiggvényt is, ami hasonlo, mint eme utébbi ¢;

¢O(R2_$2)
Go(R2=2?) + ¢o(z°—r?)’

ahol ¢g a fentebbi kiindulasi (A.5)-beli fiiggvény. Gondoljuk ki ¢g tulajdonsiagai alapjan, hogy

Legyenek r<R pozitiv va-

fr,R(I) =

16s szamok, és legyen

1.) & r(x) jol definialt (a nevezd sehol sem nulla), és tényleg sima (mert ilyenekbdl épiil fel),

2.) ha |z|>R, akkor &, g(x)=0, ha |z|<r, akkor &, r(z)=1, ha pedig r<|z|<R, akkor 0<¢, p(z)<1.
A &, r-et eltolva tehat olyan fiiggvényt kapunk, ami egy intervallumon kiviil nulla, egy benne szim-
metrikusan elhelyezked§ kisebb részintervallumon 1, kézottiik pedig siméan atvalt. Ez kicsit speci-
alisabb, mint a fentebbi ¢; i fliggvény, de jobb lesz a tobbdimenzids altaldnositashoz.

e Talaltunk tehat sok kompakt tartoju sima fliggvényt. Ilyenekbdl tovabbiakat gyarthatunk: bar-
milyen sima fiiggvénnyel Sket tjfent D(R)-beli fiiggvényekre jutunk. A legfontosabbak mégis ezek,
amelyek egy intervallumon konstans 1-ek, mert veliik megkozelithetjiik a 1épcsés fliggvényeket:

az I'=1d, [ intervallumot az I=[a, b]-re kiviilrél,

lim (x) = Xiaw ().
a’'— a—0 és t’— b+0 modon rahuzva pontonként I'>I O11(2) = Xiap (7)

Az abran szép lathatéan nagyobb I’-bdl indulunk az I-re valé rahizas soran, de jo tudatositani,
hogy a hataratmenet kiinduld nyilt I'-je elég, ha csak akarmilyen kicsit nagyobb a zdrt I-nél.

———————————

21. abra. Intervallum karakterisztikus fuggvényének D(R)-beli fiiggvényekkel valo megkozelitése.

o A lépcséfiiggvények ilyen megkozelitése a regularis disztribiiciok megalapozasénak egy fontos
lépése. Legyen UCR nyilt részhalmaz, és legyen f olyan lokalisan integralhaté fiiggvény, amire
igaz, hogy minden olyan ¢€D(R) alapfiiggvényre, ami U-n kiviil azonosan nulla, (Rf|¢>) =0.
Vegyiink barmilyen I = [a, b] C U zdrt intervallumot! U nyiltsadga miatt a ,széleken sincs érintés”™
van olyan I’ nyilt intervallum is, amire I C I’; de még I’ CU. Az f-iinkre vonatkozo kitételbe a
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mondott I-t és I'-t hasznalo ¢; p-t téve, majd I'-t [-re rahtzva arra kovetkeztetiink, hogy

b o) 00 o)
[ s@) = e s@pate) = [ fim f@)onn) = i [de f@)orte) = fim (Rylor) = .

A jelolt lépésben az integral és a hatarértékképzés cseréjét szokasosan a Lebesgue-tétel indokolja.
Minden elgkeriils integrandushoz egyszerre integralhaté majorans pl. f(z)xs(z), ahol J olyan
kompakt intervallum, ami az 6sszes I'-t tartalmazza. (Ilyen van, és f J-re is integralhato.)

A kovetkeztetés barmilyen [a,b] C U esetén igaz: ha tehat f olyan, hogy minden ¢p€D(R)-re,
ami U-n kivill biztos nulla, igaz, hogy (Rf|¢)=0, akkor f minden U-beli korlatos intervallumra vett
integralja nulla. Ez a feltétel viszont mar egyfajta végallomas”. Erezhets, és az integralfogalom
felépitésében rendesen ki is deriil, hogy igaz a kovetkezs: ha f lokalisan integralhato, és

akkor nincs mas lehet§ség, mint hogy

b
minden [a,b] C U esetén /daj f(z) =0, (A.6)

f=0 az U-n majdnem mindeniitt.
o Az el6bbi eredmény egyik megjelenése, ha U=R-et vesziink: ha (R;|¢)=0 minden ¢cD(R)-re,
azaz Ry = 0 (nulla-leképezés), akkor f=0 majdnem mindentitt. Ezt értjiik az alatt, hogy lokalisan
integralhato fiiggvények regularis disztribucioként D(R)*-ba valoé f— Ry beagyazasa lényegében
injektiv, ahogy a 3.1. szakaszban mondtuk. (Ennek a kovetkeztetésnek a lehetGségére céloztunk
ugy ott, hogy az alapfiiggvények ,elég sokan” vannak.)

Masik megjelenés: U=R\{a}, azaz egy adott a pont kihagyva. Ha f olyan, hogy az U-ba
esé tartoju ¢-kre (Ry|¢)=0, akkor f=0 majdnem mindeniitt ezen az U-n. Ez is kell ahhoz, hogy
lesztirjiik, hogy a Dirac-delta, d, nem regularis disztribacio (ld. 3.3. szakaszban): nincs olyan
lokalisan integralhatod f, amivel 6 Ry alakba, azaz a hatasa a megfelel§ integrallal lenne irhato.

A.3. Schwartz-fliggvények és Fourier-transzformaltjaik

A 3.2. szakasz végén kiterjesztettiik a Fourier-transzformaciot temperalt disztribtciokra tobb oda
vonatkozo kortilmény /allitas bizonyitasat csak igérgetve. Ezeket potoljuk most; kicsit mas sor-
rendben haladva, mint ahogy a 3.2. szakaszban el6keriiltek (a bizonyitasok igy logikusabbak).

s,z

Y € S(R), ha sima (=végtelenszer differencidlhato), és lim, oo Q(2)™ () = 0 barmilyen n-
edik derivaltra és barmilyen @ polinomra. Azt talaltuk (I1d. a 3.1. szakaszbeli 24. labjegyzetet is),
hogy S(R) vektortér, Schwartz-fiiggvények Gsszege/szamszorosa is az. Tovabbmenve:

1. Ha ¢ €S(R), akkor sima, és 1) is és minden 1™ derivaltja is barmilyen () polinommal szorozva
is +00-ben nullahoz tart. Nyilvanvaléan ekkor 1/'-re (s6t barmelyik (™-re) is és egy eltolas-
sal kapott L,t-re is ugyanezek igazak (tudva persze, hogy egy polinom eltoltja is valamilyen
polinom). Osszefoglalva: a D derivalas és az L, eltolas nem vezet ki S(R)-bal.

2. Az M ¢ fliggvénnyelszorzas kivezethet a Schwartz-fiiggvények koziil (pl. ha f nem sima, vagy
tal gyorsan ng). Viszont barmilyen p polinommal szorzas, Mp(id) nem vezet ki. Ugyanis ha

1 € S(R), akkor py is végtelenszer differencialhato, és szorzatként derivalva latszik, hogy to-
d'VL
dx™
kiilonféle derivaltjait tovabbra is valamilyen polinomok szorozzak. Ezek a tagok +oo-ben nul-

vabbi barmilyen ) polinommal is Q(z)-5:[p(z)1(x)] olyan tagok Gsszege, amelyekben -t és

lahoz tartanak, tehat az Osszegiik is. Vagyis py teljesiti a kovetelményeket: pip € S(R).
Specialisan: identitassal vagy annak i-szeresével valo M, iq szorzas sem vezet ki S(R)-bdl.
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3. S(R)-bdl a képzetes exponencialissal valo Mexp(:tiwid) szorzés sem vezet ki: ha ¢ Schwartz-
fiiggvény, akkor az ¥ (z) fiiggvény is sima, és itt is barmilyen @Q polinom esetén is a vizsga-
lando Q(x) dzn[ eF%q) ()] kombinaci6 olyan tagok Gsszege, amelyek 1) derivaltjai polinomokkal

és még er%-szel szorozva: ezek is nulldhoz tartanak +oo-ben. Tehat tényleg ety € S(R).

Megjegyzés: vegyiik észre most, hogy ha egy igazi példat mutatunk Schwartz-fiiggvényre (ilyen pl.
az e " Gauss-gorbe, de a 3.1. szakaszban lattuk az dsszetettebb e~®@*+8%)7 peldat is), akkor a
felsoroltakat tudva maéris rettenetesen sok Schwartz-fiiggvény all elttiink!

e Ertelmeztiik ezen operatorokat T € D(R)* disztribiiciokra is (1d. a 3.2. szakasz végi jeldlésmodot):
DT =To <_b)7 Mexp(iia-id)T =To Mexp(i’ia-id)a M:I:i~idT =To M:ti~id7 i/aT =To i/—a-

Ha most T'€ S(R)* temperalt disztribticié, akkor ezen operaciok eredménye is temperdlt disztri-
bicié, ami azon mulik, hogy mivel, mint lattuk, a felirt kompoziciokban szerepls, most vizsgalt
operatoraink a Schwartz-fiiggvények S(R) halmazabol nem vezetnek ki, a felidézett modon defini-
alt DT, Mexp(:l:iwid)T . My;:aT és L,T disztribuciok hatésa is értelmes minden o) € S (R) Schwartz-
fiiggvényen. (Ok mint S(R) — C leképezések S-folytonosak is; ezt most is az A.4. szakaszra hagy-
juk.) Lényeg a lényeg: a vizsgalt operatoraink disztribuciok kozott értelmezve nem vezetnek ki a
temperalt disztribiciok S(R)* halmazabol; ezt is kihasznéljuk a 3.2. szakaszban.

Thg-tel, 1d. a 3.2. szakasz 34. 1ab-
jegyzetét is), tehat az eredeti Fourier-integral értelmében is létezik Fourier-transzformaltja. Az

e Minden Schwartz-fiiggvény integralhato (mert feliilbecsiilhets

is kideriil, hogy a Fourier-transzformacié mtveleti tulajdonsagai vonatkozo feltételek Schwartz-

fliggvények esetén automatikusan teljesiilnek. A 2.4. szakaszban latottak alapjan konkrétan:

1. Ha v integralhato (és ugye ha ¢ € S(R), akkor biztosan az), akkor FiLgh= Mexp(iw.id)fiw.

2. Ha 1 integralhato, folytor}os?n diff(?rencia}lhaté, és lim,_,1 ¥ =0 (marpedig ha 1) € S(R), akkor
ezek teljesiilnek) akkor FyDy = Me;iqaFy1).

3. L ]—‘i@/z FoM, exp(sia-id)¥; itt is elég annyi, hogy ha v Schwartz-fiiggvény, akkor integralhato.

4. Ha 1) és Miqip (azaz: (z) és z(x) is) integralhato fiiggvények (mérpedig ha 1) € S(R), akkor
ezek igazak, mert ekkor Mgt is Schwartz-fliggvény), akkor DFytp=FyMyjsath. Ttt az, hogy
D hathat Fye-re (azaz utobbi differencialhato), mar kovetkezmény.

S(R)-re lesztikitve tehat ezek a tulajdonsagok biztos miikodnek; s6t mivel 15, fja, ]\Zfexp(iia.id) és
My;iq nem vezetnek ki S(R)-bél, ezen operatorok tobbszoros hatasat is megengedhetjik, és a
tulajdonsagokat n-szer alkalmazva lépésenként ,atdobhatjuk” ¢ket Fi-on. Pl. a 4. szamura:

Do ﬁi = ﬁi o Mii-id = D"o in = in o (M(:ti-id))n = ﬁi o M(:I:i-id)"-
A 2. szamubol pedig arra juthatunk (végiil még akarmilyen p polinomot is megengedve), hogy
Mid o ﬁi = ﬁi o (:l:Zﬁ) = Mid” o fi = fi o] (:l:l[))n = Mp(id) o ﬁi = ﬁ:ﬁ: o p(:l:ZD)

A maésodik alak nem mas tehat, mint n-szer alkalmazva az elsé. Tovabbmenve: akarmilyen p

polinomot (ill. vele valé szorzasoperatort) linearis kombinélassal kaphatunk kiilonb6z6 fokta hatva-

nyokbol (ill. ilyenekkel valo szorzdsoperatorokbol), igy igaz lesz ez a legutolsé megallapitas is.°

46z alapjan is vilagos, hogy itt egy p polinomra p(izﬁ) nyilvanvaloan azt kell, hogy jelentse, hogy a valtozdjaba
a +iD derivalast frjuk, 6t hatvanyozzuk (szorozgatjuk onmagéval) mint operatort, majd ilyen tagokat adunk Gssze.
Pl. ha p(z) = 2*+32+2, akkor p(D) = D3+3D+2I, azaz egy f fiiggvényre valé hatés p(D)f = f”/+3f'+2f.
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o Az el6z6 ketts megéllapitésbc’)l konkrétan felirva F. hatésat mint integralt arra jutunk, hogy

Myiay 0 D™ 0 Fy = Mygay © Fi 0 Mgy = Fi o p(£iD) o Mippsayn =
d" * : Cn
= b v SE), aklor pa) s (Fe)e) = [y pEid) () ew] (A7

Az eddigiek alapjan az utobbi jobb oldalon is Schwartz-fliggvényt integralunk: az integral Ilétezik,
¢és minden z esetén ugyanazzal a(z esetleg p-t6l és n-t6l fliggs) K, konstanssal feliilbecstilhetd:

Javernteig) iy o] < farlerpig) ool < [apig) o] = K.
Ebbdl pedig azt sztirhetjiik le, hogy az iménti (A.7) bal oldalan kapott alak korlatos:
D) & (Fat)(@)| < Ky, a-t61 fitggetlenil

Emiatt viszont ez a kifejezés (minden p polinomra) nemcsak korlatos, de nulldhoz is tart z—=+o0
esetén: ha nem igy lenne, akkor egy magasabb fokt polinomot véve a korlatossag is elromlana. Ez
igy viszont azt mondja, hogy Fi1-re teljesiil az, amit Schwartz-fiiggvényektsl elvarunk.

e Lesztrtiik tehat, hogy Schwartz-fiiggvény Fourier-transzformdltja is Schwartz-fiiggvény;
ezt alaposan kihasznaljuk a 3.2. szakaszban. Az is igaz emiatt, hogy az F. miveleti tulajdonsa-
gaiban tényleg semelyik operacio sem vezet ki S(R)-bél: a tulajdonsagok S(R)-en minden tovabbi
korlatozas nélkiil igazak, és minden kifejezés S(R)-bsl S(R)-be képez. Még egyszer:

Fil, = Mexp(:l:ia'id)-ria ﬁib = M$i-idﬁi7 L -Fi - Fi exp(Fia-id)» ﬁﬁi = ﬁiMii-id;
ez is kellett ezen azonossagok temperalt disztribuciokra (S(R)*-ra) valo kiterjesztéséhez.

X ok ok

e Ugye D(R)CS(R): ha tehat ¢ € D(R), akkor Fourier-transzformaltja biztosan S(R) eleme.
Azonban kideriil, hogy ilyen ¢-kre .7:}¢ analitikus figgvény. Ilyen pedig csak akkor kompakt
tartoji, ha konstans nulla: ugyanis nulla lenne a tartéjan kiviil, igy az analitikus fiiggvények
merevsége (1d. a ,Komplex fliggvénytan” jegyzet 4.1. szakaszat) miatt mindenhol nulla kellene
legyen. Osszefoglalva: ha ¢ € D(R), akkor F. ¢ csakis akkor D(R) eleme, ha 6 a konstans nulla.

Erre hivatkoztunk a 3.2. szakasz végén, amikor megindokoltuk, hogy miért ,allunk meg” tem-
peralt disztribacioknal az F. Fourier-transzformécio kiterjesztésével: akarmilyen disztribuciokra
nem mtkddik az, hogy Fy-t ,atharitjuk” az alapfiiggvényre; nem alapfiiggvényt kapnank.

e Belatjuk ezt az el6z6 allitast. Mivel Fi¢ az S(R) eleme, biztos, hogy végtelenszer differenciélha-

t6. R értelmezési tartomany esetén ugye ebbdl még nem kovetkezik az analitikussag (az el6z8 A.2.

fiiggelékszakaszban erre is apellaltunk D(R)-beli fiiggvényeket konstrualvan). Ha viszont belatjuk,

hogy ]:"igb értelmezett komplexr szamokra is legalabbis C-nek valamilyen az R-et tartalmazo nyilt

részhalmazan (ami tehat legalabb kicsit ,kovérkésen korbefogja” a valos tengelyt), és (komplex)

differencialhato is itt, akkor ebbdl, mint tudjuk, mar kovetkezik a mondott analitikussag.
Probaljuk meg tehat komplex z-re is felirni az Fy¢-t megado integralt!

Legyen z = z+1y, ahol z,y valos sza-

T dt +izt dt +ixt Fyt
mok; (F1¢)(z) ekkor az lenne, hogy \/g/ e~ o(t) \/—/ =TTV H(t).
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Azon mulik a dolog, hogy amint rogton irtuk is, elég egy véges [a, b] szakaszra integralni, hiszen
mivel ¢ € D(R), van olyan véges intervallum, amin kiviil $=0. Az integrandus abszolutértéke
eV (t)|, és ez véges szakaszra integrdlhatd. (\Végtelen szakasz” esetén bezavarhatna az eT¥' t-ben
valo exponencialis novekedése.) ¢ € D(R) esetén tehat Fig olyan fiiggvény, ami minden zeC-re
(tehat az R C C részhalmaz ,kornyékén” is) értelmes. Paraméteres integralrol van szo: t € [a, b]-re
integralunk egy még 2-t6l is fiiggd integrandust. A paraméteres integral differencidlhatosagarol
sz016 tétellel pedig (Id. a ,Komplex fliggvénytan” jegyzet C.4. fiiggelékét) belathato itt, hogy az
Foé eredmeényfiiggvény a valtozoja, z szerint differencialhat6.4” Ebbél tehat kovetkezik, hogy
analitikus is, amibdl, mint lattuk, az, hogy 6 mint R — C fiiggvény sem lehet kompakt tartoju.

A.4. Disztribucidk folytonossag-fogalmai

4TVégignézziik részletesen. Az integrandusunk f(t, z)=eT**'$(t), ez, mint lattuk, minden z-re integralhat6 ¢t-ben
[a,b]-re. Tovabba differencialhaté z szerint, derivaltja g—i:iiteiiz%(t). Ha a paraméteres integral eredményének
egy zog = ro+iyo-beli differencidlhatosagat vizsgaljuk, akkor a tétel alkalmazéasahoz kell egy U C C konvex nyilt hal-
maz, amire zg € U, és egy olyan integralhato fliggvény, ami minden z€U-ra nagyobb, mint ‘% ‘ Mostani esetiinkben

U-nak j6 lesz barmilyen olyan nyilt ,vizszintes sav”, ami tartalmazza zo-t, azaz az U :={z € C | &1 <J(2) <&} hal-

maz valamilyen olyan & és & valos szamokkal, melyekre £ <yg<&s. Esetiinkben |%’ = tlp(t)|eT¥t, a savunkon
pedig megallapithatjuk, hogy biztosan |%| < t|p(t)|e¥t, ahol Y a |&1] és a |&;] koziil a nagyobb. Utobbi fiiggvény

integralhato t-ben a véges [a,b]-ra: & jo integralhaté majoransnak. Készen vagyunk.
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